
IV.2 Spektrum prvku algebry a jeho vlastnosti

De�ni
e. Ne
h» A je Bana
hova algebra s jednotkou a x ∈ A.

• Spektrem prvku x rozumíme mno¾inu

( σA(x) = ) σ(x) = {λ ∈ C : λe− x není invertibilní v A}.

• Rezolventní mno¾inou prvku x rozumíme mno¾inu ρ(x) = C \ σ(x).
• Rezolventou prvku x rozumíme funk
i

R(λ, x) := (λe− x)−1, λ ∈ ρ(x).

Pokud A je Bana
hova algebra bez jednotky a x ∈ A, pak spektrem prvku x

rozumíme mno¾inu

( σA(x) = ) σ(x) = σA+((x, 0)).

Pokud A je Bana
hova algebra (s jednotkou èi bez), pak spektrálním polomìrem

prvku x ∈ A rozumíme èíslo

r(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Poznámky:

(1) Spektrum prvku je èistì algebrai
ký pojem, nezávisí na normì Bana-


hovy algebry.

(2) Pokud A nemá jednotku, pak 0 ∈ σA(x) pro ka¾dé x ∈ A.

(3) Pokud A má jednotku, pak σA+((x, 0)) = σA(x) ∪ {0} pro ka¾dé x ∈ A.

Tvrzení 8 (vlastnosti rezolventy). Ne
h» A je Bana
hova algebra s jednotkou

a a ∈ A. Pak platí:

(i) ρ(a) je otevøená podmno¾ina C.

(ii) Zobrazení λ 7→ R(λ, a) je spojité na ρ(a).

(iii) Pro λ, µ ∈ ρ(a) platí

R(µ, a)−R(λ, a) = −(µ− λ)R(µ, a)R(λ, a).

Spe
iálnì platí, ¾e prvky R(µ, a) a R(λ, a) komutují.

(iv) Funk
e λ 7→ ϕ(R(λ, a)) je holomorfní na ρ(a) pro ka¾dé ϕ ∈ A∗
.

(v) Pro |λ| > ‖a‖ platí λ ∈ ρ(a) a

R(λ, a) =
1

λ

(

e−
a

λ

)−1

=

∞
∑

n=0

an

λn+1
.

(vi) Pro λ ∈ ρ(a) platí aR(λ, a) = R(λ, a)a.



Vìta 9 (neprázdnost spektra). Ne
h» A je Bana
hova algebra. Pak pro ka¾dé

x ∈ A je σ(x) neprázdná kompaktní podmno¾ina C.

Poznámka. {a ∈ A : σ(a) ⊂ G} je otevøená pro G ⊂ C otevøenou (tj.

"

σ : A →
K(C) je shora polospojité mnohoznaèné zobrazení A do mno¾iny neprázdný
h

kompaktní
h podmno¾in C\).

Vìta 10 (Gelfand-Mazur). Ne
h» A je Bana
hova algebra. Pak A je tìleso (tj.

v¹e
hny nenulové prvky A jsou invertibilní, neboli G(A) = A \ {0}), právì kdy¾

je A izometri
ky izomorfní Bana
hovì algebøe C.

Lemma 11 (o spektru a polynomu). Ne
h» A je Bana
hova algebra s jed-

notkou. Je-li p(λ) =

∑n

j=0 αjλ
j
polynom s komplexními koe�
ienty a a ∈ A,

de�nujeme p(a) =
∑n

j=0 αja
j
. Pak platí:

(a) p(a) ∈ G(A), právì kdy¾ nulové body polynomu le¾í v ρ(a).

(b) σ(p(a)) = p(σ(a)).

Vìta 12 (o spektrálním polomìru). Ne
h» A je Bana
hova algebra s jed-

notkou a a ∈ A. Pak platí:

(a) r(a) = inf

n∈N

‖an‖
1

n
= lim

n→∞

‖an‖
1

n
.

(b) Vzore
 z Tvrzení 8(v) platí i pro |λ| > r(a), pøièem¾ øada vpravo kon-

verguje absolutnì.

Dùsledek 13. Je-li A Bana
hova algebra s jednotkou a a ∈ A splòuje r(a) <

1, pak (e− a)−1 =
∑

∞

n=0 a
n
(øada konverguje absolutnì).

Tvrzení 14. Ne
h» A je Bana
hova algebra s jednotkou e. Ne
h» B je

uzavøená podalgebra A obsahují
í e a x ∈ B. Pak platí:

(a) ∂σB(x) ⊂ σA(x) ⊂ σB(x).

(b) Ne
h» G je komponenta souvislosti C \σA(x). Pak buï G ⊂ σB(x) nebo

G ∩ σB(x) = ∅.
(
) Je-li C \ σA(x) souvislá mno¾ina, pak σA(x) = σB(x).

Dùsledek 15. Ne
h» A je Bana
hova algebra, B její uzavøená podalgebra

a x ∈ B. Pak platí (a){(
) z Tvrzení 14, pokud v ni
h v¹ude σA(x) a σB(x)

nahradíme σA(x) ∪ {0} a σB(x) ∪ {0}.


