FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE - ZS 2016/2017

PRIKLADY KE KAPITOLE V

K opDIiLU V.1 — LINEARNI TOPOLOGIE A JEJICH GENEROVANT

Piiklad 1. Necht X je vektorovy prostor a A C X neprdzdnd mnozina. Ukaizte, ze A je
konvexni, pravé kdyz pro kazdé «, 5 > 0 plati (o + 8)A = aA + SA.

Piiklad 2. Necht X je vektorovy prostor a 7 je topologie na X.

(1) Ukazte, ze T je transla¢né invariantni, praveé kdyz s¢itani na X je oddélené spojité
(tj. pro kazdé y € X je x — x + y spojité).

(2) Najdéte X a T tak, aby s¢itani bylo spojité (v obou proménnych, jako zobrazeni
X x X — X), ale nasobeni nebylo spojité.

(3) Necht T je translacné invariantni a existuje baze okoli nuly z konvexnich mnozin.
Ukazte, zZe s¢itani je spojité (v obou proménnych).

(4) Najdéte topologii na R?, v niz je séitani oddélené spojité, nikoli viak spojité.

Navod: (2) Uvazte diskrétni topologii. (4) Uvazte napriklad bdzi okoli nuly {(0,0)}U{(z,y);|y| <
|z| < r}, r>0.

Piiklad 3. Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni metrika na X.
Ukazte, ze p generuje linedrni topologii na X, pravé kdyz

lim sup p(Az,0) =0.

T770 \eF, A1

Najdéte transla¢né invariantni metriku, ktera tuto podminku nesplnuje.

Piiklad 4. Necht X je vektorovy prostor. Necht U je systém vsech absolutné konvexnich
pohlcujicich mnozin.
(1) Ukazte, ze U je baze okoli nuly v néjaké Hausdorffové lokdlné konvexni topologii
T na X.
(2) Ukazte, ze tato topologie T je nejsilnéjsi lokalné konvexni topologie na X.
(3) Ukazte, ze kazda konvergentni posloupnost v (X,7) je obsazena v podprostoru
konecné dimenze.

Navod: (3) Kdyby ne, pak existuje linedrné nezavisla posloupnost (xy,), kterd konverguje k
nule. Dopliime i na algebraickou bdzi. Pak popiste absolutné konvexni pohlcujici mnoZinu, kterd
neobsahuje Zddny z vektord x,.

Priklad 5. (1) Necht A C R? je vyvazend a pohlcujici. Ukazte, ze A + A je okolim
nuly (ve standardni topologii).
(2) Najdéte vyvazenou pohlcujici A C R?, kterd neni okolim nuly.
(3) Z predchozich dvou bodu odvod'te, ze systém vsech vyvézenych pohlcujicich podmnozin
R? nenf béazi okolf nuly v Zaddné linedrni topologii na R2.

Navod: (1) Ukazte, Ze A+ A obsahuje obdélnik tvaru [—a,a] x [—b,b].
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Priiklad 6. (1) Ukazte, ze konvexni obal vyvazené podmnoziny vektorového prostoru
je vyvazeny, a tedy absolutné konvexni.
(2) Ukazte, ze vyvazeny obal konvexni mnoziny nemusi byt konvexni.

Navod: (2) Uvaste vhodnou usecku v R2.

Piiklad 7. Necht X je prostor vSech lebesgueovsky méfitelnych funkei na [0, 1] (s hod-
notami v F; ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro vsude). Pro f, g € X polozme

p(f,g)z/o min{1, |f — g|}.

(1) Ukazte, ze p je metrika, kterd na X generuje linedrni topologii.
(2) Ukazte, ze konvergence posloupnosti v metrice p splyva s konvergenci v mife.
(3) Je vysledna topologie lokalné konvexni?

Navod: (1) Ukazte, Ze operace jsou spojité s vyuZitim konvergence posloupnosti. (3) Ukazte,
ze pro kazdé r > 0 je konvexni obal mnozZiny {f € X;p(f,0) <r} celé X.

Piiklad 8. Necht X je TVS a A C X vyvéZend mnoZina s neprazdnym vnitikem.
(1) Ukazte, ze int A je vyvazend, pravé kdyz 0 € int A.
(2) Ukazte na protipiikladu, ze int A nemusi byt vyvézena.

Piiklad 9. Necht (X, 7) je TVS a A C X neprdzdnd. Ukazte, 7e
A=(WA+U:UeT(0)}.

Priklad 10. Necht (X, T) je TVS, ktery nen{ Hausdorffuv.

e Oznacme Z = {o} = () T(0). Ukazte, ze Z je vektorovy podprostor X.

e Necht Y = X/Z je kvocientovy vektorovy prostor a ¢ : X — Y kanonické kvocien-
tové zobrazeni. Necht R je kvocientova topologie na Y (tj. R = {U C Y;q¢ Y(U) €
T1). Ukazte, ze (Y, R) je HTVS.

e Ukazte, ze (Y, R) je lokdlné konvexni, pravé kdyz (X, T) je lokdlné konvexni.

K oDDILU V.2 — OMEZENE MNOZINY, SPOJITA LINEARNI ZOBRAZEN{

Piiklad 11. Necht X je TVS a A C X. Ukazte, Ze A je omezend, pravé kdyz kazda
spocetna podmnozina A je omezena.

Priklad 12. Ne_cht’ X je TVS a A, B C X jsou omezené mnoziny. Ukazte, Ze i mnoziny
AUB, A+ B, A, b(A) jsou omezené.

Piiklad 13. Necht X je LCS a A C X je omezend mnozina. UkaZte, Ze i mnoziny co A
a aco A jsou omezené.

Piiklad 14. Necht X = LP([0,1]), kde p € (0,1). Ukazte, ze A = {f € X; Ifll, <1} je

omezena mnozina, jejiz konvexni obal neni omezena mnozina.
Navod: Ukazte, e coA = X.

Piiklad 15. Nechf X je normovany linedrni prostor a A C X. Ukazte, Ze A je omezend
jakozto podmnozina TVS X, pravé kdyz je omezena v metrice generované normou.



Piiklad 16. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovana translacné invariantni met-
rikou p.
(1) Ukazte, ze mnozina A C X, kterd je omezend v X, je omezend i v metrice p.

(2) Ukazte, ze mnozina A C X, kterd je omezend v metrice p, nemusi byt omezend v
TVS X.

Navod: (2) Metrika p sama mize byt omezend.

Piiklad 17. Uvazme prostor testovacich funkei Z(Q2) s topologii z Piikladu V.5(2) z
prednésky. Necht A : 2(Q2) — T je linedrni funkcional. Ukazte, ze A € 2'(Q), prave kdyz
A je spojity.

Priklad 18. Uvazme prostor (X,7) z Piikladu 4. Ukazte, ze kazdy linedrni funkcional
L : X — F je spojity.

Piiklad 19. Necht X = F'' a A C X. Ukazte, ze A je omezend v X, pravé kdyz je
,bodové omezend", tj. pravé kdyz pro kazdé v € I' je mnozina {z(y);x € A} omezend v
IF.

Piiklad 20. Necht X = C([0,1]) s topologii bodové konvergence, Y = C([0, 1]) s topologif
generovanou metrikou p z Piikladu 7 a L : X — Y je identita.

(1) Ukazte, ze L zobrazuje omezené mnoziny na omezené mnoziny.
(2) Ukazte, ze L je sekvencidlné spojité (tj., pokud f,, — f v X, pak Lf, - LfvY).
(3) Ukazte, ze L neni spojité.

Navod: (1) Necht A C X je omezend. Pro n € N polozme F,, = {z € [0,1];Vf € A :
|f(z)] < n}. Ukazte, Ze F, jsou uzaviené podmnoziny [0,1], jejichZ sjednoceni je cely interval
[0,1]. Pro e > 0 zvolte n € N, aby X\([0,1] \ F},) < § am > n, aby - < §. UkaZte, Ze pak
L(A) c m{g € Y;p(g,0) < e}. Z toho odvodte omezenost L(A) vY. (2) PouZijte Lebesgqueovu
vétu. (3) Necht U = {f € Y;p(f,0) < 3}. Pak U je okoli nuly vY. Ukaste, ze L='(U) nend
okoli nuly v X. (Pro kaZdou koneénou F C [0,1] najdéte f € C([0,1]), pro kterou plati flp =0
a pritom f =1 na mnoZiné miry aspor %)

Piiklad 21. Necht X je TVS a (z,,) je posloupnost prvku X. Ukazte, Ze posloupnost (z,,)
je omezend v X, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (A,) v F plati A, — 0 = \,x, — o.

Piiklad 22. Necht X je metrizovatelny TVS a (z,) posloupnost prvku X. Ukazte, ze
existuje posloupnost kladnych ¢isel (A,), pro kterou A\, z, — o.

Navod: Nechf p je metrika generujici topologii na X. UkaZte a pak pouZijte, Ze pro kaZdé
x € X plati tlﬁi\%a+ p(o,tx) = 0.
Piiklad 23. Plati tvrzeni z Piikladu 22 i pro nemetrizovatelné TVS?

Navod: UwaZzte prostor z Prikladu 4.

Piiklad 24. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovana translaéné invariantni met-
rikou p. Necht (z,,) je posloupnost prvku X, kterd konverguje k nule. Ukazte, Ze existuje
posloupnost kladnych ¢isel (A,) splaujici A, — 00 a A\,z, — 0.

Navod: Z translacni invariance metriky p plyne p(o,nx) < np(o,z) prox € X an € N.
Piiklad 25. Plati tvrzeni z predchoziho piikladu pro obecny TVS?

Navod: Uvazte napriklad X = cy nebo X = P pro p € (1,00) se slabou topologii (viz oddil
VI.1 z predndsky), (z,,) necht je posloupnost kanonickijch jednotkovyjch vektorii.



K oDDILU V.3 — PROSTORY KONECNE A NEKONECNE DIMENZE
Piiklad 26. Ukazte, ze kazdy TVS koneéné dimenze je lokalné konvexni.

Navod: Pro Hausdorffuv prostor pouzijte Tvrzeni V.9 z predndsky. Pro obecny pripad vyuZijte
Priklad 10.

Piiklad 27. Necht X je vektorovy prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, Ze na X existuje
Hausdorffova linearni topologie, ktera neni lokalné konvexni.

Navod: Necht (ej)jes je algebraickd bize X. Zvolme p € (0,1) a definujme na X metriku

p(X-ajej, Y bje;) = > |aj — b;lP.

Piiklad 28. Necht X je metrizovatelny TVS nekoneéné dimenze. UkaZte, Ze na X existuje
nespojity linearni funkcional.

Navod: Pouzijte algebraickou bdzi X a Priklad 22.

Piiklad 29. Existuje na kazdém HTVS nekoneéné dimenze nespojity linearni funkcional?

Navod: Pouzijte Priklad 18.

K oDDIiLU V.4 — METRIZOVATELNOST TVS

Piiklad 30. Necht X je vektorovy prostor nad F a p: X — [0,00) je F-norma na X.
(1) Ukazte, ze vzorec p(z,y) = p(z —y) definuje translacné invariantni metriku na X,
ktera generuje linearni topologii na X.
(2) Ukazte, ze systém {{x € X;p(x) < %},n € N} tvoil bazi okoli nuly v této
topologii.
Piiklad 31. Necht X je vektorovy prostor nad F a g : X — [0,00) je kvazinorma na
X, tj. zobrazeni s vlastnostmi:

eVre X :q(xr)=0<2=o0;
o Vz e XVAeF:q\x)=|Aq(z);
e dC > 1Vx,y € X : q(x +y) < C(q(z) + q(y)).

(1) Ukazte, ze systém {{x € X;q(z) <rkr e (0, oo)} tvoii bézi okoli nuly v jisté
linearni topologii na X.

(2) Ukazte, ze tato topologie je metrizovatelna.

(3) Ukazte, ze v této topologii plati x, — z, pravé kdyz ¢(x, — x) — 0.

Navod: (2) Ukazte, Ze existuje spocetnd bdze okoli nuly.

Priklad 32. Nechf X je vektorovy prostor nad F, ¢ : X — [0,00) F-norma na X a
€ (0,1). Pak fikdme, Ze ¢ je p-norma, pokud ¢(Az) = |A"¢(z) pro kazdé = € X a
Ael.
(1) Ukazte, ze funkee f +— || f||, je p-norma na LP(x).
(2) Ukazte, ze funkce f (||f||p)1/p je kvazinorma na LP(p).

(3) Necht ¢ je p-norma na X. Ukazte, ze ¢'/? je kvazinorma na X a odhadnéte
prislusnou hodnotu C.

Navod: (2) je specidlni pripad (3). Polozme a = %. Pomoci vysetieni pribéhu vhodné funkce
ukazte, Ze pro a,b > 0 je a® + b* < (a + b)* < 2% 1(a® + b*).



Piiklad 33. Necht X je TVS a p F-pseudonorma na X. Ukazte, Ze p je spojitd, pravé
kdyz je spojita v nule.

Piiklad 34. Necht X je TVS a U je okoli nuly. Ukazte, Ze existuje spojitd F-pseudonorma
p na X, pro kterou {x € X;p(x) <1} C U.

Navod: Necht (V) je posloupnost vyvdZenych okoli nuly spriujici Vi + V4 C U a Vpyq +
Vel C Vi, pro n € N. Aplikujte na tuto posloupnost postup konstrukce z dukazu Tvrzeni V.14 z
prednasky.

Piiklad 35. S vyuzitim pfedchoziho ptikladu ukazte, ze kazdy TVS je uplné regularni.

K oDDILU V.5 — PSEUDONORMY, MINKOWSKEHO FUNKCIONALY, F-PSEUDONORMY

Priklad 36. Ukazte na protiptikladu, ze Minkowského funkcional vyvazeného okoli nuly
nemusi byt spojity.

Navod: Muze se stdt, Ze existuje v € X a ¢isla 0 < a < b, Ze usecka {tx;t € [a,b]} je obsazena
v hranici daného vyvdzeného okoli nuly. Protipriklad lze zkonstruovat jiz v R2.

Piiklad 37. Necht X je TVS, A C X vyvazené okoli nuly a p4 jeho Minkowského
funkcional. Ukazte, ze néasledujici tii podminky jsou ekvivalentni:
(i) pa je spojity na X;
(ii) Pro kazdé = € A plati {tz;t € [0,1)} C int A4;
(iii) int A = {x € X;pa(z) <1} & A={x € X;pa(x) < 1}.
Priklad 38. Necht X je TVS, A C X podmnoZina obsahujici nulovy vektor a p € (0,1).
Rekneme, ze mnozina A je p-konvexni, jestlize
Vae,y € AVs,t € [0,1]: " +tP =1 = sz + ty € A.
(1) Necht A je p-konvexni, xy,...,x, € Aaty, ..., t, €[0,1] splituji & +---+t2 = 1.
Ukazte, ze tyx1 + -+ - + t,x, € A.
(2) Necht 0 < p < g < 1. Ukazte, ze plati
A konvexni = A ¢-konvexni = A p-konvexni.
(3) Ukazte na piikladu, ze p-konvexni mnozina nemusi byt konvexni.
(4) Necht A je p-konvexni okoli nuly. Ukazte, 7ze jeho Minkowského funkciondl je spo-
jity.
Navod: (1) PouZijte matematickou indukci. (2) Vyuzijte, ze 0 € A. (3) Uvazte napriklad
mnozinu {f € LP([0,1]); [|f|l, < 1}. (4) Pouzijte charakterizaci z predchoziho prikladu.

Priklad 39. Ukazte, ze topologie z Ptikladu 4 je generovana systémem vsech pseudono-

rem na X.

Piiklad 40. Necht X je vektorovy prostor a P je néjaky systém F-pseudonorem na X.
(1) Ukazte, ze systém

{{J]GX;pl(l’) <y pe(T) < ckliprsoo PR €EPLCL, O >O}

tvoii bazi okoli nuly v néjaké linearni topologii na X.

(2) Ukazte, ze F-pseudonormy z P jsou v této topologii spojité.

(3) Ukazte, ze tato topologie je Hausdorffova, pravé kdyz pro kazdé x € X \ {o}
existuje p € P, pro kterou p(z) > 0.



Priklad 41. Necht (X,7) je TVS. Necht P je systém vSech spojitych F-pseudonorem
na X. Ukazte, ze topologie generovana systémem P ve smyslu Ptikladu 40 je prave 7.

Navod: PouZijte Priklad 34.

Piiklad 42. Necht X je vektorovy prostor. Ukazte, Ze na X existuje nejsilnéjsi linedrni
topologie a ze tato topologie je Hausdorffova.

Navod: Pouzijte konstrukci z Prikladu 40 na systém vsech F-seminorem na X.

Piiklad 43. Necht X je vektorovy prostor spocetné algebraické dimenze. Ukazte, Ze
nejsilnéjsi linearni topologie na X je lokalné konvexni.

Navod: Necht T je topologie z Prikladu 4. Ukazte, Ze kaZdd F-pseudonorma na X je spojitd
v T: Necht p je F-pseudonorma na X a (e) je algebraickd bdze. Pro kazdé ¢ > 0 ukaZte, Ze
existuje (t,) posloupnost kladnych cisel, pro kterou aco {t,e,;n € N} C {z;p(x) < e}.

Piiklad 44. Necht X je vektorovy prostor nespocetné algebraické dimenze. Ukazte, zZe

e~

Navod: Ukazte, Ze F-seminorma definovand jako v Prikladu 27 neni spojitd v topologii z

Prikladu 4.

K oDDILU V.6 - F-PROSTORY, FRECHETOVY PROSTORY, TOTALNE OMEZENE
MNOZINY

Piiklad 45. Necht X je TVS a A, B C X jsou totdlné omezené podmnoziny. Ukazte, Ze
i mnoziny AU B, A+ B, A, b(A) jsou totélné omezené.

Piiklad 46. Necht X je TVS, jehoz topologie je generovand translacné invariantni met-
rikou p. Ukazte, ze mnozina A C X je totalné omezend v TVS X, pravé kdyz je totdlné
omezend v metrice p.

Piiklad 47. Ukazte na protipiikladu, ze v F-prostoru, ktery neni lokalné konvexni,

uzavieny konvexni obal kompaktni mnoziny nemusi byt kompaktni.
Navod: Protipriklad lze zkonstruovat naptiklad v prostoru LP(]0,1]), kde p € (0,1): Zvolme
kladnd ¢isla e, n a 0 tak, aby platilo: p < 1%—57 g <p,d<eca % < p. Pron € N polozme x,, =

nTIer Jo =" X ) @t = nl% Ukazte, Ze fr, — 0 v LP([0,1]), a tedy {0, f1, f2, f3,--- }
tifitttnfn

T, 2e konvexni obal uvedené
n

je kompaktni mnoZina. Ddle ukaZte, s vyuzitim proku

kompaktni mnoziny je mnozina neomezend v LP([0,1]).
K oDpDILU V.7 — ODDELOVACI VETY

Priklad 48. Necht X = LP([0,1]), kde p € (0,1). Ukazte, ze X* = {0}.

Navod: Ukazte, Ze jediné dvé konvexni oteviené mnoZiny v X jsou () a X.

Piiklad 49. Necht X = (¢, kde p € (0,1). Ukazte, ze pro kazdou posloupnost & = (z,,) €
{°° vzorec

P2(Y) =) Tatn, Y= (ya) €L,
n=1

definuje spojity linearni fukcional na ¢P. Ukazte, ze zobrazeni & — ¢, je linedrni bijekce
0% na X*.



Priklad 50. Necht p € (0,1). Ukazte, ze ? je izomorfni (dokonce izometrické) podpro-
storu LP([0,1]). S vyuzitim pfedchozich dvou piikladu pak ukazte na protipiikladu, ze
spojity linearni funkcional na podprostoru TVS nemusi jit rozsitit na spojity linearni
funkcional na celém prostoru.

Piiklad 51. Necht X je normovany linedrni prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, ze v X
existuji dvé disjunktni konvexni mnoziny, které jsou husté v X (a tedy je nelze oddélit
nenulovym prvkem X*).

Navod: VyuZijte existenci nespojitého linedrniho funkciondlu.
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Piiklad 52. Nechi X = C(0,1]) s L*normou (tj. ||/l = (J; [/I*) ). Pro a € R defi-
nujme Y, = {f € X; f(0) = a}. Ukazte, ze (Yo; @ € R) je systém po dvou disjunktnich
hustych konvexnich mnozin. Ukazte, ze pro a # [ nelze mnoziny Y, a Y oddélit nenu-
lovym prvkem X*.

Piiklad 53. Necht X = ¢y nebo X = ¢ pro né&jaké p € [1,00) (uvazujme prostory nad
R). Necht @ = (x,) € X je prvek, jehoz vsechny soufadnice jsou kladné, a y = (%) € X.
Polozme

A={z=(z,) € X;¥neN:z, >0}, B ={—x +ty;t € R}.

Ukazte, ze A a B jsou disjunktni uzaviené podmnoziny X, které neni mozné oddélit
nenulovym prvkem X*.

Navod: Postupujte sporem: Necht f € X*\ {0} splriuje sup f(B) < inf f(A). Ukazte, Ze nutné
f >0 na A ainf f(A) = 0. Funkciondl f lze reprezentovat prislusnou posloupnosti (prvkem
' resp. 09, kde % + % = 1), ukaZte, Ze viechny prvky této posloupnosti musi byt nezdporné. Z
predpokladu inf f(B) < 0 odvodte f(y) =0, a odtud f =0, coZ ddvd spor.



