VIIL.5 C*-algebry — zakladni vlastnosti
Definice. Necht A je Banachova algebra.

e Involuci na A rozumime zobrazeni x — z* algebry A do sebe takové, ze pro vsechna
x,y € Aa e C plati:

(z4+y) =2"+y", (o) =X " () =y2" a =z
e Banachova algebra A s involuci se nazyva C*-algebra, pokud pro kazdé x € A plati
lz*z]| = [l*.

e Je-li A Banachova algebra s involuci a x € A, pak prvek x se nazyva samoadjungovany
(neboli hermiteovsky), pokud x* = x; normalni, pokud z*z = zx*.

Poznamky.
(1) Necht A je Banachova algebra s involuci. Pak e € A je leva jednotka, pravé kdyz e* je
prava jednotka. Tedy, méa-li A levou jednotku nebo pravou jednotku, pak méa jednotku
a tato jednotka je samoadjungovana.
(2) Necht A je Banachova algebra s involuci. Pokud pro kazdé = € A plati

lz* | = [l=]|?,

pak je A C*-algebra.
(3) Necht A je C*-algebra. Zobrazeni x — z* je sdruzené linearni izometrie A na A. Pro
kazdé x € A tedy plati

lz*all = llza|| = ll=]|* = 2*||*.

Priklady 25.
(1) Téleso komplexnich disel je komutativni C*-algebra, pokud involuci definujeme predpi-
sem \* = X pro A € C.
(2) Algebra Co(T), kde T je lokalné kompaktni prostor, je komutativni C*-algebra, pokud
involuci definujeme piedpisem f*(t) = f(t) prot € T.
(3) Maticova algebra M,, je C*-algebra, pokud involuci definujeme predpisem

*
((aij)izlv'“vn) = (a_ﬂ) i=1,...,n .
Jj=1,

j=1,...,n

(4) Je-li H Hilberttiv prostor, pak algebry L(H) a K(H) jsou C*-algebry, pokud involuci
T* rozumime adjungovany operator k T'.

(5) Na algebfe L'(R™) Ize involuci definovat bud piedpisem f*(x) = f(x), + € R"; nebo
piedpisem f*(z) = f(—x), © € R"™. Ani s jednou z téchto involuci neni L'(R™) C*-
algebra.

Tvrzeni 26 (vlastnosti algeber s involuci). Necht A je Banachova algebra s involuci a © € A.
Pak plati:
(a) Prvky z + x*, i(x — x*), x*x jsou samoadjungované.
(b) Existuji jednoznacné urc¢ené samoadjungované prvky u,v € A takové, ze x = u + iv.
Navic, x je normalni, pravé kdyz uv = vu.
(c) Ma&-lIi A jednotku, pak x € G(A), pravé kdyz x* € G(A) (pak (z*)~! = (z71)*).
(d) o(z*) ={A: x€o(x)}.



Tvrzeni 27 (o spektralnim poloméru a normé normalniho prvku). Je-li A C*-algebraaa € A
je normalni, pak r(a) = ||a||.

Dusledek 28. Necht' A je algebra s involuci. Pak na A existuje nejvyse jedna norma ||-||, pro
kterou je (A, ||-||) C*-algebra.

Tvrzeni 29 (pfidani jednotky). Necht A je Banachova algebra s involuci.
(a) AT Jje rovnéz Banachova algebra s involuci, pokud involuci definujeme predpisem (a, \)* =
(a*,\) pro (a,\) € A™.
(b) Je-li A C*-algebra, pak i At je C*-algebra, pokud involuci definujeme jako v bodé (a)
a normu na AT definujeme vzorcem

[(a, A)[| = max{[A] , sup{[lab+ Ab]| ;b € A, [[b] < 1}}.
(c) Je-li A C*-algebra bez jednotky, pak normu z (b) Ize vyjadrit ve tvaru

[(a, M| = sup{llab + Ab[| ;b € A, [[bl| <1}

Poznamka: Norma na A' z Tvrzeni 29(b) se lisi od normy z Tvrzeni 2(b). Z Dusledku 28
plyne, ze definice z Tvrzeni 29(b) je jedind mozna.

Definice. Necht A a B jsou C*-algebry a h : B — A. Rikdme, Ze h je *-homomorfismus, je-li to
homomorfismus Banachovych algeber spliujici navic h(z*) = h(x)* pro kazdé x € B.

Tvrzeni 30 (o automatické spojitosti *-homomorfismu). Necht A a B jsou C*-algebry a h :
B — A je x-homomorfismus B do A. Pak ||h| < 1.

Priklad 31. Necht K, L jsou kompaktni Hausdorffovy prostory a ¢ : C(K) — C(L) je x-
homomorphismus spliiujici ¢(1) = 1. Pak existuje spojité zobrazeni o : L — K takové, ze
o(f) = foa pro f € C(K). Pokud ¢ je navic prosté, pak o(L) = K, a tedy ¢ je izometrie C(K)
do C(L).

Tvrzeni 32. Necht A je C*-algebra. Pak pro a € A plati:

(a) Je-li a samoadjungovany, pak o(a) C R.
(b) Ma-li A jednotku a a* = a™! (tj. a je unitémi), pak o(a) C T ={A € C: |\ = 1}.

(c) Proh € A(A) aa € A plati h(a*) = h(a) (h je *-homomorfismus, je-li to homomorfis-
mus).

Véta 33 (Gelfand-Naimark). Necht A je komutativni C*-algebra. Pak T' je izometricky -
izomorfismus C*-algebry A na C*-algebru Co(A(A)) (mimo jiné tedy plati identita z* = I na
A).

Specialné, A ma jednotku, pravé kdyz A(A) je kompaktni.

Dusledek 34. Necht A a B jsou komutativni C*-algebry. Pak A a B jsou *-izomorfni, pravé
kdyz A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Dusledek 35. Necht A a B jsou C*-algebry a h : B — A je prosty x-homomorfismus B do
A. Pak h je izometrie A do B.



