V. Topologické vektorové prostory
V.1 Linearni topologie a jejich generovani

Pfipomenuti znaceni:
R ... téleso realnych cisel
C ... téleso komplexnich ¢isel
F ... téleso R nebo C
Je-li X vektorovy prostor nad F, nulovy vektor zna¢ime o (a nékdy také 0).
Je-li X vektorovy prostor nad F, Y CC X znamend, Zze Y je podprostor X.

Definice. Topologickym vektorovym prostorem nad F rozumime dvojici (X, 7T), kde X je vektorovy prostor
nad F a T je topologie na X, kterd mé nasledujici dvé vlastnosti:

(1) Zobrazeni (z,y) — z + y je spojité zobrazeni X x X do X.
(2) Zobrazeni (t,x) — tz je spojité zobrazeni F x X do X.

Misto terminu topologicky vektorovy prostor budeme pouzivat zkratku TVS. Je-li (X, 7T) navic Hausdor-
ffav, pisSeme HTVS.
Symbolem 7 (0) budeme rozumét systém vsech okoli bodu o v (X, 7).

Definice. Necht (X,7) je TVS. Prostor X se nazyva lokdlné konvexni, pokud existuje baze okoli nuly
tvofend konvexnimi mnozinami. Termin lokdiné konvexni TVS budeme zkracovat LCS, Hausdorffuv pak

HLCS.

Priklady 1.
(1) Necht (X,||-||) je normovany linedrni prostor a T necht je topologie generovand normou (tj.
generovana metrikou generovanou normou). Pak (X,T) je HLCS.
(2) Necht'T je libovolna neprazdni mnozina. Pak F' je HLCS, je-li opatien souc¢inovou topologii.
(3) Prostor C(R,IF) spojitych funkci na R je HLCS, pokud je opatfen topologii lokalné stejnomérné
konvergence. Ta je generovana napriklad metrikou

[e.o]

p(7,0) = 3 o min{Lmax{|f() ~ g(@) 5o € [-nnl}}, f.g € C(RF).

n=1

(4) Necht Q C C je oteviend mnozina. Pak prostor H () holomorfnich funkci na Q je HLCS, pokud
je opatien topologii lokalné stejnomérné konvergence. Ta je generovana napiiklad metrikou
o0 1 )
p(f7 g) = Z 2_n m1n{1,max{|f(2’) - g(z)| RS Kn}}7 f,g S H(Q)7
n=1
kde (K,) je posloupnost kompaktnich mnozin vycerpavajici Q (tj. spliujici K, C Int K,, 11 pro
kazdé n e N al/, K, = Q).
(5) Schwartziiv prostor A(R?) je HLCS, pokud je opatien topologii generovanou standardni metrikou.
(6) Necht Q C R? je oteviend mnozina a K C € je kompaktni podmnozina. Pak prostor g () je
HLCS, pokud je opatfen topologii generovanou standardni metrikou.
(7) Necht (2,%, ) je prostor s nezapornou mirou a p € (0,1). Pak prostor LP(Q, %, ) tvoreny
tridami ekvivalence méritelnych funkci f : Q) — F spliiujicich fQ |fI? du < oo je HT'VS, pokud je
opatren topologii generovanou metrikou

p(f,g9) = /Q |f—gl” du, f,9 € LP(Q,%, ).

Pokud napiiklad 2 = [0,1] a p je Lebesgueova mira nebo Q = N a p je séitaci mira, pak tento
prostor neni lokalné konvexni.

Poznamka: Je-li (X,7) TVS, pak 7 je invariantni viéi posunuti. Tj., je-li A C X a z € X, pak A je
oteviena, pravé kdyz x + A je oteviena. Z toho plyne, Ze mnozina A C X je okolim bodu z € X, pravé
kdyz —x + A € T(0). Proto systém 7 (0) jednozna¢né uréuje topologii 7.



Definice. Nechf X je vektorovy prostor nad F a A C X. Rikdme, Ze mnozina A je
konvexni, pokud pro kazdé x,y € A a kazdé t € [0,1] plati tx + (1 — t)y € A;
symetricka, pokud A = — A;

vyvazena, pokud pro kazdé a € F spliujici || < 1 plati aA C A;

absolutné konvexni, je-li konvexni a vyvazena;

pohlcujici, pokud pro kazdé = € X existuje t > 0, ze {sz;s € [0,t]} C A.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F a A C X. Konvexnim obalem (vyvaZenym obalem, resp. ab-
solutné konvexnim obalem) mnoziny A rozumime nejmensi konvexni (vyvéazenou, resp. absolutné konvexni)
mnozinu obsahujici A. Tuto mnozinu znac¢ime co(A) (b(A), resp. aco(A)).

Véticka 2. Necht X je vektorovy prostor nad F a A C X.

(a) Je-li F =R, pak A je absolutné konvexni, pravé kdyz je konvexni a symetrické.
(b) CO(A) = {t1$1 + -+t Ty, ..., Tk € A,tl,...,tk >0t + -+t = ]_}

(c) b(A) ={ax;z € A,a €F,|a| <1}.

(d) aco(A) = co(b(A)).

Véticka 3. Necht (X, T) je TVS aU € T (o). Pak plati:
(i) U je pohlcujici.
(ii) Existuje V € T (o) spliujici V +V C U.
(iii) Existuje V € T (o) oteviend a vyvazena spliujici V C U.
(iv) Je-li X lokalné konvexni, existuje V' € T (o) oteviena a absolutné konvexni spliujici V- C U.

Véta 4.

(1) Necht (X, T) je TVS. Pak existuje U, baze okoli o s vlastnostmi:
(i) Prvky U jsou pohlcujici, oteviené a vyvazené.
(ii) Pro kazdé U € U existuje V € U spliujici V +V C U.
Je-li X lokalné konvexni, Ize U volit tak, aby jeho prvky byly navic absolutné konvexni. Je-li X
navic Hausdorffiiv, plati také (U = {o}.
(2) Obracené, necht X je vektorovy prostor a U je systém podmnozin X s vlastnostmi:
(i) Prvky U jsou pohlcujici a vyvazené.
(ii) Pro kazdé U € U existuje V € U spliujici V +V C U.
(iii) Pro kazdé U,V € U existuje W € U spliujici W Cc UNV.
Pak existuje pravé jedna topologie T na X takova, ze (X,7T) je TVS all je baze okoli o. Jsou-li
prvky U absolutné konvexni, je T lokalné konvexni. Pokud navic (\U = {o}, je T Hausdorffova.

Priklady 5.
(1) Necht T je Hausdorffuv topologicky prostor a C(T,F) necht oznacuje prostor spojitych funkci na
T. Pak systém

U= {{f S C(T,F);Izglea%|f(:z)| < c¢}; K C T kompaktni, ¢ > 0}

tvori bazi okoli o v jisté topologii, s niz, C(T,F) tvori HLCS. Jde o topologii stejnomérné konver-
gence na kompaktech. Je-1i T' lokalné kompaktni, jde o topologii lokalné stejnomérné konvergence.

(2) Necht Q C R? je oteviena mnozina a 9(Q) necht oznacuje prostor testovacich funkci na Q. Pak
systém

U ={U C 2(Q) absolutné konvexni, pohlcujici;
VK C Q kompaktni :U N Pk () je okoli nuly v Pk ()}

tvori bdzi okoli o v jisté topologii, s niz 2(Q) tvori HLCS.



