I. ZJISTETE, ZDA (V,®,®) JE VEKTOROVY PROSTOR NAD K, JESTLIZE

1. K = R, V je mnozina vSech realnych funkc1 definovanych na R,

a) (fog)(z) = f(z)+g(z), AOg)(z) =Ag(z) pro f,g€e V, A€ R,z €R.

b) (f®g)(z) = f(z)g(z), (A O g)(z) = Ag(z) pro f,g €V, AER, z € R.
2.K=R,V=(0,+0),udv=uv, \Quv=X. 3. K=R, V=C,udv=u+v, \Ov=J>v.
4. K=C, V=R, udv=u+v, \0Ov = |\

5. K=R, V=R% u®v=u+v, AO® [ur, uz] = [MNuy, Auy).

6. K =C,V =

Cz, [ul,U2] &) [1)1,’1)2] = [u1 + V1, U2 + 1)2], a) AG [’U,l,’U,g] = [)\ul,)\uz]; b)
)\@[Ul,UQ] = [)\Ul,)\UZ]. 7. K = C, V = R2, [ul,U2]@ [’1)1,’02] = [U1+’U1,U2+’Uz], AO [Ul,UQ] =
[us Re A — ug Im A\, ug Re A + uy Im 2.

ZJISTETE, ZDA JE U VEKTOROVYM PODPROSTOREM V', JESTLIZE
8.V=R%a)U={zecR3 21—2o=0},b)U={xz e R3: 2y =23}, c) U={x e R3: 21 +23 =
1}. 9. V=RAEU={zxecR?> 2, >0} 10.V =C{0,1);a) U ={feV: f(0)+ f(1) =
f(1/2)},b) U={feV:f(0)= (1)}, )U {feV:Vze[0,1]: [f(z )I < 1} d) U={f¢€
V[l (e )dz =0}, ¢) U= {f €V: 2 f@)de =17}, ) U= {f € V: [}(f(z))3de = 0}, g)

U= {fEV f1/2 z))?dz = 0}.

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a) ANO, b) NE (neplati napi. (iv)). 2. NE (© neni operace).
3. ANO 4. NE (neplati (vi)). 5. NE (neplati (vi)). 6. a) ANO, b) ANO. 7. ANO.
8. a) ANO, b) NE ([1,1,0] € U, 2-[1,1,0] ¢ U), ¢) NE ([0,0,0] ¢ U) 9. NE ([1,0] € U,
—[1,0] ¢ U). 10. a) NO b)NE (1€U,2-1¢U),c) NE(1€U,2-1¢U),d) ANO, e) NE
(09§U),)NE(nechﬁf():——:cag():|2x—1|—%, k f,geU, f+g ¢ U), g) ANO

(U={feV:Vze(i1): f(z)=0}).

II. URCETE DIMENZI A NALEZNETE NEJAKOU BAZI VEKTOROVEHO PROSTORU V, KDE
V =ling{[1,1,1],[1,2,2],[10,11,11]} C R3.
V =ling{[1,1,1,2,2],[-1,-2,—2,-2,2],[19,1,1,1,1],[-1,—3,—3, —2,6]} C RS.
V =ling{r+ 7,22 -z - 1,22 + 3,2z — 5} C C({0,1)).
V = {sinz, cos z,sin 2z, cos 2z} C C({0,x)). 5.V = C? jako vektorovy prostor nad R.
V=M2x3). 7.V={AeM(@Bx3): AT =A}.
V ={[z1, 22, 73] € R3: 21 + 23 — 23 = 0}.
V ={[r1, 79,23, 24) E R*: 21 + 23 — 24 = 0,20 + 74 = 0,21 + 2 + 74 = 0}.
1 -2 2 3\ /m
2 8 -1 0 )
1 2 2 2 |a] =0
1 1 1 1 T4
11. V = {f € C(R): f m4 vsude pétou derivaci a f(® = 0 na R}.
VYSLEDKY A NAvODY. 1.dimV = 2, béze je napiiklad {[1,1, 1],]0, 1, 1]} (nebo téz {[1, 1, 1], [1, 2, 2]}).
2. dimV = 3, béze je napiiklad {[1,1,1,2,2],[0,—-1,-1,0,4],[0,0,0,37,109]}. 3. dimV = 3,
béze je napiiklad {1,z,z%2}. 4. dimV = 4, mnoZina ze zadan{ je bdze. 5. dimV = 4, baze je
napiiklad {[1,0], [,0],[0,1],[0,¢]}. 6. dimV = 6, bazi tvoif napiiklad Sestice matic, které maji
na jednom misté 1 a na ostatnich 0. 7. dimV = 6, bazi tvofi napiiklad

100 000 000 010 001 000
{(000) (010) (000),(100),(000),(001)}. 8. dimV = 2, béaze je naptiklad
000 000 001 000 100 010
{[1,0,1],[0,1,1] 9. dimV = 1, bdze je napiiklad {[0,—-1,1,1]}. 10. dimV = 0, baze je 0
(V =1{[0,0,0,0 }) 11. dim V = 5, baze je napiiklad {1, z, 22, 23, z}.

©Xre R W=

10. V = {[z1, 22, z3,24] € R*:



ITI. JE L: U — V LINEARNI ZOBRAZEN{? POKUD ANO, JAK VYPADA Ker(L) A Im(L)?
1. U=R3V =R%a) Lu,v,w) = [u+w,w— v+ Tu,u,ul, b) L(u,v,w)=[u?,v,0,0],
¢) L(u,v,w) =10,0,0,0],d) L(u,v,w) = [u,v — 1,4w,u + w], e) L(u,v,w) = [u, v, w, w],
f) L(u,v,w) = [u+v,u — v, w, 10u].
2. U=C(R), V=C(R); a) L(f)(z) = f(

¢) L(f)(x) = f(x?), d) L(f)(z) = [} f(t
3.U=C'R),V =C(R);a) L(f)(z) = f'
VYSLEDKY A NAvoDY. 1. a) ANO, Ker(L) = {[0,0,0]},

Im(L) = ling {[1,7,1,1],[0,—1,0,0],[1,1,0,0]}; b) NE; ¢) ANO, Ker(L) = R3, Im(L) = {[0,0,0,0]};
d) NE; e) ANO, Ker(L) = {[0,0,0]}, Im(L) = linr{[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,1]}; f) ANO,
Ker(L) = {[0,0,0]}, Im(L) = ling{[L,1,0,10],[1,—1,0,0],[0,0,1,0]}. 1. a) ANO, Ker(L) tvoii

1) — f(z), b) L(f)(z) = [; f(t)dt,

~~

8
8
=~ & +

C(R): f(0) = 0}; ¢) ANO, Ker(L) = {f € C(R): f | (0,+0c0) = 0}, Im(L) tvoi{ sudé funkce; d)
ANO, Ker(L) tvoii 2-periodické funkce spliiujici navic f_ll f(z)dz = 0, Im(L) = C*(R) (oboji
mirné obtiznéjsi). 2. a) ANO, Ker(L) tvoti konstantni funkce, Im(L) = C(R); b) ANO,
Ker(L) = ling{e®} = {ae”: a € R}, Im(L) = C(R); ¢) ANO, Ker(L) tvoii konstantni funkce,
Im(L) = {f € C*'(R): f(0) = 0}.

IV. BILINEARNI FORMY
1. Zjistéte, zda B je bilinearni forma, pokud ano, napisSte reprezentujici matici a rozhodnéte, zda
B je symetrickd. a) B([z1,%2], [y1,¥2]) = 21 + y2; b) B([w1, z2], [y1,y2]) = (21 + y2) (22 + y1);
¢) B([z1, 2], [y1, ¥2]) = 192 + 22915 d) B([w1, 23], [11, y2]) = 23 + 23;

e) B([w1, z2]; [y1,y2]) = T1%2 + y1y2; f) B([z1,22], [Y1,92]) = (71 — 22)(y1 + y2)-
2. Zjistéte, zda nasledujici matice jsou pozitivné definitni, negativné definitni atd.
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VYSLEDKY A NAvoDY. 1. a), b), d), e) NE; ¢) ANO, (2 é) je symetrick4; f) ANO,

_11 _99>, neni symetrickd. 2. a) ID, b) PD, ¢),d) PSD, ne PD; e) ID, f) ND, g) PD, h)

PSD, ne PD, i),j) ID.

V. NAJDETE VLASTNI CISLA A VSECHNY JIM PRISLUSNE VLASTNi VEKTORY PRO MATICE
-2 1 2
3 -1 3 6 1 1 1 2
1.< ) 2.( ) 3.( ) 4.< ) 5. (-4 3 2
2 0 4 -2 -1 1 ~2 5 =1 s
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7.18 1 -4 8. 16 —2 -2 9. 15 -1 -2
7 -1 =2 3 -1 -1 1 1 -1
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VYSLEDKY A NAVODY. (ve formdtu: (vlastni ¢islo, ndsobnost, mnoZina vlastnich vektoru)) 1.
(LL{t' [172] t e C\{O}})a (2713{t [Ll] t e C\{O}}) 2. (671a{t [271] t e C\{O}})a
(=5, 1,{t:[3,—4]: t € C\{0}}). 3. (1+4,1,{t-[1,4]: t € C\{0}}), (1—4, 1, {¢-[1, —i]: t € C\{0}}).
4. (3723 {t [17 1] te C\{O}}) 9. (17 L, {t [17 1, 1] te C\{O}})a (27 1, {t [1727 1] te C\{O}})a
(3717{t ) [17172]: teC \ {0}}) 6. (171a{t ) [1a172]: teC \ {0}})7 (372a{t : [13071] + s
[0,1,0]: [s,2] € C*\{[0,00}}). 7. (1,1,{t-[1,1,2]: t € C\{0}}), (3,2,{¢t-[1,2,1]: t € C\{O}}).
8. (0,3, {¢-[1,3,0]+5-[0,—1,1]: [s,] € C2\ {[0,0]}}). 9. (0,3,{¢-[1,1,2]: ¢ € C\{0}}). 10.
(1,3,{¢t-[1,1,1]: t € C\ {0}}).  11. (4,2, {t-[3,4, =5 +,0] + 5 - [=7 — 7,0, -8 — 104, 8] [5,1] €
C? \ {[Oa O]}})7 (_i7 2, {t ) [37 4,—=5—1, 0] +s- [_7+ 1,0,—8 + 10z, 8] [Sa t] € C? \ {[Oa O]}})

VI. ROZVOJ FUNKCE V BODE
1. Najdéte hlavni st rozvoje k-tého fddu v bodé a pro funkce f +g, f —g, fg, /9, 9/f (pokud
existuji), jsou li zaddny hlavni ¢édsti rozvoje funkci f a g:
a)k=1,a=0,fr2z,9:14+x;b)k=1,a=1,f: 1-2(x—1),9g: 1+ (x—1);¢) k=2,a=3, [:
T+(x—3)+1(z-3)%g:6(x—3);d) k=3, a=-2, f: 14+ (z+2)> g: (z+2)— L(z+2)%
2. Najdéte hlavni ¢ast rozvoje k-tého fadu funkce f o g v bodé a, je-li zadana hlavni ¢ast rozvoje
funkce g v bodé a a funkce f v bodé g(a). a) k=1, f,¢: 1+ (z—1);b) k=1, f: 24+ (z—-T7), ¢
T+(z—1);¢) k=2, f: (x—6)+3(z—6)2, g: 6+z+2%d) k=3, f: (—2), g: 2+ (z—3)*+(z—3)3;
VYSLEDKY A NAVODY. 1.a) f+g: 14+2x; f—g: —1; fg: z; f/g: ©. b) f+g: 2—(x—1); f—g:
=3(x—1); fg: 1= (z—1); f/g: 1=3(x—1);9/f: 1+3(x—1). ¢) f+g: T+ 7(x—3)%+ 3 (z—3)%
f—g:7—5(x—3)%+ %(37—3)2; fg: 42(x —3) +6(x —3)%; g/ f: 9,(37—3) — 46—9(3: -3)2.4d) f+g:
1+(z4+2)—2(@z+2)24+ (#+2)3 f—g: 1 - (2 +2)+ 2 (z+2)* + (z+2)3% fg: (z+2) - 2(z+2)%
g/f: (x+2)—3(x+2)2 2.a)1+(z—1);b) 2+ (z—1); ¢) 42% d) (z — 3)* + (z — 3).

VII. NAJDETE TAYLORUV POLYNOM k-TEHO RADU V BODE () PRO FUNKCE
1. tgz, k = 4. 2. cos(sinz), k = 5. 3. sin(sinz), k = 6. 4. sin(1 —cosz), k =3. 5.
arctgz, k € N. 6. arcsinz, k € N.

SPOCTETE LIMITY

22

7. lim osz—e 2 g |y £sinz—z(l4r) g iy (\6/3;6 T 25 — /z6 — 3:5)
z—0 z? z—0 z? z—>+00
. 3 o a®4a "2 (1 1
10. mgrf_loom2 (Vz+1+vz—1-2yz) 11. il_)mo 18 =% (a>0) 12. 31:1_1')% (; — sinm)
: 2 1 s 11 : 3 2 L
13. lim (z—2’In(1+1)) 14 il_I}I%)E. (2 - osz) 15, Jim ((x — 2?4+ Z)er —Vab + 1)
16. Najdéte n € N, aby limita a) lim ‘8¢nzl=sintee) = py )y A+e)T=1 0y p3yy cosz—cos(tge)
z—0 z z—0 z z—0 z

1
d) lin%) e_%%)m byla konec¢né a rizna od 0, a spoctéte tuto limitu.
z—

17. Najdéte a,b € R, aby lim
z—0

18. Najdéte a,b € R, aby lim 2=¢sinz=btee _ ( 4 gpoitate lim Z=asine=btgz,
. z—0 z z—0

z—(a+bcosz)sinz __ 0
x4 -

T

VIII. TAYLORUV POLYNOM — APLIKACE LAGRANGEOVA TVARU ZBYTKU
1. Spoététe e? s chybou mensi nez 1074 2. Spoctéte log 1.1 s chybou mensi nez 1074, 3.
Spoététe /5 s chybou mensi nez 1073, 4. Spoététe v/1.01 s chybou mensi nez 10~8. 5. Kolik
¢lent Taylorova polynomu funkce cos v 0 sta¢i vzit, aby pro kazdé x € (—0.5,0.5) byla chyba mensi
nez 10737




IX. NALEZNETE LOKALNf EXTREMY NASLEDUJICICH FUNKCI V UVEDENYCH MNOZINACH:
f(zy) =a* +y* —2® — 2zy —y*; M = R?
flay) =2y + 20+ 25 M = {(z,9);2 > 0;y > 0}
z(x,y) =2%y* (6 —z —y); M = {(z,y) ;2 > 0;y > 0}
4. z(z,y)=2"y*(6-z—y); M =R
2 2
fay)=a+ 5+ 2+ 2, M={(x,y,2);2 >0,y >0,z > 0}.
6. f(z,y,2)=a*—y*—2>-22y—9? M=R
7. Dokaite, ze funkce f (z,y) = (1 + €¥) cos  —ye¥ nabyva lokalniho maxima v nekone¢né mnoha
bodech, avSak lokalnitho minima ani v jednom bodé.
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X. NAJDETE VSECHNA RESEN{ DIFERENCNICH ROVNIC (S POCATECNIMI PODMINKAMI)
l.y(n+2)+4y(n+1)+4y(n) =0 2. y(n+2)—3y(n+1)+2y(n)=0
8.y(n+2)—6y(n+1)+13y(n) =0,y(1) =0 4. y(n+2)—2y(n+1)—3y(n) =0, y(1) =2,
y(2)=1 5.yn+2)—y(n+1)—yn)=0,y(1)=y(2)=1 6.y(n+4)+6y(n+2)+9y(n)=0
7.y(n+2)—2y(n+1)+2y(n) =cosn  8.y(n+3)—yn+2)—2y(n+1)+2y(n) =n-+2"
9. y(n+2)+3y(n+1)+2y(n) =sinn+sin2n  10. 8y(n+3) + y(n) =3n+1/2"

11. y(n + 2) — 3y(n + 1) + 2y(n) = n?, y(1) = 3, y(2) = 2. 12. y(n + 2) — y(n) = 17,
y(1) =y(2) =0.



