I. NEROVNOSTI, INDUKCE — OPAKOVANT

T —2 r+2 _ 2z+3
> 1 log1(z?>—32+3)>0 .
8§~ 0g3(@"—3w+3) 20, t+3° z+6

x p—
2. Nakreslete graf funkce: f(z) = ||||z| — 1| — 1| — 1].
3. Dokazte nasledujici formulky:

1. Reste nasledujici nerovnosti v R:

n

YR =(1+2+43+--+n)
k=1

n(n+1)(2n+1)
6 9

n
14+z)">1+nz, z>-1, Zk2:
k=1

4. Vyjadiete cos 5z (resp. sin bz) pouze pomoci funkei cosz a sin z.

5. Dokazte pro a, b € R: |a + b| < |a| + |b], lla] —[b]| < |a — b].

6. Pro vSechna n € N, n # 3 plati n2 < 2" . Dokaite!

7. ReSte rovnice: sin2z =sinz, 2sinz+cosz=1, log(z?+1)=2log(3 — x).

II. LOGIKA A SUPREMA
1. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyrokii a napiste jejich negace.

(1) VeeNIFyeNVzeN(z >z =y <2)
(2) VaeRIe>0da e RVz eR(z € (a,a+¢) & |z —a|l <1)
(3) JaeRVe>0VaeRITeR(zx € (a,a+e) & |z —a|<1)

2. Hadanky z ostrova poctivci a padouchii:

(i) Jdete kolem tFi obyvatel ostrova a zeptate se:,Kolik je mezi vami poctivei?* A odpovi
nezietelné a tak se zeptate obyvatele B: ,,Co Tikal A?“ B odpovi: ,,A Fikal,Ze mezi nami je
jediny poctivec.“ Nato fekne C: ,Nevéite B, ten 1ze!“ Co jsou B a C?

(ii) Dejme tomu, Ze A Fekne: ,Bud ja jsem padouch nebo B je poctivec.* Co jsou A a B?

(iii) Dejme tomu, Ze A Fekne: ,J4 jsem padouch, ale B ne.“ Co jsou A a B?
(iv) A Fekne: ,B a C maji stejnou povahu.“ Nato se nékdo zeptd C: ,Maji A a B stejnou
povahu?“ Co C odpovi?

3. Naleznéte suprema a infima nésledujicich mnoZin (pokud existuji):
(i) A={p/(p+q); p€N, geN},
(ii) B ={sinz; z € (0,2m)},
(iii) C ={n?—m? neN, m e N},
(iv) D={2""+3""; n e N},
(v) E= {53 ez, keZ}.

*4. Sedététe: sinz + --- + sinnz.

, I11. SPO?TETE NASLEDUJfC5f LIMITY POSLOUPNOSTI
: 2n“4n—3 : 2n°46n : 2n°43n—2 : -
1. nh_l)rglo L= 2. nlgrc}o P o R B nlgrolo e 4 nh_l)rglo (Vn+ Vvn)
n 5 .

. 3 _ 3 : _ n _ 1
5. n]i)rgo (\/n—|- 1 \/ﬁ) 6. nli)l’glo( 1) \/7_1(\/77/+ \/ﬁ) 7. nh—)oo n8+n! 00

2 2 2 3 3 3
 lim (M_ﬂ) 10. Lim LU+2%t-4n® 7. im P42+40® 19 lim o >
9 n—00 n+2 2 0 n—00 n? n—00 n nes00 \/(_7'7 (CL = 0)

n

13. lim ¢/n 14. lim ) ol 150 lim 2o 16 lim 27

n—oo n—o0 k=1 n—oo 2n n—oo
VVYSLEDKY A NAvoDY. 1.0 2.2 3.2 4.0 5.0 6.Nem4limitu. 7.0 8.
10. ¢ 11. 3 12.1proa>0,0proa=0 13.1 14.1 15.0 16.0
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©
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1V. SPOCGTETE LIMITY POSLOUPNOST{

> [ka]
1. lim /A" + B"+C", (A,B,C>0) 2. lim *=:,— z€R 3. lim /n!
n—oo n—00 n—00
im 3 L i Y/l i (i)
LB s v S Bt & e
7. lim an, kde a; = V2, Gnt+1 =V2+a, 8. hm an, kde a; = V2, Gnt1 = V2 —an
9. Pro ktera z € R existuje lim sinnz 7 Totéz pro hm COSNT.

n—o0

VYSLEDKY A NAvoDY. 1. max(4,B,C) 2.1 3. +oo 4.1 5.2 6.0 7.2 (dokaite,

Ze ay je rostouci a omezend, a tedy ma limitu, a pak, Ze limita musi byt 2) 8. 1 (dokazte, ze

posloupnost lichych i posloupnost sudych ¢leni jsou monoténni a omezené, a ze obé musi mit limitu

1) 9. lim sinnz = 0, x = km, jinak limita neexistuje, lim cosnz = 1, x = 2k, jinak limita
n—o0 n—o0

neexistuje. (Pouzijte, Ze hm (sm(n + 2)z — sinnx) = 0, existuje-li limita lim sinnx.)
n—oo

V. VYSETRETE KONVERGENCI NASLEDUJICICH RAD:

e8] 5 [e) 5 [e3) 5 [es) e8] k12
LY (CDMEEE 2 N (CDMEEEE 8 3 ()RR 4 E w5 k; (o
0 k [es) o]
2k+100 _(=D* (=D
¢ kz_:1( bt (ﬁ) T kz_:lslnk 8- Z 2k+(-1)F 9 Z k+(=1)F z_: veR
2 VER2ZVEZ2 e R 12, 3 11% sER 13. % g—k, reR 14. Zsin(m/k2+1)
k=1 k=0 k=1

VYSLEDKY A NAVODY. 1. Diverguje. 2. Konverguje neabsolutné. 3. Konverguje absolutné.
4. Konverguje absolutné. 5. Konverguje absolutné. 6. Konverguje absolutné. 7. Diverguje.
8. Konverguje neabsolutné. 9. Konverguje neabsolutné. 10. Pro 0 < z < % konverguje ab-
solutng, jinak diverguje (pro z < 0 nem4 smysl). 11. Pro @ > 1 konverguje absolutng, jinak
diverguje. 12. Konverguje absolutné pro x # =1, diverguje pro z = +1. 13. Konverguje
absolutné pro |z| < 1, jinak diverguje. 14. Konverguje neabsolutné.

VI. VYSETRETE KONVERGENCI NASLEDUJICICH RAD

k=1 k=1 k=1 k=1
o n X (—1)kt1igk X gk k, 2k+1 o0 —cos(k
5. S Kanp€R 63 CUEEmSiE 85 CRE o, k;cos(kﬂ—? e

VYSLEDKY A NAvODY. 1. Konverguje absolutné. 2. Konverguje absolutné. 3. Konverguje
(neabsolutné). 4. Konverguje. 5. Konverguje absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1.
6. Konverguje absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1, pro z = 1 konverguje neabsolutné, pro
x = —1 diverguje. 7. Konverguje absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1. 8. Konverguje
absolutné pro |z| < 1, diverguje pro |z| > 1, konverguje neabsolutné pro |z| = 1. 9. Diverguje.
VII. SPOCTETE LIMITY NEBO DOKAZTE, ZE NEEXISTUJI
1. lim (142)(1+22)(1+3z)—1 2
x—0 z

us

: 2_ . . sin(z—Z
. lim 7””2_85””'165 3. lim =<9z 4. lim %2 5. lim %
z—3 T —8r+ z—0 T z—0 % P cos T

6. lim sin 5z —sin 3z 7. lim smgx 8. lim }—}-smw cos T 9. lim 22sm xﬁésma: 11
250 sin x z—0 SIn Pz Z—0 SIn £T—COS T m—)” sin? ¢ sin z+

10. lim YE2=VI=Z 17, ljm YEE2=Vet20 g9 Jyy Gdma)'—(dna)™ o, ) o N)

) z—0 3\/ 1+az— V3 1-— ) T—7 Va+9—2 : z—0 z?
13. lim w, (neN) 14. lim Y=l 95, iy YFer= VIR () € N, q,b € R)
z—1 z z—0 T z—0 ,
16. lim 22—, (mneN) 17. lim([a:] —x) 18. lim - (2] 19, lim e

20. lim Y5z Vcosz o9 hm 71%(603(”)

0 sin? g o log(cos Bz)



VYSLEDKY A NAvOoDY. 1.6 2. —
-1 9.-3 10.3 11. 32 12. Zmn(n—m) 13.3In(n+1) 14.
™ 17. Limita neexistuje (zleva 1, zprava 0). 18.1 19.% 20.-% 21.%
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TEST ¢isLo 1

3 2 7 _ 3 2
1. Spottdte limity  lim Lt = VnZtn (25 bodii)
n—oo \/n2 +6n — vVn?2+n

Reseni. Vyraz, jehoZ limitu po&itame, si upravime:

YT - Yn? i YnZin— YnZin (\?’/m)2+\?7n2+7n-\3/n2+n+(\3/n2+n)2
\3/”2+6”—\3/”2+”=‘0’/”2+6”_‘3/"2+”'({”/m)2+x3/n2+7n-i”/n2+n+(x3/n2+n)2
(m)2+\?7n2+6n-\3/n2+n+(€’/n2+n)2
. ({”/m)2+ VnZ+6n- Vn2+n+ (\?’/n2+n)2
i@y (VeTEeR) Ve on Vet a+ (Ve an)
e () (eri) y YaTrme YT g+ (VaT )

o 7 (D) + 8+ (1 9))
" (T )

s ($1+ O i i i (W)
P (Ve ) + 1+ I+t R+t )27
coZ ma zrejmé limitu g
2. Spo&téte limitu lim /27 .+ 3n - n7. (25 bodi)
n—00

ReSeni. Viimnéme si, Ze plati nerovnosti

Y3n.n7 < 7\72"-n—l—3"-n7§ V9 .3n .07,

Pfitom leva strana se rovnd 3V/n”, coz mé limitu 3, nebot lim {/n =1, a tedy i lim Vn’ =
n—oo

n—00

. 7 . . S e o -
lim ({/n)" = 1. Pravé strana se rovnd 3 - /2 - ¥/n7, coZ m4 rovné limitu 3 (pouZijme navic, 7e
n—o0

lim /2 =1). A tedy, dle véty o dvou policajtech, m4 i posloupnost ze zadani limitu 3.

n—oo
(ee)

3. Zjistéte, zda konverguje Fada Z( )% ——
k=1

klOO
k (25 bodii)

Reseni. Pouzijme Cauchyho odmocninové kritérium:

lim
k—oo

a tedy nasSe rada konverguje dokonce absolutné.



= VE2+k—k
4. Zjistéte, zda konverguje Fada Z i . (25 bodu)
K2R3 — VR k
Reseni. Upravme si k-ty ¢len fady:
VEZ+k—k VEZ+k—k VE2+k+k VEE 2R3+ VE K
Qp = = . .
VEF12B3 —VE +k VER 2R3 —VET -k VEZ+E+k VET 2R3+ VET + K
2 1
R+ E-k VETRBR+VE+ Rk _kz(\/1+z+\/1+k—s)
k4 4+ 2k3 — (k44 k) VE2+k+k 2k3 — k k( 1+%+1)
EooIHERIeE 1 1 lHEe 1+
= - 1 ° .
2k —1 1+141 k2% 1+141

Odtud vidime, Ze vSechny ¢leny fady jsou kladné, a navic

) 1
lim =—->0,
k—o0 2

S
?‘I'—‘|k.

(ee)
a tedy, podle srovnavaciho kritéria, fada diverguje (protoZze ) % diverguje).
k=1

VIII. SPOCTETE NASLEDUJICI LIMITY:
. 1 . 2 @? . 247 @’ . cotg® x
1. lim 26982 2. lim (””"' ) 3. lim (””2"' ) 4. lim (1 +x2)
T z2—2 z—0

z—0 z—o0 \ 2o+1 T—00

1

" 3
5. lim (—g—H't z ) sin?e 6. lim log(o” —a+1) 7. lin%x- |cos %‘ 8. lim —log((1+ﬁ+ V)
_)

z—0 l+sinz T 5500 W z 00 log( 1+ Jz+ {4/5)
9. lim te rt82z 10. limm Sirz—cosz 11. lim Sipz—cosz 12. lim ( 1Fz-27)*®
0 g . b=t ( _£)2 . =t ( _—1)3 . ]_+$3m
T =y T3 z—Z (27 z—0

13. lim log(1+27)-log (14 2) 14. lim S26RERD) ok 15 Jim (cosv/& + 1 — cos vV — 1),
z—+00 z T—0o0

—0 cos( 5 COST

16. lim tg2z-tg (% — a:) 17. Najdéte a,b € R, aby platilo lim (\/332 —zrz+1—azr— b) =0.
w—)% T——00

VYSLEDKY A NAvopy. 1. -1 2.0 3.¢> 4.e¢ 5.¢ 6.1 7.3 80 9.3 10.1
11. limita neexistuje. 12. 400 13. % 14. 3log2 15. 0 pro k > 1, % pro k =1, +00 pro
k < 1 liché, neexistuje pro k < 1 sudé. 16. 0 17. % 18. a =-1,b= %
IX. SPOCTETE LIMITY
1. ljm 2resinz . arcsin . arccos sin®(7-2°) : arccosh—zj
° wl_I)% T 2 h_r)% sin(sin z) 3 wl_l)I{l_ (1—z)> 4. ;I_)Hi log cos(m-4%) S. wl_lf(I)l_i_ sin x
6. lim (Cosn)=Yltsin®s oy o ML YETE gy (oo - 1)%—3)2
z—0 z z—1 log® = z—0+
VYSLEDKY A NAvoDY. 1.1 2.1 3.0proa< %, V2 pro o = %, 400 pro o > % 4. —%

5.2 6.1 7.1+%ﬁ 8. 1proa<2,0proa>2

) X. VYSETRETE SPOJITOST A NAJDETE DERIVACI FUNKCI
1.2 2. (3)® 3. (sinz)™" 4. arcsin(sinz), 5. logarccosz

6. rarcsin /75 +arctg /T —/z 7. arctge” — log % 8. arctg vVz2 — logw
1

9. (arctgz)* ™ 10. f(z) = e® I
2z’ a,(a>0), )hm(ac-l-e)

1
x

11. Spoctéte limity a) hm

r—



TEST CiSLO 2
10g (\/w+1—\/:1:—1>

1. Spoctste limitu lim Vet2—ve ]
z—+oo \/x +1—+/z—1

(40 bodu)

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze

. Vr+l—-yx -1 . (z+1)=(z-1) Vr+2+=z
lim = lim .
stoo T +2—+F et (2+2) -z Ve+1+ve—1

1+ 241
= lim =1.
w_)_'_oo\/l-i-%-i—\/l—%
vVet+l—v/x—1

Dale si vSimnéme, Ze vyraz Y aTios ha néjakém okoli +o00 nenabyva hodnoty 1. Kdyby totiz
vV +1—+/z —1=+/x + 2—/z, pak po umocnéni dostaneme 2z —2v/z2 — 1 = 2x+2—2v/z2 + 2z,
tedy vz2 + 2z = V22 — 1 + 1. Znovu umocnime a dostaneme z2? + 2z = 22 — 1 + 2v/22 — 1+ 1,
¢ili z = V22 — 1, tedy 22 = 22 — 1, coZ nenastane dokonce nikdy.

o\ v v e elw v P > . 1
Proto muZzeme pouzit vétu o limité slozené funkce spolu se vzoreckem hrr% % = 1, a z toho
y—r

dostaneme

wBI-Poo vz+l—vz—1 1 ?
z+2—+/T
a tedy ndm staci vypocitat limitu
vzt+l—yxz—1 1
VzT+2—/z

lim .
g—+oo \/xr +1—/x—1

K tomuto tcelu si provedeme nékolik tprav.

VEFT—y/z—1 Vs O ,
Vers L ey ! .\/a:—i-l—l—\/:v—l:m—(\/x—l—l—l—\/x—l)

2 VE+2+Vz
_ Vri2—/z ) Vat2+v/z (\/-'17 +1+ \/.Cl? — 1)

2
VI+2+yz— (WVr+1+z—1)
2

(Ve +2-vVa+1)+(z—Va-1).

DN | =

Nyni si vzpomenime, 7Ze lim (vz+1—+/z)= lim

B U e i :
pHm /= wny 0, a tedy i naSe limita vyjde 0.



2. VySetiete spojitost a najdéte derivaci (véetné jednostranné spojitosti a jednostrannych derivaci)
funkce f(@)=|z® — 1| + [z]. (30 bodu)

Reseni. Pisme f(z) = g(z)+h(z), kde g(z) = ‘a:z - 1| a h(z) = [z]. Funkce g je spojita na celém R
(ze spojitosti zékladnich funkci a z véty o spojitosti a operacich a véty o spojitosti sloZené funkce).
Funkce h je rovna k na intervalu [k, k + 1), kde k € Z, a tedy je spojitd v kazdém bodé z € R\ Z.
Pokud z € Z, pak h je v bodé x spojita zprava, ale ne zleva. (Je-li z € Z, je yl_lgl_'_[y] =z =[z]a

Tim [y] =2~ 1 £ [2])

Tedy z véty o spojitosti souctu (a rozdilu) dostavame, ze f je spojitd v z pro kazdé z € R\ Z, a v
kazdém x € Z je spojitd zprava a nikoli zleva.

Nyni se vénujme derivaci. Nejprve zderivujme g. Protoze ziejmé (|z|)’ = sgn z kdykoli  # 0, mame
z véty o derivaci slozené funkce ¢g'(z) = sgn(z? — 1) - 2z, pokud = # +1. V bodech +1 existuji
jednostranné derivace, které lze spocitat jako limity g’, protoZe g je spojita. Tedy

9% (1) = lim g¢'(z) =2, 9-(1) = lim ¢'(z) = -2
x—1+ r—1—
94 (1) = lim g'(z) =-2, g_(-1)= lim g'(z) =2
z——1+ T——1-

Daéle zderivujme h. Pokud z € R\ Z, pak h je na okoli z konstantni, a tedy h'(z) = 0. Pokud z € Z,
pak h! (z) = 0, protoZe h je spojitd v = zprava, a tak b/, (z) = $1_1)1£1+ h'(z) = 0. V bodé z zleva

funkce h neni spojité, a proto nem4 vlastni derivaci. Z definice derivace lze zjistit, Ze h’ (z) = +oo.
Nyni pouzijme vétu o derivaci souc¢tu a shriime vysledky:

f'(z) =sgn(z?—-1)-2z zeR\Z
fi(z)=sgn(z®—1)-2¢ =zeZ\{-1,1}
Fi(1) =2
fi(=1) ==2
fl(z) =400 r€Z
3. VysSetiete spojitost a najdéte derivaci funkce f(x) = sin(cos(sin(cos x))) (30 bodu)

Reseni. Funkce sin a cos jsou definované a spojité na celém R, a tak podle véty o spojitosti slozené
funkce je i f spojitd na R. Navic sin a cos maji v kazdém bodé vlastni derivaci, a tak podle véty
o derivaci slozené funkce plati

J'(z) = cos(cos(sin(cos z))) - (— sin(sin(cos x))) - cos(cos z) - (— sin x)

= cos(cos(sin(cos z))) - sin(sin(cos z)) - cos(cos x) - sin z.

XI. PRIKLADY NA PRUBEH FUNKCI

fle) =i 2. fx)=2vV1-2% 8. f(x)=Ve*-22-2+1 4 f(m)zx%ﬁ—%
f(.??): V2 — Y22 +1 6. f(:E): i:i? 7. f($)=(.’13+1)% +($—1)% 8. f(ZE): |w-|\-/15|
f(z)

(x)=1—-z+ ;_”F—Sm 10. f(z) =sinz +cos?’x 11. f(r) = |sinz| + cos 2z

12. f(z) = exp(—2%2 +3x—7) 13. f(x) = arcsin(cos? x)




VYSLEDKY A NAVODY.
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