I. ZJISTETE, zZDA (X, p) JE METRICKY PROSTOR, POKUD

1 =z
1. X je libovolnd mnozina, p(z,y) = { 0 7 Y. a2 x= R™, p(z,y) = Z |z — yk|P, kde
rT=1y —
€ (0,1). 3.X =R p((x1,22), (41, 92)) = (o1 — 1P + |22 — y2[P) 7, kdep € (0,1).
4. X je prostor omezenych spojitych funkci na intervalu I C R (tj. X = GC(1)),

p(f,g) =sup|f(z) — f(y)|- Kdy muzeme napsat max misto sup ?
xzel

5. X =C[0,1], a flf — g(z)|dz; b) p lff(ﬁC (z)dz].

6. X = {(zn) | limz, = 0}, p(x, y) = max |y — yn| (a dokazte ze maximum existuje).
n

7. Necht (X, p) je metricky prostor a f : X — X zobrazeni. Definujme o(z,y) = p(f(z), f(y))-
Dokazte, ze (X, o) je metricky prostor.
8. Necht (X, p) je metricky prostor, f : [0,00) — [0, 00) je funkce a o(z,y) = f(p(x,y)). Za jakych
podminek na f je o metrika na X? Co kdyz f(z) = f; (nebo f(z) = min(1,2)) ?
9. Rekneme, 7e p je pseudometrika na X, pokud pro kazdé z,y,z € X plati

plz,z) =0, p(z,y) = p(y, z), p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).
Necht na mnoziné X méme posloupnost pseudometrik p,,, n € N. Polozme

) p(@.9) = sup pu (1) b) plry) = sup £

) pley) = sup LS d) plry) = X SRS

Je p pseudometrika? Kdy je to metr1ka7
VYSLEDKY A NAVODY. 1. ano 2. ano 3.mne 4.ano 5.a)anob)ne 6.ano 7.
Plati pro f prosté. 8. Napt. f(0) = 0, f nerostouci, f(z +y) < f(z) + f(y). 9. a) Je to
pseudometrika, je-li to sup definované. b)c)d) Vzdy je to pseudometrika. Metrika to je, pravé
kdyz pro kazdé = # y existuje n takové, ze p,(z,y) # 0.

I1. JESTE K METRICKYM PROSTORUM
1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené, zjistéte jejich vnitiek, uzavér,
vnéjSek, hranici.

a) A={(z,y) eR® |z >0,y <0}; b) B={(z,y) € R? | 22 4 y% + 2zy = 5};
¢) C={(z,9,2) ER® |2>0,y>0,x+y=2,2<0}; d) D={feC0,1]]|f(}) =2}
e) E={fecC0,1]] f(3) € (0,2)}; f) F={fecCl0,1]] {f(w)dw=0}

1
2. Definujme N : C[0,1] — R pfedpisem N(f) = [ f(z)dz. Je N spojité zobrazeni?
0

3. Dokazte, Ze na kazdé mnoziné existuje nejsilnéjsi metrika. Popiste ji. Existuje na R nejslabsi
metrika?

4. Naleznéte v R? metriku, kterd neni ekvivalentni s euklidovskou ani s diskrétni metrikou.

5. Plati rovnosti Us(a) = {x | p(a,z) < 6} a int{z | p(a,z) < §} = Us(a) pro kazdé § > 0 a)
v kazdém metrickém prostoru b) v normovaném linedrnim prostoru ?

6. Plati nasledujici rovnosti?

(i) M1 UMy = My UM,; (i) MyN My = My N My; (iii) int My Uint My = int(M; U Ms);

(iv) int Mq Nint My = int(M; N Ms); (v) (M') = M’;

(ViiMCRseR s=supM =sec M(s€M',s € OM).

7. Necht (X, p) a (Y, 0) jsou metrické prostory. Najdéte metriku na X xY takovou, ze konvergence
v ni je konvergenci ,,po soufadnicich®. Totéz pro posloupnost metrickych prostoru (X, p,) a soucin
[T Xa.

neN

8. Co lze Fici o konvergenci v metrikich z piikladu 1/9.7



VYSLEDKY A NAVODY. 1. 2. Vyuzijte linearitu a monotonii Newtonova integrélu. 3.
Diskrétni metrika je nejsilngjsi. Nejslabsi metrika neexistuje — uvazujme pi(z,y) = |z — y| a
p2(z,y) = |f(z) — f(y)|, kde f je zobrazeni, pfehazujici dva body (napt. 0 a 1). Pak neexistuje
metrika slabsi nez obé tyto. 4. Napf. opét pifehozeni dvou bodu. Nebo p((z,y), (z',y')) =
|z — 2’| + pa(y,y"), kde pq je diskrétni metrika. 5. V metrickém prostoru platit nemusi (napf.
diskrétni prostor a § = 1), ale v NLP plati. 6. Plati: (i), (iv), (vi) — pfipad M a OM. Neplati:
(ii), (iii), (v), (vi) — pfipad M’. 7. Napf. d((z,y), (z'y")) = p(z,2’') + o(y,y’). Pro nekonecné
mnoho prostorti napf. d((z,), (Yn)) = . 5= min(py (Tn, yn), 1).

ITI. ZJISTETE, ZDA EXISTUJI LIMITY, A EXISTUJI-LI, SPOCTETE JE

1. lim _ 24y 2. lim Vaty?+1-1 3. lim sin(z® +9%) 4. lim M
20 \/z2+y2+1-1 z—0  *>+Y? z—0 TFY? z—0 (#2+y?)z?y?
y—0 y—0 y—0 y—0
__21_2‘ 1 2 2
5. lim &~ 6. lim (1 + 2292)=%% 7. lim 2% - 8. lim (z sin Lgin L
z—0 =+y? x—)O( Ty ) z—0 #2y+(z—y)? ac—)O( + y) z Y
y—0 y—0 y—0 y—0
. 1 . 2 2
9. lim *22¥  10. lim (2® +y?)* ¥
z—0 T z—0
y—3 y—0
LZE NASLEDUJICI FUNKCE SPOJITE ROZSIRIT NA CELOU ROVINU ?
11, —=ty 192, 2y __ 13, —zv® 14. smwy

Vot

IV. METRICKE PROSTORY — POKRACOVAN{
1. Mé&jme na mnoziné X dvé metriky p a o, které urcuji stejny pojem hranice mnoziny. Musi byt
ekvivalentni?
. Naleznéte spocetnou nekompaktni mnozinu v C[0, 1]. Muzete ji volit uzavienou a omezenou?
Je prostor (0, 1) uplny? Existuje na ném ekvivalentni metrika, ve které je tplny?
Existuje na [0, 1] ekvivalentni metrika, v niZ tento prostor neni omezeny?
Existuje na R ekvivalentni metrika, ve které neni iplny? A co na [—1,1]?
Existuje na R ekvivalentni metrika, ve které je tplny a omezeny? Muzeme pozadovat totalni
omezenost?
7. Dokaite, e ndsledujici mnozina je kompaktni, M = {(z,)12] € lo; |zn| < 1}
8. Ukazte, ze prostor £5 je separabilni a jeho jednotkova koule neni totalné omezena.
9. Dokazte, zZe sjednoceni kone¢né mnoha #idkych mnozin je fidk4 mnozina.

XSRS

V. METRICKE PROSTORY POCTVRTE
1. Dokazte, ze R s obvyklou metrikou je separabilni. Je kazd4 podmnozina R separabilni?
2. Dokazte, Ze soucin kone¢né mnoha separabilnich prostoru je separabilni. Jak je to pro spocetné
mnoho (napf. RY s metrikou p(z,y) = > 75 min(|zx — yi/,1))?
3. Dokazte, ze C[0, 1] je separabilni.
4. Necht p je euklidovsks metrika na R?, o takova metrika na R?, Ze existuji ¢, C > 0, Ze pro kazdé

7,y € R? plati cp(z,y) < o(z,y) < Cp(x,y), a a € R? je libovolné. Lze funkee f(z) = 224

9(z) = (o(z,a))"™® spojits roziiiit na celou rovinu?



V1. ZKOUMEJTE EXISTENCI A HODNOTU PARCIALN{CH DERIVACI A DIFERENCIALU
(EV. SPOJITE DODEFINOVANE, LZE-LI TO UDELAT) FUNKCE f(z,y) =

1. /22 +y? 2. {/z+y? 3. arctg {= m+y 4. /2 +y-In(z®>+y?) 5.z |y 6. YTy

-1 2
- - _l’_
7. V23 +y3 8. (a2 +y2) sin 2+ s 9. ew2+y2+wy 10. Ll st yw(lﬂy luD)
11. Necht f(z,y) = zy5S—L 2+y2, £(0,0) = 0. Spoctéte 2 Babe (0 0) a Byaw £ (0,0).
SPOCTETE PRIBLIZNE TAK, ZE NAHRADITE
PRIRUSTEK VHODNE FUNKCE JEJfM DIFERENCIALEM

12, L0’ 13. v1.023 +1.973  14. 0.97%%  15. 1.04%2°2  16. 1.002 - 2.0032 - 3.0043
0.98v/1.053

17. In(¢/1.03 4+ /0.98 — 1)

VII. FUNKCE VICE PROMENNYCH — DERIVACE, SLOZENE FUNKCE

1. Spoctéte df((1,1,1),v), kde v = (1—\};) a f(z,y,z) =x¥ + y=.

2. Necht f(s,t) je kladna funkce tiidy C! na R?. Vyjddiete parcidlni derivace 1. fddu funkce g
pomoci hodnot a derivaci funkce f, pokud je (a) g(z,y) = f(z,y)T @Y, b) g(z,y) = f(z,y)f @),
3. Nechf f m4§ diferencidl v bodé (1,1) a necht f(1,1) = fi(1,1) = 1, f4(1,1) = 2. Polozme
g(t,u) = f(f(u,t), f(t,u)). Spoctéte 29(1,1).

4. Necht f(r,p) = g(rcose,rsingp), funkce g ma diferencidl v bodé (1,1), %(ﬂ,%) = 0,

8 (v2,%) = 4. Spottéte g} (1,1), gh(1,1).

5. Pievedte do poldrnich soutadnic rovnici a) z - 6 + Y- % =0, b) g— + 3272‘ =0.

*6. Prevedte do sférickych soufadnic rovnici a Y + v 4 gzg =0.
7. Transformujte do poldrnich soufadnic rovnici % = ifz (t.j. napiSte odpovidajici rovnici pro
r=r(p)).

8. Spotitejte smérové derivace normy ve vech bodech prostoru a) cy, *b) C[0,1], ¢) £2, a charak-
terizujte body, v nichz mé norma diferencidl (resp. Gateauxovu derivaci).
9. Necht X je normovany linedrni prostor. Co Ize fici o derivaci normy v bodé 07 A co pro funkci

f(x) = ll)*?

TEST CiSLO II/1 — PRVNI VERZE

eyl 104l tento vy 1
1. Necht f(z,y) = { aipy? AT ICIRO WYTAZSIYSL - de a € R je parametr.

0 (z,y) = (0,0),
a) Urcete, pro kterd « je f spojitd v bodé (0, 0). (8 bodu)
b) Spoctéte %(0, 0) a 3—5(0, 0) pro v8echna «, pro néz tyto derivace existuji. (6 bodu)
c¢) Urcete, pro kterd a ma f v bodé (0, 0) diferencial. (8 bodu)

Reseni. Oznaéme 3 = 1+ a. Pokud 8 > 0, je f definovdna na celé roving, pokud 3 < 0, neni
definovana na osach (s vyjimkou poc¢atku, kde je dodefinovana dle zadéni).

a) Aby f byla spojitd v (0,0), musi byt definovdna na néjakém okoli (0,0), tedy nutné 8 > 0. Pak,
protoze vime, ze |zy| < 1(z? + y?), plati

2+ 2 IB _
wp () @)
< = ,
$2+y2 — x2+y2 Qﬂ

flz,y) =

coz m3 ziejmé limitu 0, pokud B > 1.



V piipadé, ze 8 < 1, spoc¢téme limitu po pifimce y = z, tedy

|$‘2ﬂ ‘x|2(ﬁ—1)

f($7$)_ 2.7]'2 - 9 ’

coZ pro z — 0 ma limitu %, pokud 8 =1 a 400, pokud 8 < 1. Odtud plyne, ze f je spojitd v (0, 0),
pravé kdyz 8 > 1 (tj. a > 0).

b) ProtoZe pro 8 < 0 neni f definovdna na oséch (s vyjimkou (0, 0)), nemd smysl pro tato § mluvit
o parcidlnich derivacich v po¢atku. Pokud =0, je f(z,0) = m%, coz nem4d derivaci v 0 (nebof to
tam, jakozto funkce jedné proménné, ma nekoneénou limitu). Podobné pro f(0,y). Pokud 5 > 0,
pak f(z,0) = f(0,y) = 0 pro vSechna z,y, a tedy zFejmé parcidlni derivace jsou nulové.

Shrnuti: Pro 8> 0 je %(0, 0) = 2—5(0, 0) =0, pro 8 < 0 zaddnd z derivaci neexistuje.

c) M4-li f diferencidl, musi mit parcidlni derivace, tedy 8 > 0, a podle &asti b) je diferencidl nulovy.
Ptitom nulové zobrazeni je diferencidlem, plati-li rovnost

I;vyl"2
lim —2*_ —.
z20 /42 y2
y—0
Stejné jako v a) dokazeme, Ze
8 _3
:v|2$_3i1_|y2 (m2 + yz)ﬁ ’

<
/12 +y2 28 ’
3 . x o ST IR T . 3 qe . o . .
a tedy pro 8 > 3 skutecné je pfislusna limita nulova a pro 8 < 3 limita pro y = z nulovd nevyjde.
Shrnuti: f ma diferencidl v (0,0), pravé kdyz 8 > %

2. Necht diferencovatelné funkce 7(x,y) a ¢(x,y) splituji rovnice z = e"cosp, y = e’"sin .
Vyjadrete g—; a % pomoci hodnot funkci r a ¢. (14 bodu)

ResSeni. Obé rovnice zderivujme podle x a dostaneme:

lzeT-g—;-cosq’)—eTsinqS-%
0:767T@-sin¢+e7rcosgb-%,
ox ox
neboli

. Or : 0¢

e = cos ¢ — sin ¢ 9

L or 19J0)

0_73_:1: sin ¢ + cos ¢ e

Pokud prvni rovnici vynasobime cos ¢, druhou sin ¢ a sec¢teme, dostaneme

or

e (cos? ¢ + 7sin? ),

e "cosp =

tedy

dr e "cos¢

Or 1+6sin’¢
Pokud od 7 sin ¢-nasobku prvni rovnice odec¢teme cos ¢-nasobek druhé rovnice, dostaneme analog-
icky jako vyse

dp  —Te "sing

0x  1+6sin’¢’



3. Pievedte do polirnich soufadnic rovnici z2% S + y2u 6y =0. (14 bodu)

Reseni. Ptevedeni do poldrnich soufadnic znamens zavedeni nové funkce v, kterd spliiuje v(r, ¢) =
u(r cos ¢, 7 sin ¢). Pak pro parcidlni derivace plati vztah:

Jv  Ou ou

= 92 -cosq§+8—y-31n¢

ov Ou . ou

96 o1 (—rsing¢) + 8—y-rcos¢,
neboli

Jv  Ou ou .

9~ 9z -cosqﬁ—l—a—y-smgb

1 0v

ou ou
r o6~ ox -sin ¢ + a—y-cosqﬁ.

Vyjédiime-li z téchto dvou rovnic 2% a 2% dostaneme
oz EDE

ou  Ov p 1ov p
— = —-Ccos¢p— ———-sing, a
ox or r O ’
0 0 10
a—z = 8—: -sin ¢ + —8—2 cOS ¢.
Dosazenim spocitame
0 0 0 1 0v ov 1 0v 0
xa—z —|—y8—Z = rcos¢ (a—: cos ¢ — _8_¢ smq’)) +rsing (8_ sin ¢ 4 _8_¢ cosgb) 8_:
Tedy naSe rovnice v polarnich soufadnicich mé tvar rg” = 0, neboli 8—;’ = 0 (protoze r > 0).
TEST CisLo II/1 — DRUHA VERZE
2" " m4-li tento vy 1
1. Necht  f(z,y) = { a?py? AT OO WTAZ SIS, 1 de a € R je parametr.
0 (z,y) = (0,0),
a) Urcete, pro kterd « je f spojitd v bodé (0, 0). (8 bodu)
b) Spoctéte 3 of -(0,0) a af , (0,0) pro vSechna «, pro néz tyto derivace existuji. (6 bodu)
c¢) Urcete, pro ktera et ma f v bodé (0,0) diferencial. (8 bodt)

Reseni. Polozme f =1 — « a pokracujme jako v prvni verzi.



2. Necht diferencovatelné funkce 7(x,y) a ¢(x,y) splituji rovnice z = e"cosp, y = €'"sin ¢.

Vyjadiete 3 @ a a¢ pomoci hodnot funkci r a ¢. (14 bodu)

Reseni. Stejné jako v prvni verzi, jen se derivuje podle y.

0=e"- g—; -cos¢p — e sing - g—j
0 0
1 =70 sing + e’ cos ¢ - —¢,
oy oy
neboli
0 0
0 :8_; - COsS ¢ —sin ¢ - 8—3
—7r :72—; -sin ¢ + cos ¢ - ?,
tedy
@ . e~ cos ¢
0y 1+ 6sin? 10)
% . —7e7 " sin ¢
Oy 1+6sin’¢
3. Pfevedte do poldrnich soufadnic rovnici :L'au y2u 52 = 0. (14 bodu)

Reseni. Stejné jako v prvni verzi vyjadiime 8—” a 2% 3 dosadime
ox EM

ou ou ov 1 0w . ov 1 ov ov
xa—y—y%—rcosqb(a smqﬁ—i——% cosqb)—rsmgb(ar cos¢——a—¢ qb)—%,

tedy nage rovnice méa v polarnich soufadnicich tvar 22 = 0.
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VIII. V NAsLEDUJ{ciCH ULOHACH ZJISTETE sup A inf FUNKCE NA MNOZINE M A VYSETRETE,
ZDA TECHTO HODNOT FUNCE NA M NABYVA.

,2)=(@+y)° + (@ —y) + M =[-1;1] x [-1;1] x [-1;1];

Y=2+%0a>0b>0M={(z,y);2%+y* < 1};

z,Y, 2 )—a: +y?+22+204+4y—62;M =R, 4. f(z,y) = (2® +y?) e_(:”2+y2);M:]R2;

W) =22—ay+y?, M={(z,y) R |z + |y < 1}

Sew b=

T
xr
y)=(z+y)e ;M = {(z,y);2 >0,y > 0}
NALEZNETE LOKALNI EXTREMY NASLEDUJICICH FUNKCI A% UVEDENYCH OBLASTECH:
T
X,

f(

f (=,

f(

f(

f (=,

f(z,y) =zt +y* — 22 — 20y — %, M = R?

f(z,y

z (x,y) = 2%y° (6—33— y); M = {(z,y);z > 0;y > 0}
f

f

7.
8. )—J:y+50+ s M = {(my)x>0,y>0}

9. z,

10. 2 (2,y) = 23 (6— 7 — y); M = R

11. (x,y,z)=x+z—$+§+§,M:{(x,y,z);m>0,y>0,z>0}.
12. f(z,y,2) =2 —y* — 22 — 22y — 92, M =R?

13. Dokazte, Ze funkce f(x,y) = (14 €¥)cosx — ye¥ nabyva lokdlniho maxima v nekonecné
mnoha bodech, avsak lokalniho minima ani v jednom bodé.



IX. ZJISTETE, ZDA UVEDENE POSLOUPNOSTI FUNKCI
KONVERGUJf STEJINOMERNE NA ZADANYCH INTERVALECH:
1. fu(@) =2 — 2™t 2€<0,1>, 2. fu(z)=2" -2 2€<0,1>
3 )::H_n,ace(o,-i-oo) 4. fn(z) = 7, T €<0,1>
5. fu(7) = {fgms A)T €< 0,1 —e >, b)z €< 1—¢e,14+¢€ > c)z €< 1+¢,+00), kde € € (0,1)
6 )
8 )

< fulz :%,a)m€<0,l>,b)$€(l,+oo) 7.fn(:v):,/a:2+n2,x€R
:n(‘/a:—i-%—\/f),xé(o,-i-oo), 9. fo(z) =02 g R,

X. VYSETRETE BODOVOU, STEJNOMERNOU A LOKALNE STEJNOMERNOU
KONVERGENCI POSLOUPNOSTf A RAD

o .
1. Zl+k5m2 2. k2110g<1—|—k102k) 3. Z(m—i—k 1. 3 sl

5. Z coskw 6. Z smwsmkw 7. kz_:l % arctg(kz + k) z_: k_k kde ar € R
9. fn(l’) (1+ $)"

o0 .
10. Dokazte, ze f(z) = SINET yn4 spojitou derivaci na R a spojitou f” na (0, 27).

k3
k=1
11. Dokaite, ze funkce ((z) = > 7= je C* na (1,00).
k=1

12. Necht f(z) = E wTe7nas kde p,g > 0. Dokaite, 7e

(i) f je spojitd na (0 oo) pokud max(p,q) > 1, (ii) f Je Spojité na R, pokud p + ¢ > 2.
13. V kterych bodech m4 derivaci funkce (a) f(z) = Z (k o (b) f(z)= X an_lmz
k=1

TEST ¢isLo 11/2 — PRVNI VERZE
1. Necht f(z,y) = (z — 5y)eV * a M = {(z,y) € R* | 2 > 0 & y < 0}. Najdéte supremum a
infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte, zda f téchto hodnot nabyva.
Reseni. Pro kazdé (z,y) € M z¥ejmé plati f(x,y) > 0. Navic funkce f je spojitd na celém R?, a
tedy inf f(M) = inf f (M). Aviak M = {(z,y) € R? | > 0 & y < 0} a zfejmé min f (M) =0, a
tedy inf f(M) =0 a f tohoto infima nenabyva.
Nynf hledejme supremum. Opét plati sup f(M) = sup f (M). Pfitom pro kazdé (z,y) € M plati

f(z,y) <5(x—y)eV".

UvaZujme pomocnou funkci ¢(t) = 5te~t. Vime, Ze ¢ je spojitd na R, ¢(0) =0 a . li_rlfl o(t) =0,
—>T00
a tedy ¢ je omezend na [0,+o0c). A protoze pro (z,y) € M plati zx —y > 0 a f(z,y) < o(z —y)
(viz vyse), je f na M omezend, a tedy s = sup f (M) € (0,4o00). Nyni vyuzijme jesté jednou toho,
ze . lir+n @(t) = 0. Pak totiz existuje T > 0 takové, Ze pro t > T mame ¢(t) < 5, a tedy specidlné
—>T+00

dostaneme
sup{f(z,y) | (z,y) e M &z —y>T} <

l\DIClJ

Nyni, mnoZina {(z,y) € M | z —y < T} je kompaktni, a tedy spojit4 funkce f na ni nabyva svého
maxima. Toto maximum musi byt s, a tedy f nabyva na M svého maxima. Tudiz staci vySetfit
vSechny ,,podezielé body*“.



Nejprve najdéme podezielé body v M. Protoze M je oteviena, f by v bodé extrému méla nulové
parcialni derivace. Ale

of
O

of

1- Sy)e? ™"
=(-wamer, G

= (-5+z—5y)e’ ",

a ty nemohou byt obé nulové. (Jinak by totiz platilo 1 = x — 5y = 5.) Tedy na M funkce f
extrémil nenabyva.

Nyni se podivejme na hranici M. Tu tvori dvé poloosy. Prvni je uréena x = 0,y < 0. Pfitom
f(0,y) = —5ye¥. Derivace této funkce (jedné proménné) je —5e¥(y + 1), a ta je nulova jediné
v bodé y = —1, a tedy dostdvame podeziely bod (0,—1), pro ktery plati f(0,—1) = 5e~!. Pro
druhou poloosu postupujme analogicky. f(x,0) = ze~%, derivace je e~*(1 —x), coZ je nulové pravé
pro x = 1. Dostdvame druhy podezfely bod (1,0), pro ktery f(1,0) = e~!. Kone¢n&, posledni
podeziely bod je krajni bod obou poloos (0, 0), ale v ném je f(0,0) = 0. Tedy dochazime k zavéru,
7e

sup f(M) =

(
) ,
—, a suprema se nenabyva.

e

2. Najdéte vSechny lokélni extrémy funkce f(z,y) = zylog (2352 + yz).

Reseni. f je definovana na R? \ {(0,0)}, coZ je oteviend mnoZina, na niz je f spojitd a ma spojité
parcialni derivace vSech rfadi. Proto, jestlize ma v néjakém bodé lokalni extrém, musi v ném byt
obé parcialni derivace nulové. Nejdiive je spoc¢téme.

of 2,2 dz 2,2 da”
5z (& ¥) = ylog (22 +y)+xy'2a;2+y2 = v los (2r +y)+2x2+y2
of 2, .2 2y 2, 2 2y°
9 (5. y) = zlog (2 R

8y(az:,y) zlog (2z° + y*) + zy reRwr i og (2z —i—y)—i—mL‘_y2

Kazda z nich je souc¢inem dvou vyrazi, a tak, maji-li byt obé nulové, jsou ¢tyfi moznosti:

()z=y=0 (i) 2 =0 & log (22% +?) + 5427 =0
i) log (222 +y?) + -2 — 0

(i) y = 0 & log (257 +4?) + 20, =0 (V) 108 (27 0) ot
&log(Qx +y)+2m2+y220

MozZnost (i) nemtize nastat, protoze bod (0,0) nepatii do definiénitho oboru. Z moznosti (ii)
dostaneme logy? = 0, neboli y? = 1, coz vede ke dvojici podezfelych b0d1°1 (0,1) a (0,-1). Z
moznosti (iii) dostavame log(2z%) = 0, tedy dvojici bodt ( =,0) a ( =,0). Zbyva vySetfit
moznost (iv).

Z ni plyne ihned (odeétenim obou rovnic), Ze 2$‘§$jy2 = 2w22yfy2, neboli y? = 222. Dosadme toto
naptiklad do prvni rovnice, a vyjde nam

472
I 222 + 222 _— =
og(a:+w)+2x2+2x2 0

log (4332) =—1



Podle predchoziho pak plati y2? = 21—e Snadnym dosazenim ovérime, Ze skuteéné rovnosti v moznosti

(iv) plati, kdykoli 22 = L a y? = o=. To dava Ctyfi podezielé body (2f \/_) (—ﬁg, \/Lz_e»

1 1 1 1
(v =) (v =)
Abychom zjistili, ve kterych z podezielych bodi jseu extrémy, vySetiime druhy diferencial. Spoc-
téme tedy druhé parcialni derivace:

0% f 4y 8z (212 + y?) — 42?% - 4x 4xy 4yy?
Sz (@Y) =y 2 5t 2 2)2 = 5.2 5 (1t 52 2
ox 222 +y (222 + y?) 222 +y 222 +y
0% f 2x 4y (222 + y?) — 292 - 2y 2y 422
@y ==z 2 2 2 2)2 =~ 5.2 5\ 1T 53 2
Oy 222 +y (222 4 y?) 222 +y 222 4y
0%f 472 2y 422 - 2y
=1 212 2 _
axﬁy(x’y) og (2 +¢7) + 222 + y2 Ty (2:62 + 92 * (222 +y2)2)
8.’172y2

=log (222 +y?) + 2+ ———F——
og (22 + y°) + +(2a:2+y2)2

V bodech (0,1) a (0, —1) m4 druhy diferencial matici (g :

kvadratickd forma je (hi, he) — 4hihg, takze napiiklad v bode (1,1) je kladna a v bodé (—1,1)
zapornd). TakZe v téchto bodech neni extrém. V bodech (— \/_, 0) a (%, 0) vyjde matice druhého

V bodech <2\[ \/—> a (_2%/67_\/%73) m4 matice druhého diferencidlu tvar (3\2/§ 2\2/5), je

tedy pozitivné definitni (determinant je 8, tedy kladny, a rovnéz 3v/2 > 0), v téchto bodech je tedy
ostré lokdlni minimum. Jeho hodnota je v obou ptipadech —ﬁ.
1 -3v2 2 )

1 1 . . . . .
V bodech ( 5 \/_ \/%) a (2—\/5,—\/@) ma matice druhého diferencidlu tvar ( 9 _9V3

je tedy negativné definitni (determinant je 8, tedy kladny, a pFitom -3V2 < 0), v téchto bodech
je tedy ostré lokalni maximum. Jeho hodnota je v obou ptipadech ﬁ

), coz je ziejmé indefinitni (prislusna

diferencialu stejné, a tak ani v téchto bodech neni extrém.

> 1
3. Polozme f(z) = ,;2 R = 1) Togh k= Dokazte, ze funkce f je definovana na néjakém okoli 0
a spoctéte f'(0).
Reseni. Ziejmé plati
k(k )11 kk k>
. —1)-log k-k*
lim SHDIBER gy T =
e T ™ koo k(k —1)logk ’

a tak pro z > —1 fada, jiZ je definovina f, konverguje. TudiZ f je definovina alespoii na (—1, +00),
tedy rozhodn& na néjakém okoli 0. (Lze snadno ukézat, Ze pro jind z Fada nekonverguje, ale to
nas v tomto pfikladu nezajima.) Chceme spodcitat f/(0), a tak zkusme, zda na$i fadu lze derivovat
¢len po ¢lenu. Nejprve spoctéme derivaci k-tého c¢lenu.

<k(k— 1) -1logk-k$)l = k(k— 11) Togk ((%)m)l = k(k— 11) Togk 'log%' <%)m

o
k(k—1)- ko




Pokud =z > —= platl
-1

1
k(k—1) -k

= VE(k—1)

o0

e v v 1
riCem?z r

pricem? fada D, 75—,

na intervalu (—%, +00). A tedy na tomto intervalu plati

o0
konverguje, a tedy fada derivaci ) m konverguje stejnomérné
k=2

/ G -1
1@ =2

k=2

(Tato rovnost plati i na (—1,+00), ale to nds nyni nezajima.) Tedy

TEST ¢isLo II/2 — DRUHA VERZE
1. Necht f(z,y) = (zr —3y)e* ¥ a M = {(z,y) € R® | £ < 0 & y > 0}. Najdéte supremum a
infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte, zda f téchto hodnot nabyva.
Reseni. Analogicky jako v prvni verzi je vidét, Ze sup f(M) = 0 a tohoto suprema se nenabyva.
S pouzitim nerovnosti
0> fz,y) >3z —y)e" Y, (z,y) €M,

opét dokdZeme, 7e f je na M omezend a nabyva tam svého minima. Zase ndm vyjdou podezielé
body (0,0), (0,1) a (—1,0), pficemZ nejnizsi hodnota —% se nabyva v bodé (—1,0). Tedy
. 3 .y
inf f(M) =——, hodnota se na M nenabyva.
e
2. Najd&te viechny lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = zylog (z* + 2¢°).
ReSeni. Stejné jako v prvni verzi, se zaménénymi = a y.

3. Polozme f(z) =

Dokazte, Ze funkce f je definovana na néjakém okoli 0

1
Zk (k+1)-logk- k=
a spoctéte f(0).
ReSeni. Ze stejnych divodi jako v prvni verzi plati pro z > —% rovnost

a tedy



