Kapitola 13

Separabilita, uplnost,
kompaktnost

Tato kapitola je ve skute¢nosti pokracovanim kapitoly predchazejici. V ni jsme zavedli

vvvvvv

metrickych prostort.

13.1 Separabilni prostory

Definice 13.1.1. Necht A C P je libovolnd podmnozina MP (P, p). Jestlize
A = P, pak iikdme, ze A je hustd v prostoru (P, p), resp. kratce (neni-li nebezpeci
z nedorozuméni), ze A je husta.

Hustota mnoziny A je, podobné jako uzavienost nebo otevienost, topologicka
vlastnost.

Piiklady 13.1.2. 1. Je-li A C B C (P, p) a mnozina A je hustd v P, je P = A C B,
a tedy B je rovnéz hustd mnozina v P.

2. Ziejmé je Q hustou podmnozinou R. Také vSechny body z R™, jejichz soufadnice
jsou vesmés raciondlni ¢isla, tvori hustou mnozinu v R™. V jistém smyslu je tedy tato
mnozina ,dost velkd“, odtud vSak neplyne, Ze doplnék husté mnozZiny neni husty (je

v tomto smyslu ,maly*); staci uvazit, ze Q=R \Q=R.

Véta 13.1.3. Mnozina A je hustd, pravé kdyz pro kaZdou neprdzdnou otevienou
GCPjeGnNnA#D.

Diikaz. Necht A = P a G # 0 je oteviena mnoZina. Pak z G N A = () plyne
ACP\G,aprotoje P=ACP\G=P\G, tedy G =0, coz je spor. Neni-li
A = P, pak G = P\ A # () je otevienad mnozina, pro kterou AN G = (. O




370 KAPITOLA 13. Separabilita, tplnost, kompaktnost

Definice 13.1.4. Prostor (P, ) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje
spocetnd hustd podmnozina.

Priklad 13.1.5. ProtoZe je Q spo¢etnd mnozina, je R separabilni prostor. Z tva-
hy v Pfikladech 13.1.2 (2) plyne, Ze i R™ je pro vSechna m € N separabilni prostor.

Priklad 13.1.6. Také prostor C([a,b]) s obvyklou supremovou normou je separabilni.
Oznaéme D,, ekvidistantni déleni intervalu [a,b], tj. déleni

M k=0,1,... n}

Dn:{xk;xk:a—i—
Spojité, po édstech linedrnd funkce, které v délicich bodech z, déleni D,, € D(a,b) na-
byvaji pouze raciondlnich hodnot a jsou linearni na kazdém z diléich intervalti [zx—1, zk |,
k=1,...,n, tvofi spofetnou podmnozinu M, C C([a,b]).
Dokéazeme, 7e systém M = |J;2, M, je hustou mnozinou v prostoru C([a,b]).
K tomu sta¢i dokazat, ze pro kazdou funkci f € C([a,b]) a kazdé € > 0 lze nalézt
funkci I € M tak, ze || f —|lcc < e. K /2 > 0 existuje § > 0 ze stejnomérné spojitosti
funkce f na [a,b] tak, ze je

(z,y € [a,b], [x =yl <8) = |f(z) = fly)] <e/2.

K tomuto § zvolime takové déleni D,, jehoZz norma v(D,) = (b —a)/n < § (viz (11.5)
v Kapitole 10). Zvolme hodnoty I(zr) € Q tak, aby bylo |l(zx) — f(zx)| < €/2 pro
vSechna £k =0,1,...,m, kde m + 1 je pocet délicich bodi zvoleného déleni. Pak je také
pro vechna k=1,...,mat € [xx_1, k]

t—Tr_1 xrr —t
I(t) = Uxr) + (zk—-1),
(t) = — — Waw) + o lzx)
t—Tr_1 xEp — 1
t) = t) + t
() === )+ g
Proto pro tato ¢t dostavame
t— Tp— T —t
() — f(B)] < —= | Uaw) — F(O) + ————— | U(zx—1) — F(B)]. (13.1)
T — Th—1 Tk — Tk—1

Koneéné trividlni odhady obou absolutnich hodnot v (13.1) pomoci trojihelnikové ne-
rovnosti

[U(ze) = F(O] < | UWww) = flap)[ + [ flze) = F(B)] <e,
[ Wzr-1) = FO] < [Uzp-1) = fFle-1)| + [ f(zr-1) = f()] <e

davaji |I(t) — f(t)| < € v kazdém délicim intervalu déleni D,,, a tedy vSude v [a,b].

Abychom dokézali, ze néjaky MP neni separabilni, sta¢i v ném nalézt nespo-
detnou podmnozinu A tak, Ze pro néjaké e > 0 je o(z,y) > ¢, z,y € A. Kazda
mnozina, jejiz uzdvér by mél obsahovat A musi jiz byt nutné nespocetna.
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Priklady 13.1.7. 1. Diskrétni prostor (P, ¢) s nespocetnou P neni separabilni, jedinou
jeho hustou podmnozinou je P.

2. V Prikladu 12.3.42 jsme zavedli linearni prostor M(A) vSech omezenych funkci na
neprazdné mnoziné A. Pro A := (a,b) neni tento normovany linedrni prostor separabilni,
protoze vzdalenost dvou charakteristickych funkei jednobodovych podmnozin (a,b) je
rovna 1 a mnozina B vSech téchto funkci je nespocCetna. Potom i kazda podmnozina
C v8ech funkci f € M(A), pro kterou je dist(B,C) < € < 1/2 je také nespocetnd, a tedy
i kazda hustd mnozina v M((a, b)) je nespocetna.

13.2 Uplné prostory

Definice 13.2.1. Rekneme, Ze posloupnost {x,} C (P, o) spliiuje Bolzano-Cau-
chyho podminku (kratce: je cauchyovskd), jestlize

(Ve >0)(Fk e N)(Vm,n > k) (0(xn,zm) <€) .

Poznamky 13.2.2. 1. Definici 13.2.1 si lehce zapamatujeme, nebot je to opét , piepis*
analogické definice cauchyovské posloupnosti z R.

2. Snadno dokézeme, analogicky jako v R, Ze konvergentni posloupnost v metrickém
prostoru je cauchyovska.

3. Neni pravda, ze kazd4 cauchyovska posloupnost v (P, ¢) konverguje v (P, 0). Uvazujte
mnoziny R\ Q nebo interval (0,1) jako podprostory R'. Pak \/ﬁ/n — 0, tedy tato
posloupnost konverguje v R, ale v uvaZovanyjch (pod)prostorech nekonverguje.

4. Necht f je homeomorfni zobrazeni metrického prostoru (P, 9) na prostor (Q, o). Je-li
{zn} cauchyovska posloupnost v (P, ), nemusi byt posloupnost {f(z»)} cauchyovska.
Uvazte posloupnost a, := 1 —1/n, n € N, v prostoru (0,1) s eukleidovskou metrikou
a homeomorfismus f(z) = z/(1 — z) intervali (0,1) a (0,00), rovnéz s eukleidovskou
metrikou. Pak je f(an) =n — 1, a tedy {f(an)} neni cauchyovskd posloupnost.

Definice 13.2.3 (Fréchet 1906). Prostor (P, g), ve kterém kazd4 cauchyovska
posloupnost konverguje, se nazyva uplng prostor. Jinak feceno, je-li {x,} cauchy-
ovska posloupnost v uplném metrickém prostoru (P, g), pak ezistuje x € P tak,
7€ T, — T.

Historicka poznamka 13.2.4. Pro moZnost pfimého porovnani uvedme ptivodni defi-
nici z Fréchetovy préce [7]: Rikdme, %e tiida (V) pripousti zobecnéni Cauchyho véty, po-
kud kazdd posloupnost jejich prokd spliiugici Cauchyho podminku ), md (nutné jedinou)
limitu.

Priklady 13.2.5 (dulezité). 1. Prostor R! (s eukleidovskou metrikou) je tiplny
prostor. To jsme dokazali ve Vété 2.4.8.

1) Cauchyovska posloupnost v nasi terminologii.
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2. Obecnéji, prostor R™ je pro kazdé m € N tuplny prostor. Uzijeme-li oznaceni
r=[z1,.  ZTm ], y=[Y1,---,Ym], je

|z —yel < llz—yll2, k=1,...,m,

a cauchyovska posloupnost bodi z R™ je cauchyovska ,,po slozkach“: Odtud plyne,
%e cauchyovskd posloupnost {z"}52, = {[a27,2%,...,27,]} _, v R™ je konver-
gentni po slozkich k néjakému bodu =z = [z1,...,2. ], a 2™ — = v R™. Stejnou
avahu jsme relativné podrobné provedli pro Gaussovu rovinu C, ktera je izomet-
ricks s R2.

Lemma 13.2.6. Prostor C([a,b]) s normou || - ||« je tplng.

Toto tvrzeni neni zcela jednoduché dokdzat, nebot ditkkaz vyuZivd znalosti
o tzv. stejnomérné konvergenci, coz je pravé konvergence v normeé, které se bézné
pouziva v C([a,b]). Tato konvergence je mj. nistrojem pro zvlddnuti zamény
poradi dvou limitnich procesti; tomuto problému se budeme podrobné vénovat
v Kapitole 15.

Diikaz. Posloupnost cauchyovska v supremové normeé je ziejmeé cauchyovska v kaz-
dém bodé, nebot pro vSechna t € [a,b]

[fn(t) = fm ()] < sup{[fu(t) = fm()]; ¢ € [a,b]} = [|fn = fnlloo - (13.2)

Lze tedy definovat f(¢) := lim, oo fn(¢) pro véechna t € [a,b], nebot vlastni
limita vpravo vzdy existuje. Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme z (13.2),
7e také | frn(t) — f()| < ||fn — flloo- Zbyvéa dokazat spojitost funkce f na [a,b].
Zvolme bod zg € [a,b) a dokazme, Ze funkce f je spojita zprava v bodé xg. Ziejmé
jepro h, 0 <h <b—x,

|f(zo + h) — f(z0)| <
< |f(zo +h) = fulzo + )| + [ fu(zo + h) = fru(x0)| + [falx0) — f(20)]-

Véagné feceno, vyraz na pravé strané€ nerovnosti je tfeba ,udé€lat mensi nez libo-
volné zvolené £ > 0 pro vSechna h, 0 < h < §, a to volbou dostatecné velkého
n € N a dostateéné malého > 0. Podrobnéji: zvolme € > 0 a dale n € N tak,
aby || fn — flloo < €/3. Pak je |fn(t) — f(t)] < £/3 pro vSechna ¢ € [a,b], coz
ndm umozni odhadnout prvni a t¥eti vyraz ¢islem €/3. Pak zvolime s vyuzitim
spojitosti funkce f,, ¢islo § > 0 tak, aby pro vSechna h, 0 < h < § < b — g platilo

| fn(z0 + h) — fulzo)| < /3.

Spojitost zleva v bodé zy € (a,b] se dokdze obdobné. Toto tvrzeni je jen malou
ukazkou ,sily“ stejnomérné konvergence. O
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Poznamka 13.2.7 (dulezitd). Kdyz jsme se seznamovali s R, zjistili jsme, Ze
obsahuje Q jakozto svoji spoCetnou hustou podmnozinu. Prostor Q vsak neni
uplny. Vnucuje se otdzka, zda lze ke kazdému metrickému prostoru (P, ) najit
yhadprostor®, ktery by byl Gplny. Jde tedy o uplny prostor (@, o) takovy, aby
(P, 0) byl jeho (metrickym) podprostorem. Takovy prostor vzdy existuje a pfi
jisté ,aspornosti je do jisté miry jednoznac¢né urcen. Tento vagné popsany fakt
zpiesnime, nebot ¢dsteéné osvétluje zavedeni R a ukazuje, jak pfesné jsou realna
¢isla axiémy (1) — (13) z Kapitoly 1 urcena.

Definice 13.2.8. Jsou-li (P, 0), (Q, o) metrické prostory takové, ze (P, g) je pod-
prostor (Q,c), P je hustd v Q a (Q, o) je uplny prostor, nazyvame metricky
prostor (Q, o) dplng obal (nékdy téz zuplnéni) prostoru (P, o).

Véta 13.2.9 (Baire, Hausdorff 1914). Ke kaZdému metrickému prostoru (P, o) ezis-
tuje jeho uplny obal. Jsou-li (Q1,01) a (Q2,02) dva uplné metrické obaly (P, ), pak
existuje izometrie mezi (Q1,01) a (Q2,02), kterd je identitou na P.

Naznak dikazu. Necht (P, o) je libovolny MP. Ozna¢me C' mnozinu vSech cauchyovskych
posloupnosti bodt z P a definujme na C' ekvivalenci ~ vztahem

(@0} ~ {yn} <% 0(2n,yn) — 0.

Mnozinu v8ech t¥{d vzajemné ekvivalentnich posloupnosti ozna¢me Q1. Oznacéime-li [z]
t¥idu uréenou posloupnosti {x, }, mizeme definovat na Q1 x Q1 funkci

o1([en lyn]) 1= 1m0 (n,n).

Je vcelku jednoduché, avSak pracné (srovnejte s [4], str. 92), dokazat, ze (Q1,01) je Gplny

metricky prostor; ztotoznime-li x € P s tfidou v Q1, uréenou posloupnosti {z,z, ...},
lze (P, p) povazovat za podprostor (Q1,01). Déle lze dokdzat i druhou ¢ast Véty 13.2.9
0 izometrii. O

Poznamka 13.2.10. Nabizi se moznost vyuzit popsaného postupu k zavedeni R. Pak
je nutno mit predevsim zaklad, tj. mit vybudovano usporadané pole Q. K dalsim krokiam
vSak nelze pouzit nic z teorie MP, nebot jsme v definici metriky jiz existenci R pfed-
pokladali. Presto vsak lze analogickym postupem vytvorit z pole Q pole R; srovnejte
s [12], Ch. 1, str. 32. Plati totiz: (a) KaZdé usporddané pole obsahuje izomorfni obraz Q,
pricemz izomorfismus zachovdvd i uspofdddni. (b) KaZdd dvé uplnd archimedovskd pole
T1 a T> s mnozinami kladnych prvki P1 a P> jsou algebraicky izomorfni, pricemz izo-
morfismus zachovdvd uspordddni. Podrobnosti 1ze nalézt v [12]. V kontextu Véty 13.2.9
je R tplnym obalem Q. D4 se dokazat, Ze redlnd éisla jsou soustavou axiomu (1) — (13)
urcena ,,jednozna¢né az na homeomorfismus“.

Véta 13.2.11 (Cantor 1872*). Necht (P, o) je uplny metricky prostor a necht
{A4,}22, nerostouct posloupnost neprézdnijch uzaviengch mnoZin v prostoru P,
tj. Ant1 C An, n € N. Necht ddle diam(A,) — 0. Potom ezxistuje prdvé jeden bod
z € P takovy, Ze {x} =, A,.
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Poznamka 13.2.12. Pfedchézejici Véta 13.2.11 je jednim z moznych zobecnéni Can-
torovy véty o vloZenych intervalech (Véta 2.4.1). VSimnéme si, jak se tvrzeni lisi od
analogického tvrzeni v R: nefikd, Zze bez posledniho predpokladu o diam(A,) je prinik
Moo, An neprézdny. Posledni pfedpoklad pfinasi v tomto kontextu nejen jednoznacnost
(prinik je jednobodovy), ale i existenci; bez néj by ,modifikovand véta“ neplatila. Sku-
te¢né, intervaly [n,00), n € N, jsou vesmés uzaviené mnoziny, jsou do sebe zafazené
a pfitom (,—, [n,00) = . V tomto pfipadé je diam([n,o0)) = co pro vSechna n € N,
a proto pruméry mnozin nekonverguji k 0. Stejné snadno muze ¢tenar dokazat, ze i dalsi
predpoklady Véty 13.2.11 jsou podstatné, tj. po vynechani monotonie nebo uzavienosti
A,, takto modifikované tvrzeni neplati.

Poznamenejme, Ze se Cantor podobnou problematikou zabyval v souvislosti se zava-
dénim realnych ¢isel — k této dobé se vaze letopocet uvedeny u véty. Cantor nepracoval
v kontextu MP, bézné uzivané oznaceni je spiSe vyjadienim pocty zakladateli teorie
mnozin.

Diikaz Véty 13.2.11. Tvrzeni dokdzeme tak, ze hledany bod priniku zkonstru-
ujeme. Zvolme posloupnost {z,} tak, ze =, € A, pro v8echna n € N. Tato
posloupnost je cauchyovské, nebot pro m > n je z,,,z, € A, a

0 (xn,zm) < diam(A,) — 0

pii n — oo. ProtoZe je prostor (P,p) Uplny, existuje x € P tak, Ze z, — .
Protoze jsou A, uzaviené a xp € A, pro k > n, je x € A, = A, pro vSechna
n € N, a tedy lezi i v jejich priniku. Pro libovolné dva body x, y tohoto priniku

je o(z,y) < diam(A,) — 0, z éehoz plyne x = y. O

Priklad 13.2.13. Sestrojime zobrazeni ¢ : [0,1] — [0,1] x [0, 1], které zobrazi [0, 1]
na [0,1]x[0,1]. Vyjad¥ime-li kazdé ¢t € [0,1) ve tvaru dyadického &isla 0,t1¢2t3 . . . tak,
aby zdpis obsahoval vzdy nekone¢né mnoho ¢&islic 0 (tim zakazujeme zéapis ¢isla tvaru
0,101 s jednoé¢lennou periodou 1), bude vyjadieni kazdého ¢ jednoznaéné a lze definovat
zobrazeni
1[}2t!—>[O,t1t3t5...,0,t2t4t6...], ’1/1(1):[1,1]

Toto zobrazeni je surjekce (zobrazeni na), ale neni prosté ani spojité, protoze napf. bod
[0,1;0,1] je obrazem bodt %) 0,11, 0,10010101... a 0,011010101... . Posloupnost
{tr} bodid z [0,1]

{tx} = {0,0011; 0,001111; 0,00111111; 0,0011111111; ...}
je volena tak, ze 1 (t1) = [0,01; 0,01], ¥(¢2) = [0,011; 0,011], v(¢3) =[0,0111; 0,0111],

Y(ta) =[0,01111; 0,01111],... , takze tx — 0,01, ¥ (tx) — [0,1; 0,1] a zdroven plati
$(0,01) = [0,0; 0,1] # [0,1; 0,1]. Je tedy

Jim o(ty) # o lim 2i) .

Ze je 1 zobrazenim na [0,1] x [0, 1] plyne z nasleduji tvahy Je (1) = [1,1]. Alespoii
jeden vzor pro bod [0,t1t3ts ..., O,tatats ... ], kde pro dyadické vyjadieni obou soufad-
nic zakadzeme zapis s jednomistnou periodou 1 , ziskdme ,prolozenim“: Bude jim bod
0,t1t2ts ... . Poznamenejme jesté, ze pouziti dyadického vyjadieni neni podstatné.

2) Uzijeme schematického zapisu, ktery umozni étenaii snadno pochopit konstrukei ptikladi.
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Priklad 13.2.14. Nyni pfidame ve srovnani s Ptikladem 13.2.13 pozadavek spojitosti
hledaného zobrazeni. Sestrojime spojité zobrazeni ¢ : [0,1] — [0,1] x [0,1], zobra-
zujici jednotkovy interval ma jednotkovy ctverec. Ke konstrukci vyuzijeme Cantorovu
Vétu 13.2.11. Sestrojime ekvidistantni déleni D,, € D(0, 1) na 4™ délicich intervala a roz-
délime i ¢tverec [0,1] x [0,1] na 4™ shodnych uzavienych étverecki Sk, k =1,2,...,4";
jsou to dvourozmérné uzaviené intervaly tvaru

r—1 r s—1 s
— | x — =1,2,...,2".
[ 2n ’Qn] [ 2n ’Qn]’ HET RS
Toto provedeme pro vSechna n € N. Pfi prechodu od D,, k D, 11 se déli kazdy interval
déleni D, na &tyfi intervaly déleni D,11 a podobné kazdy (dvourozmérny) interval
Sk déleni F), na ¢tyfi (dvourozmérné) intervaly déleni Fi,11. Nyni budeme ptifazovat
zobrazenim ¢,, kazdému intervalu déleni D,, interval déleni F;, podle téchto pravidel:

a

)
b) sousednim intervaltim déleni D,, pfitadime vzdy stranami sousedict intervaly
étverecky) déleni F,, a

Zobrazeni ¢, jsou prostd pro vSechna n € N,

o~ o~~~

¢) je-li J interval déleni F,, prifazeny zobrazenim ¢, intervalu I déleni D,,, pak
vSechny ¢tyfi intervaly déleni D, 1 lezici v I musi zobrazeni ¢,t1 zobrazit na
intervaly lezici v J.

Jak to Ize udélat naznacuje trojice schematickych obrazki: Silngjsi lomend ¢ara probiha
po fadé ¢tverce déleni Fi, F» a F3 tak, jak jsou pfifazeny po sobé jdoucim intervaltim
déleni D1, D2 a D3 ®).

Podminky (a)—(c) zaruéi spojitost zobrazeni ¢, definovaného takto: k bodu t € [0, 1)
sestrojime posloupnost intervalu I, déleni D,, n € N, tak, aby tyto intervaly vzdy
obsahovaly bod t. Takovy interval déleni D,, existuje a jsou (v kazdém déleni) maximdlné
dva; v takovém pripadé vybereme kterykoli z nich. Vzniklou posloupnost intervala I,
sdiam(l,) =47" — 0a Ny, [, = {t} zobrazime pomoci zobrazeni ¢,. Pak posloupnost
©n(I,) vyhovuje piedpokladiim Cantorovy Véty 13.2.11, diam(py, (1)) = /2-27" — 0
a lze definovat bod ¢(t) jako prvek jednobodové mnoziny

{e(®)} = () nlln) - (13.3)

Zbyva dokazat, Ze zobrazeni ¢ je korektné definované, Ze je zobrazenim na [0,1] % [0,1]
a ze je spojité.

Pokud existuji v néjakém déleni D,, dva intervaly déleni I,,, I, obsahujici bod ¢,
musi byt ¢ jejich spoleénym koncovym bodem a ve vSech délenich Dy, 11, Dpy2,... jsou
vybérem I,, nebo I, intervaly I,+1, Ini2,... jednoznaéné uréeny: Bod t je pro viechny
koncovym bodem, nebo je bod ¢ pro vSechny pocatecnim bodem a tak je bod t pfedpisem
(13.3) definovan pro posloupnost intervali obsazenych v I,, i pro posloupnost intervali
obsazenych I, tentyZ a diky pravidlu (b) je i ¢(¢) urc¢en jednoznacné.

3) Tento postup, popsany r. 1891, pochazi od Davida Hilberta.
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Obr. 1.

Obr. 1 znazornuje pfitazeni ¢,: plnd lomend ¢ara prochéazi po fadé ¢tverci, prifazenymi
postupné intervalim [zg_1,zk,], & = 1,2,...,4". Spojitost zobrazeni je dana pravi-
dlem (c). Je-li ddno ¢t € [0,1] a libovolna posloupnost t; € [0,1], pak existuje m tak,
Ze pro vSechna k > m je |t — tx| < 47" a tedy ¢k it lezi v néjakém (ne nutné jediném)
intervalu déleni S,,. Pak vSak eukleidovska vzdalenost o (f(tr), f(t)) je odhadnuta ¢islem
\/§~ 27", a proto z tx — t plyne f(tx) — f(t) a © je spojité.

Definice 13.2.15. Zobrazeni A : (P,0) — (P,p) se Casto nazyva operitor na
(P, 0). Pro operatory uzivame néasledujici oznadceni:

Al(x) = A(z), A" (z):=(AoA™)(z), z€P.
Jestlize existuje @ € [0,1) tak, ze

0(A(x),A(y)) < ao(z,y), =xy€eP, (13.4)

fikdme, ze A je kontrakce na (P, 0). Bod £ € P se nazyva pevny bod operatoru A,
pokud A(¢) =¢.

Poznamka 13.2.16 (dulezitd). Kazd4 kontrakce je spojitym zobrazenim. Je-li
A kontrakce na (P, ), pak existuje a € [0,1) tak, Zze pro kazdou konvergentni
posloupnost {z,}, z, — x € P, je

0(A(zn), A(z)) < ag(zn,z), neN,
a tedy A(z,) — A(z); zobrazeni A je spojité.

Véta 13.2.17 (Banach 1920). Necht (P, o) je iplny MP a A je kontrakce na
(P, 0). Potom existuje prdvé jeden pevny bod A.

Diikaz. Zvolme zy € P libovolné a definujme x,, = A™(z0), n € N. Ukézeme, Ze
{z} je cauchyovska a konverguje k hledanému pevnému bodu &. Podle definice
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kontrakce existuje « € [0, 1) tak, ze je (13.4). Pro m,n € N, m > n, je

Q(Invxm) S Q(-rn7xn+1) + -+ Q(xm—laxm) S
<a"o(z1,20) + "o (z1,m0) + -+ + o™ o (21, 20) <
<(@"+a" M 4" ) o (2, 20),

z ¢ehoz plyne odhad

n

a
— o(z1,x0); (13.5)

Y (xn7xm) < 1

proto s ohledem na o™ — 0 je {z,} cauchyovska. Existuje tedy & = lim,,_, @,
a (vyuzivame spojitosti A)

A(¢) = lim zp41 = lim x, =€.

Pokud by existovaly dva rtizné body & a ¢ tak, ze A(§) = £ a A(¢) = (, pak by
platilo

0<0(§¢) =0e(A(), A(Q) <e(&Q),

COZ je spor. O

Poznamky 13.2.18. 1. Pfedchazejici vété se zpravidla fikd Banachova véta o pevném
bodu. Casto se uziva jeji verze pro Gplny normovany linearni prostor. Tyto prostory se
na Banachovu pocest nazyvaji Banachovy prostory. Véta 13.2.17 vSak plati v kazdém
aplném MP a ma, jak je dobré si povSimnout, ,nelinearni charakter”, tj. operator v ni
vystupujici nemusi byt obecné linedrnd.

2. Nahlizime-li na ¢leny posloupnosti {z,} jako na jisté aproximace pevného bodu &, je

uzite¢né prejit v odhadu (13.5) k limité pro m — co. Dostaneme tak nerovnost

an

11—«

Q(x’ﬂ?é) S Q("El,l'()),

pomoci niz mizeme odhadnout pfislusnou vzdalenost (¢asto uzivame oznaceni odhad
chyby) a ,zastavit vypocet” & po dosazeni potiebné presnosti.

Priklad 13.2.19. V Piikladu 2.4.15 jsme pouzili zobrazeni

oP—1

A@) = (- e+ o)

k vypoctu %. Dokazeme postupné, ze
(1) A’ na intervalu [{/a, +0c) nabyvé svého maxima (p — 1)/p v bodé {/a;
(2) A je na intervalu [{/a, co) kontrakce.

Skutecné,
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Snadno nahlédneme, ze maximum A’ na intervalu [ {/a, 00) je rovno (p—1)/p. Dostaneme
tak odhad

[A(z) — AW < (b= 1)/p)lz —yl, =,y € [{/a,00),
a funkce A, chapand jako (nelineérni) operator na prostoru [ 1/a, o0), je kontrakce. V P¥i-
kladu 2.4.15 jsme ukézali, Zze pfi zo € (0, c0) je posloupnost { A" (zo)} (jde opét o skladani
zobrazeni jako ve Vété 13.2.17, ne o mocninu!) od indexu 1 nerostouci (dokonce klesajici,
pokud neni zo = %), a tak se v jistém smyslu konvergence ,neustale zlepsuje“.

Poznamka 13.2.20. Ctenai snadno predchazejici tvrzeni zobecni: Je-li I interval v R,
ktery je uzavfenou mnozinou v R, f(I) C I, kde f je spojité zobrazeni a f ma v kazdém
vnitinim bodé& x € I derivaci takovou, Ze |f'(z)| < 1, pak rovnice f(z) = x mé jediné
feSeni. Podstatné hlubsi aplikaci Véty 13.2.17 o pevném bodu ukazeme v Kapitole 14.

V souvislosti s Priklady 13.1.2 se jesté informativné zminime o ,velkych“ a
,malych® mnozinach v topologickém smyslu. Tato partie ma fadu zajimavych
aplikaci, nap¥. v teorii redlnych funkci. Pfiklad (2) 13.1.2 naznadil jednu obtiz
spocivajici v tom, Ze mnozina (Q neni uzaviena v R.

Definice 13.2.21. Rikame, ze A C P je idkd v prostoru (P, o), jestlize

P\A=P,
tj. uzaveér doplitku A je cely prostor P.

Diusledek 13.2.22. Je-li A Fidkd mnoZina a A = B, je B také vidkd mnoZina.
Specidlné to plati napr. kdyz A C B C A.

Lemma 13.2.23. Je-li A C B C P a B je tidkd mnoZina, je 7idkd i mnoZina A.

Diikaz. Z¥ejmé je A C B, takize P\ B C P\ A. Odtud dostaneme

P=P\BCP

|

a mnozina A je tudiz ridka. O

Lemma 13.2.24. Je-li mnozina A C (P, o) hustd a oteviend, je jeji komplement
P\ A fidkd mnoZina.

Diikaz. Je-li A husta a oteviend, je

P=A=P\(P\A)=P\(P\4),
z Cehoz jiz plyne tvrzeni lemmatu. O

Véta 13.2.25. MnoZina A C P je Fidkd, prdvé kdyZ pro kaZdou ) # G C P
otevrenou emistuje ) # Gy C G otevFend, pro niZ G N A = ().
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Diikaz. Je-limnozina A ¥idk4, je podle Definice 13.2.21 P\ A husta mnoZina. Proto
pro kazdou otevienou mnozinu G # 0 je G; := G N (P \ A) podle Véty 13.1.3
neprazdnd a oteviena, priemz ziejmé AN Gy C AN(P\ A) C AN(P\ A) =0,
takze podminka je splnéna.

Neni-li mnozina A ¥idké, neni P\ A husta. Proto existuje oteviena () # G C P
tak, ze GN(P\ A) =0, tj. G C A (a mj. je (A)° # 0). Nyni stadi ukazat, ze pro
kazdou 0 # G1 C G je Gy N A # (). To dokdZzeme sporem: Z G; N A = () plyne
ACP\Gyatedy G, c GC AcC P\Gy = P\ G, z éhoz vyplyva G; = ;
nalezeny spor dokazuje druhou Cast tvrzeni. O

Neékdy se jako kritérium ridkosti mtze hodit ekvivalentni vlastnost, kterou popi-
Seme v nasledujicim tvrzeni.

Lemma 13.2.26. MnoZina A C P je Fidkd, prdvé kdyz (A)° = 0.

Driikaz. Pokud A neni fidka, dokéazali jsme v pribéhu ptedchézejiciho dikazu,
ze (A)° # (0. Vnitfek (A)° je oteviend mnozina pro kazdou A C P a jestlize je
A 1idk4, je

P\ (A >DP\A=P, atedy P\ (A)° =P, neboli (A)°=0;

tim je tvrzeni lemmatu dokazano. O

Definice 13.2.27. Existuji-li A, C P fidké v (P, p) pro vSechna n € N tak, ze
je A=, Ay, nazyva se A mnoZinou 1. kategorie (v Baireové smyslu).

Poznamka 13.2.28. Ziejmé je kazda fidkd mnozina v P také mnozinou 1. kategorie a
vsechny mnoziny 1. kategorie tvori systém, ktery je uzavieny vzhledem ke spocetnym
sjednocenim. V dplnych MP jsou mnoziny 1. kategorie ,malé“. Toho lze, jak uvidime
dale, vyuzit v existenénich dikazech.

Véta 13.2.29 (Baire 1899). Necht (P, o) je uplny prostor a necht { Gy ; k € N}
je systém otevienych hustych podmnozin P. Potom i G :=(\,—, Gk je hustd.

Diikaz. Zvolme libovolné () # H otevienou v (P, o) a dokazme, ze GN H # §; tim
bude s ohledem na 13.1.3 tvrzeni dokézéano.

Protoze G1 je oteviend husta, je H N G otevienad a existuje tedy oteviena
koule By = B(x1,71) lezici i se svym uzavérem v Gy N H.

Protoze G je oteviena husta, je B; N Gy oteviend a existuje tedy oteviena
koule By = B(z2,72) lezici i se svym uzdvérem v Go N By C Go N (Gy N H).

Takto postupujeme déle: Je-li jiz vybrana Bjy_1, pak z hustoty oteviené Gy
plyne existence koule By, = B(xg, 7)) lezici i se svym uzévérem v mnoziné

GkﬁBk_lC"'CGkﬂ(Gk_lﬂ"'ﬂG1ﬂH)

Je zfejmé, Ze poloméry rp kouli By lze pfitom volit tak, Zze r, — 0, takze
i diam(Bjy) — 0. Nyni na uzavéry Bj uzijeme Cantorovu Vétu 13.2.11 a do-
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staneme tak existenci bodu v H N G. Tim, Ze je tato mnozina neprazdnd, jsme
dikaz dokoncili. O

Véta 13.2.30 (Baire 1899). Uplny metricky prostor (P, o) neni 1. kategorie.

Diikaz. Protoze A je fidka, pravé kdyz je P\ A husté, pro kazdou posloupnost
{ A} fidkych mnozin, jsou mnoziny (P\ Aj) oteviené a husté v (P, ). Podle Véty
13.2.29 pak dostaneme

0# () (P\A) =P\ A P\ 4,
k=1 k=1 k=1

takze (P, o) nemuze byt 1. kategorie. O

Poznamka 13.2.31 (dulezitd). Mnoziny, které nejsou mnozinami 1. kategorie,
se nazyvaji mnoZiny 2. kategorie. Podle vyslovené véty je tedy tuplny metricky
prostor (v sob&) 2. kategorie. Doplitkem mnoziny 1. kategorie v prostoru 2. kate-
gorie nemuze byt mnozina 1. kategorie. Na tom je zaloZena metoda dikazu exis-
tence funkci se zajimavymi vlastnostmi, kterda byva velmi ¢asto nazyvana metoda
kategorii. P¥i dikazu postupujeme podle tohoto obecného principu:

(1) vybere se vhodny dplng metricky prostor (P, o), a

(2) ukazZe se, Ze vSechny jeho prvky s urcitou vlastnosti tvoii v (P, ) mnoZinu
1. kategorie.

Predchéazejici véta pak fiké, ze v P existuje prvek, ktery zkoumanou vlastnost
nema.

Pokud je A mnozina 1.kategorie, nazjva se ¢asto mnozina P\ A reziduding
ta je v prostoru, ktery je 2.kategorie, také mnozinou 2.kategorie (je zfejmé, ze
systém vSech mnozin 1.kategorie je uzavieny vzhledem ke sjednoceni konecné
mnoha prvki). V takovém pfipadé o prvcich P\ A fikdme, Ze jsou typickymi
prvky P.

Tak lze napt. dokazat, Ze existuje spojita funkce na R, kterd nema v zadném
bodé (vlastni) derivaci, nebo ktera neni monoténni na zddném intervalu (a,b) C R
a fada dalSich zajimavych tvrzeni. My takovou funkci, ktera je spojitd na R a
nemé v zadném bodé konecnou derivaci, pozdéji zkonstruujeme v Kapitole 15;
prévé popsany postup vede kromé tvrzeni o existenci i k poznani, ze takovych
funkci je v prostoru C([a, b]) v jistém smyslu ,velmi mnoho*.

Lemma 13.2.32. Mnozina véech funkci f € C([a,b]), které jsou monotonni na
néjakém intervalu («, 5) C [a,b] je 1. kategorie v C([a,b]).

Diikaz. Protoze kazda funkce, ktera je monoténni na néjakém otevieném intervalu
v [a,b], je monoténni i na néjakém otevieném intervalu v [a,b] s raciondlnimi
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koncovymi body, mizeme pracovat pouze s takovymi intervaly. Tyto intervaly
tvoii pouze spodetnou mnozinu {1, }2° ;.

Oznacme A,, pro kazdé n € N mnozinu vSech funkei, které jsou monoténni na
intervalu I,,. Mnoziny A,, jsou uzaviené; k tomu staci dokézat, ze jejich dopliiky
jsou oteviené mnoziny. Pokud f € C([a,b]) neni monotdénni v intervalu I, existuji
body x1, s, 23,24 € I,, tak, ze

(f(z2) = f(z1)) (@2 —21) > 0, (f(xa) — f(23)) (24 — 23) <O.

Pro r < min(|f(z2) — f(z1)], |f(za) — f(23)])/2 lezi celd koule B(f,r) v doplitku
A,, a proto je tento doplnék oteviend mnozina.

Mnoziny A,, jsou fidké v C([a,b]): K tomu staci pro dané n € Nnalézt ke > 0
a k libovolné funkei f € A, funkci g € (C([a,b]) \ 4,,) tak, aby || f —g]| < e.
K libovolné zvolenému ¢ > 0 a napt. k neklesajici funkci f na I, existuji v I,
body z1 < x2 tak, ze f(x2) — f(z1) < £/2. Monotonii f lze ,porusit* pfi¢tenim
k f po ¢astech linearni funkce h, nabyvajici v bodé x; hodnoty h(x1) = ¢ a v bodé
x2 hodnoty h(zz) =0, linedrni na [z1,22] a konstantni na intervalech doplitku
I\ (z1,22). Pak je ||h|| = € alze definovat g = f + h, takze g(z1) > g(x2). Proto
je doplnék C([a,b]) \ A, husty v C([a,b]) a je to oteviend mnozina, takze podle
Lemmatu 13.2.24 je A,, fidk4d. Mnozina | J,- , A, je tedy mnozinou 1.kategorie
a tvrzeni je dokazano. O

Dusledek 13.2.33. Mnozina vsech spojitych monotonnich funkci z prostoru
C([a,b]) je 1. kategorie v C([a,b]), takZe typickd funkce z C([a,b]) neni mono-
tdnni na Zddném nedegenerovaném intervalu leZicim v [a,b].

Priklad 13.2.34. Dokézeme, ze typickd funkce z C([a,b]) nemé v zddném bodé in-
tervalu [a,b] kone¢nou jednostrannou derivaci. Oznaéme A1 mnozinu vSech funkci
f € C([a,b]), pro n&z existuje vlastni fi(z) v n&jakém bodé = € [a,b). Analogicky
ozna¢me A~ mnoZinu vsech téch funkci f, pro néZ existuje vlastni f’ (z) v né&jakém
bodé = € (a,b].

Abychom dokazali, ze funkce z dopliitku C([a,b]) \ A, kde A := AT U A~ jsou
typické, staci ukazat Ze ob& mnoziny AT i A~ jsou 1.kategorie v C([a,b]). Provedeme
to pro mnozinu AT, pro mnozinu A~ je dikaz obdobny. Diikaz rozdélime do nékolika
kroku:

1. Polozime-li pro n € N

Awi={eC(ab); (Gr e lab—1/n]) (Vh € (0.1/m)) (\w‘ <n)}.

je AT = U2, Ax. Rovnost dokazeme, pokud k funkci f € C([a,b]) s vlastni f/ (z)
v n&jakém bodé = € [a,b) najdeme A,, v niz tato funkce lezi. Zfejmé existuje n1 € N
tak, Ze pro vSechna pfirozend n > ni je z < b — 1/n; déle existuje no € N tak, Ze pro
viechna pfirozend n > ns je | fi(z) | < n a ns € N tak, Ze pro viechna piirozend n > ns

| fz+h) = f(=)]
h

he(0,1/n) = <n.
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Polozme ng = max{ ni, na, n3 }. Potom pro véechna n > ng lezi f v A,. Déle dokdzeme,
7e mnoziny A, jsou pro vSechna n € N uzaviené a ridké.

2. Zvolme pevné n a ukazme, e A, = A,. K tomu postadi ukdzat, ze
(fr € An, fr — fvC(la,b])) = f € An,
neboli ze
(3z € [a,b—1/n]) (Vh € (0,1/n)) (| f(x + h) — f(z)| < nh). (13.6)

Zvolime nyni libovolné konvergentni posloupnost funkci fi € A, a k nim ty body, pro
néz

(Fz € [a,b—1/n])(Vh € (0,1/n))(| fu(zx + h) — fu(zk) | < nh).
Miuzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze zr — xo, xo € [a,b — 1/n], éehoz lze
dosdhnout prechodem k vybrané konvergentni posloupnosti. Nyni budeme odhadovat:

| f(zo +h) = f(zo) | < | f(zo+h) — fzk +h) |+ | flzr +h) — fu(zr +h) |+
+ [ fru(zi +h) = fr(ze) [+ (13.7)
+ [ fr(zr) = (@) |+ [ f(2) = fzo) |-

Vyraz na druhém faddku (13.7) je shora odhadnut ¢islem nh, ostatni vyrazy v nerovnosti
vpravo konverguji pro k& — oo k 0: prvni a posledni vzhledem ke spojitosti f v bodech
Zo + h a zo, druhy a étvrty pro v8echna h € (0,1/n) vzhledem k fr = f na [a,b], nebot
konvergence v C([a,b]) je stejnomérna. Proto pro f dostavame (13.6) s © = xo, takze

f e An.

3. Nyni sta¢i podle Lemmatu 13.2.24 dokazat, ze komplement C([a,b]) \ A, je husta
mnozina pro vSechna n € N. Zvolme pevné n a popiSme, jak ke kazdé f € C([a,b])
sestrojit v C := C([a, b]) \ A, posloupnost funkei { fi} konvergentni k f. I kdyZ je to pro
f € C trividlni (sta¢i volit konstantni posloupnost s fi = f), udélame to najednou pro
jakoukoli f € C([a,b]). K tomu stac¢i ukdzat, jak k € > 0 nalézt g € C tak, ze ||f—g|| < e.
Funkci g sestrojime postupné: nejprve k f sestrojime ,,blizko“ funkci £ s odhadnutelnou
derivaci zprava a k této funkci pficteme ,malou pilovitou funkci“ s, tak, abychom dostali
g =1L+ s- ¢ A,. Nyni tuto ideu zpfesnime.

K dané funkci f najdeme analogicky jako v Prikladu 13.1.6 po ¢astech linearni funkci
£ tak, aby || f — £|lcc < €/2. Funkce ¢ m4 v kazdém bod& x € [a,b) vlastni derivaci
zprava a existuje M € (0,+o0) tak, e pro vSechna tato x je | ¢ (z)| < M. Nyni pro
kazdé m € N zvolme ekvidistantni déleni D € D(a,b), D = {a =to < t1-- < tam = b}
a v jeho délicich bodech polozme

_ €

smlts) 1= 5

(1-(-1)"), v=12,...,2m.

Funkce s, maji derivaci zprava ve vSech bodech z € [a,b) a absolutni hodnota této
derivace je konstantni; je rovna me/(b— a) a pro m — oo m4 limitu +oco. Nyni zvolime
za funkci s, funkci sp, s tak velkym indexem m, aby

(sm + €)' (z) >n pro viechna z € [a,b),

Polozime-li g := £ + sy, je g ¢ An a zérovenl ||f — g|loc < &. Tim je dokdzano, ze A, je
fidk4d mnozina pro kazdé n € N.
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Poznamenejme na zavér, ze existuji i funkce f € C([a,b]), které nemaji v kazdém
bodé z [a,b] derivaci (tedy ani vlastni, ani nevlastni), ale ty tvori v C([a,b]) mnoZinu
1. kategorie a jejich konstrukce je velmi slozita. Jak se pozdéji ukaze, kazda z téch funkci,
kterymi jsme se zabyvali v tomto pifikladu, je i funkci, kterd neni monoténni na zad-
ném otevieném intervalu I C [a,b]; monoténni funkce na I maji vlastni derivaci skoro
vsude v I.

13.3 Kompaktni prostory

Poznamka 13.3.1. Pfipomenme, Ze jsme se domluvili, Ze kazdou M C (P, g) lze
pfirozenym zptsobem chépat jako MP. Uvedme nejprve uZiteénou charakteristiku
pro oteviené a uzaviené mnoziny v M.

Lemma 13.3.2. Je-li A C M C (P,o), pak A je uzaviend v M, prdvé kdyz
existuje uzaviend F v P tak, 26 A= M NF. Je-lli AC M C (P,o), pak A je
otevrenda v M, pravé kdyz existuje oteviend G v P tak, Ze A= M NG.

Diikaz. Ziejmé stac¢i dokdzat pouze jedno z tvrzeni, nebot druhé dostaneme jed-
noduchou tuvahou o doplicich. Dokazme napt. tvrzeni o uzavienosti. Budeme
pracovat s uzavéry vzhledem k o v M a P, proto je rozliSime pfiddnim oznaceni
k pruhu, ktery znac¢i uzavér. Ziejmé je

—M —P
A =MnA |
—P
tedy za F lze volit uzavér A  mnoziny A v (P, 0). Snadno dokdZzeme i obracenou
B
implikaci: je-li F' uzaviend v (P,p),tj. F=F ,aA=MnNF,je

AcMnA cMnF =4,
ajetedyA:MﬂZP:ZM. O

Definice 13.3.3. Budeme fikat, Ze systém mnozin { M, },ca tvori pokryti mno-
ziny M, jestlize M C |J,c 4 Me. Jsou-li vSechny M, oteviené mnoziny, nazyvime
takové pokryti otevrenym pokrytim M.

Definice 13.3.4 (Aleksandrov, Uryson 1924*). Budeme fikat, Ze mnoZina
M C P je kompaktniv prostoru (P, g), jestlize z kazdého jejiho otevieného pokryti
lze vybrat kone¢né (pod)pokryti. Podrobnéji: Je-li systém {G,}oca otevienym
pokrytim M, pak existuji o, € A, k=1,2,...,m tak, ze M C |J;—; Ga,.

Poznamka 13.3.5. Lemma 13.3.2 ukazuje, Ze neni podstatné, je-li pokryti tvofeno ote-
vienymi mnozinami v M ¢i otevienymi mnozinami v P. Neni obtizné si rozmyslit, ze
Heine-Borelova véta (Véta 4.3.46) je z hlediska préavé zavedené kompaktnosti tvrzenim
o tom, Ze interval [a,b] je kompaktni. Koneéné poznamenejme, ze definice samoziejmé
zahrnuje definici kompaktniho prostoru, staci volit M = P.V plné obecnosti je spojovana
véta se jménem Lebesgueovym (dfive se pracovalo se ,spo¢etnymi pokrytimi“).
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Je zajimavé, ze k tvrzenim o kompaktnich mnozinach existuji casto ,dudlni tvr-
zeni“, ktera jsou s nimi ekvivalentni: UkaZeme to nejprve na nasledujici vété, ktera ve
skutecnosti tzce souvisi se samotnou definici kompaktniho prostoru.

Véta 13.3.6 (Riesz F. 1908*). Necht (P, o) je kompakini metricky prostor a
necht {Fo}aca je takovy systém uzaviengch mnoZin, Ze pro kaZdy koneény pod-
systém { Fo,, Foy, ..., Fo, } je (N ¥1Fa, # 0. Potom také

() Fa#0. (13.8)
a€cA
Diikaz. Budeme dokazovat sporem. Neplati-li (13.8), pak pro G, := P\ F, je
P=P\ () F.=|J(P\F.)= ] Ga,
acA a€cA a€cA

takze {G,} je otevienym pokrytim P. Pak by vSak existoval koneény podsystém,
pro ktery

m m m
k=1 k=1 k=1
coz je ve sporu s predpokladem véty a tim je jeji tvrzeni dokazano. O

Definice 13.3.7 (Fréchet 1906, Hausdorff 1914*). Rikéme, 7e prostor (P, o)
je totdalné omezeny, jestlize pro kazdé € > 0 existuje konecnd mnozina A, C P tak,
Ze pro vSechna z € P je dist(z, Ac) < €. MnoZiné A, se nékdy fikd e-sit, takze
definici lze vyjadiit i tak, ze (P, o) je totalné omezeny, ma-li pro kazdé ¢ > 0
konecénou e-sit.

Lemma 13.3.8. Totdlné omezeny prostor (P, ) je omezeny.

Diikaz. Zvolme e > 0 a sestrojme koneénou sit A, = {z1,...,x,}. Potom snadno
odhadneme diametr prostoru P

diam(P) < 2e + max{ o (z;,zx); 1 < j, k <n},
takze totaln€ omezeny prostor je omezeny. O
Véta 13.3.9. Kazdy totdiné omezeny prostor (P, o) je separabilni.

Diikaz. Sestrojme postupné koneéné e-sité A, pro e = 1/n,n € N. Potom je vSak
mnozina A = |J)7 | A; /n Spocetnym sjednocenim konecnych mnozin. Je to tedy
spocetnd a zaroven zfejmé hustd podmnozina (P, ). O

Poznamka 13.3.10. V literatufe lze nalézt tuto Zertovnou interpretaci: ,, Totdiné ome-
zeny prostor je mésto, které lze strezit konecnym poctem libovolné krdtkozrakych strazcu.“
Doporucujeme ¢tenafi, aby se nad ni zamyslel; je to dobra pomiicka k snadnému zapa-
matovani definice.
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Véta 13.3.11. Kazdy kompaktni prostor je totdlné omezeny, a tedy omezeny
a separabilni.

Diikaz. Uvazujme pokryti prostoru P systémem otevienych kouli { B(x,¢); = € P}
s danym e > 0. Pak vybereme koneéné podpokryti a stfedy vybranych kouli tvoii
kone¢nou e-sit prostoru P. Zbytek je dusledkem predchézejicich tvrzeni. O

Véta 13.3.12. Je-li M C P kompaktni v (P, 0), pak je M uzaviend.

Diikaz. Podle definice sta¢i dokazat, ze P\ M je oteviend mnozina. Je-li x € P\ M,
pak pro kazdé y € M lze nalézt ry, > 0 tak, ze

B(x,ry)ﬁB(y,ry) :(2)5

sta¢i napf. volit 0 < r, < o(x,y)/2. Koule B(y,r,) pro y € M tvofi oteviené
pokryti M, ke kterému lze najit koneéné podpokryti {B(yx, 7y, ); k = 1,...,n}.
Potom pro 0 < r < min{r,,; k=1,...,n} je B(xz,r) N M = 0 a koule B(z,r) je
okolim z, pfi¢emz je B(z,r) C P\ M. O

Poznamka 13.3.13. Velmi dulezité jsou véty, které charakterizuji kompaktni
mnoziny v konkrétnich metrickych prostorech. Tak napf. podmnozina diskrétniho
prostoru je kompaktni, prave kdyz je konecnd. Zpravidla vsak jsou charakteristiky

vz

kompaktnosti v obvykle studovanych prostorech podstatné slozitéjsi.

Jiz vime, ze kazd4 kompaktni mnozina M je omezenéd a uzaviend, avsSak od-
tud obecné kompaktnost M neplyne; viz dale Véta 13.3.26 a Priklady 13.3.27.
Nicméné vSechny pojmy, které k uzitenym obecnym charakteristikam kompakt-
nosti potfebujeme, jiz mame. Nejprve uvedeme jinou variantu Cantorovy véty.

Véta 13.3.14 (Cantor 1872*). Necht (P, o) je kompakini prostor a { A, }$° ne-
rostouct posloupnost neprazdnych uzavrenych mnozin v P, tj. Apy1 C Ay, n € N.
Potom

oo
A= m A, je neprdzdnd mnozina?).
n=1

Dikaz. Tvrzeni je disledkem Véty 13.3.6, nebot priinik libovolného kone¢ného
podsystému mnoZin Ay je neprazdny. Dukaz lze vSak provést pfimo stejnym zpu-
sobem jako dikaz Véty 13.3.6. O

Poznamka 13.3.15. Ctenaf by si mél povsimnout, Ze tato verze Cantorovy véty ,vice
navazuje“ na Vétu 2.4.1 (princip vlozenych intervali). Je zajimavé, ze k ni existuje dudlni
tvrzeni, jehoZ autorem je FELIX EDUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871 — 1956):

4) O oznaceni a dataci véty viz Poznamku 13.2.12.
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Véta 13.3.16 (Borel 1894™). Necht (P, o) je kompaktni prostor a {Gi}1° je posloup-
nost otevienych mnozin v P takovd, Ze P = Ug~, Gi. Potom existuje m € N tak, Ze

P =

Cs

G . (13.9)

k=1

Dukaz této véty prenechame Ctenari: muze vyjit jak z Definice 13.3.4, tak i z Véty 13.3.14,
dikaz z definice je vSak velmi jednoduchy.

Lemma 13.3.17. KaZdd uzaviend mnozZina M C P je v kompaktnim prostoru
(P, 0) rounéz kompaktni.

Diikaz. Tvoii-li systém {G,;a € A} v prostoru P oteviené pokryti mnoziny M,
je {Go;a € A}U{P\ M} oteviené pokryti P. Kone¢né podpokryti M sestrojime
tak, Ze vybereme kone¢né pokryti P a pak z néj odstranime P\ M. O

Nésledujici véta zobecniuje dalsi z ,,hlubsich vét“; porovnejte ji s Vétou 4.3.31,
kterou z ni obdrzime jako jednoduchy dtsledek.

Véta 13.3.18. Necht f : (P,0) — (Q,0) je spojité zobrazeni a P je kompaktni.
Potom je i obraz f(P) kompaktni.

Diikaz. Zvolme libovolné oteviené pokryti {G.;« € A} obrazu f(P). Potom sys-
tém {f~1(G,); a0 € A} tvoii oteviené pokryti P a lze vybrat aq,...,a, tak, Ze

P:Ufil(Gak)a a proto f(P)CUGak
1 1

Tak jsme nasli potfebné kone¢né pokryti f(P). O

Dusledek 13.3.19. Je-li M C P kompaktni v prostoru (P, o) a f : M — R je
spojita, pak je funkce f omezend a nabyvd na M svého mazxima a minima.

Diikaz. Staci uvazit, ze f(M) je kompaktni a tedy je omezenou a uzavienou mno-
zinou v R. Proto je i sup f(M) € f(M), inf f(M) € f(M) a jsou to realnd disla.
Tim je tvrzeni dokazéano. O

Poznamka 13.3.20. Pro prostor s vSech posloupnosti redlnych ¢isel z Prikladu 12.3.41
dokazuje predchazejici vétu a jeji diisledek opét jiz Fréchet v praci [7].

Poznamka 13.3.21. V této souvislosti je zajimavé, ze je-li A C (P, o) neprazdné kom-
paktni mnozina, mé kazdy bod z € P\ A v A ,nejblizsi bod“, tj. takovy bod zg € A,
pro ktery

da(z) = o(z,x0).

Bod zo s touto vlastnosti vS§ak nemusi byt jediny. Podobny vysledek 1ze formulovat pro
vzdalenost dvou mnozin: Je napi. lehké sestrojit disjunktni mnoziny A, B € R? (dopo-
ruc¢ujeme Gtenafi, aby si nac¢rtl obrdzky), jejichz vzdalenost je 0 a tloha je jen o trochu
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tézsi, maji-li byt tyto mnoziny uzaviené. Ma-li vSak byt navic alespon jedna z mno-
zin A, B kompaktni, snadno lze ukéazat, Ze tloha jiZz neméa fesSeni. Je-li napf. mnozina
A kompaktni, je

dist(A, B) = inf{dp(z); x € A},
a jde tedy o infimum spojité funkce na kompaktni mnoziné. Tohoto infima se nabude
alespoil v jednom bodé xo € A a jeho hodnota je kladna. Pokud by to byla 0, lezel by
bod o i v B = B a mnoziny A, B by nebyly disjunktni.

Véta 13.3.22 (Hausdorff 1914). Prostor (P, o) je kompakini, prdvé kdyZ je
Uplny a totdlné omezeny.

Dukaz. Dokédzeme obé implikace. Nejprve predpokladejme, ze P je kompaktni.
Pak je podle Véty 13.3.11 totalné omezeny. Zbyva tedy dokazat tplnost P. Necht
{zn} je cauchyovska posloupnost. Definujme mnoziny

Ay = {xp; k> n};

pak jsou vSechny A,, uzaviené a ziejmé A, .1 C A, C P, n € N. Proto podle
Véty 13.3.14 existuje bod = € P, lezici v priniku ()2 ; A,.

Ukazeme, 7e x, — x. Zvolme € > 0 libovolné a zvolme k € N tak, aby pro
v8echna m,n > k platilo o (z,, z,) < €/2. ProtoZe x € Ay, lze nyni zvolit bod

Tm s m >k tak, ze o (., x) < €/2, a tedy podle trojihelnikové nerovnosti
0(@n, ) < 0(Tn, Tm) + 0 (Tm, @) <e

pro vSechna n > k. Proto je x,, — x a P je uplny.

Obréacenou implikaci dokdZzeme sporem. Necht P je tplny a totdlné omezeny,
avSak nikoli kompaktni. Pak existuje oteviené pokryti { G,;v € I' } prostoru P,
z néhoz nelze vybrat konecné podpokryti prostoru P. Z totalni omezenosti P
vyplyva, ze pro kazdé kladné e, z posloupnosti {ex}, e — 0, existuje koneénd
ex-sif. Z ep-sité sestrojime pro kazdé k € N systém Sy vSech uzaviengch kouli
se stiedy v bodech g;-sité a o poloméru . Mnoziny M z S pokryvaji P a pro
kazdou je diam (M) < 2gy, pFi¢emZ e, — 0. Nyni existuje alesponl jedna mnozina
M € &, kterou nelze pokryt koneéné mnoha mnozinami z { G }. Oznaéme ji D;.

MnozZiny kone¢ného systému {D; N M ; M € Sy} pokryvaji Dy, jejich primeér
nepievysi 2e5 a alespon jedna z nich neni opét pokryta zadnym konecénym pod-
systémem {G,}. Oznacme ji Ds. Nyni je snad jiz ¢tenédfi zfejmé, jak induktivng
definujeme {Dy}, pfi¢emZ pro vSechna k € N je Diy1 C Dy, diam (Dy) < 2y,
er — 0, a Di nelze pro zadné k € N pokryt zadnym koneénym podsystémem
{Gysverl}

Zvolime z,, € D,,, n € N. ProtoZe £, — 0, je posloupnost {x,} cauchyovsks,
a tedy existuje x € P, x,, — x, nebot P je uplny. Bod z je pokryt alespon jednou
mnozinou G, a ta obsahuje B(x,r) pro vhodné r > 0, avSak pro vSechna k € N
s diam(Dy) < 2e, < r je D, C B(x,r) a to je spor, nebot pak je D, C G,.
Prostor P je tedy kompaktni. O
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Poznamka 13.3.23. Radu diikazi tvrzeni o funkcich z C([a,b]) jsme zalozili na tom,
7e z omezené posloupnosti v R Ize vybrat konvergentni posloupnost. Abychom mohli
napf. snadno modifikovat takové dikazy pro obecné MP, potiebovali bychom mit ta-
kovouto vlastnost k dispozici i v MP. To motivuje naSe dalsi usili o dikaz ekvivalentni
podminky pro kompaktnost M C (P, ). Ukazuje se, Ze to neni obtizné.

Definice 13.3.24 (Fréchet 1906*). Je-li M C (P, o), pak nazyvame M sek-
vencidlné kompaking, jestlize z kazdé posloupnosti {z,} bodd z M lze vybrat
posloupnost konvergentni v M.

S ohledem na nasledujici tvrzeni neni tato terminologie prekvapiva. Ziejmé
staci uvedené tvrzeni dokazat pouze pro prostor (P, ).

Véta 13.3.25. Necht (P, o) je MP. Potom P je sekvencidlné kompakini, prdvé
kdyz je kompakitns.

Dukaz. Predpoklddejme nejprve, ze P je sekvenciadlné kompaktni. Podle pted-
chézejiciho tvrzeni staci dokazat, ze pak je P uplny a totalné omezeny. DokaZzme
nejprve tplnost P: je-li {z,} cauchyovska, lze z ni diky sekvencidlni kompaktnosti
vybrat konvergentni {x,, }?° ,, z,, — x € P a zfejmé x,, — x: Je-li ¢ > 0 voleno
libovolng, existuje k € N tak, Ze pro vSechna m,n > k je o(xm,x,) < /2.
Zvolime-li nyni takové x,,, aby platilo m > k a o(z,z,,) < €/2, je zfejmé
o0(z,zy) < 0(x,2m) + 0(Tm, zn) <e.

Pro diikaz totalni omezenosti P dokazme ekvivalentni tvrzeni: neni-li P totalné
omezeny, pak neni sekvencidlné kompaktni. Necht k jistému & > 0 neexistuje
koneéna e-sit. Definujme induktivné {z,} tak, Ze o (2n,zm,) > € pro vSechna
n # m, a to takto:

Zvolme libovolné z; € P. S ohledem na to, Ze {1} nemiize byt e-siti v P,
existuje x5 tak, Ze o (21, x2) > €. Obecné, je-li jiz zvoleno n prvka P, pak existuje
x € P tak, ze dist(z,{z1,...,2,}) > €, a lze definovat x4 := x. Nyni v8ak
zadna vybranda posloupnost z {z, } neni cauchyovskd, a proto neexistuje ani zadna
vybrand konvergentni podposloupnost. Dokazali jsme, Ze prostor neni sekvencialné
kompaktni.

Je-li P kompaktni a {z,,} je libovolnd posloupnost bod z P, postupujeme
jako pfi dtikazu Tvrzeni 13.3.22: Polozime A,, := {z; k > n}. Potom je podle
Cantorovy Véty 13.3.14 mnozina

A= flen

neprazdné a snadno k « € A sestrojime vybranou posloupnost {z,, }3>, tak, ze
X, — T pro k — oo: Vybereme z,,, € Ay tak, aby o (2, ,x) < 1 a postupujeme
induktivné dale. Pokud jsme naposled vybrali z,,. € A, tak, ze o (2., z) < 1/r,
vybereme 1,41 > n,, pro néz x, ., € Ay11 a o(xy, ,,x) < 1/(r + 1). Pak ale
{zn,} je hledana vybrana posloupnost konvergentni k z. O
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Véta 13.3.26. Necht m € N. Potom je mnoZina M C R™ kompaktng, pravé kdyz
je omezend a uzaviend.

Diikaz. Omezenost a uzavienost kazdé kompaktni mnoziny plyne z jiz dokdzanych
tvrzeni 13.3.11 a 13.3.12. Obracené, jestlize je M C R™ omezena a uzaviend, pak
pro posloupnost {z,,} bodf z R™ (zna¢ime x,, = [z},...,2™]) snadno sestrojime
vybranou posloupnost {z,,}%2,; z posloupnosti {z,} tak, Zze konverguji prvni
slozky, tj. posloupnost {}, }%2,, nebot i {x},} je omezend. Z posloupnosti {z,, }
vybereme posloupnost tak, aby konvergovaly druhé slozky, atd. Po m krocich
tak ziskdme posloupnost {yx} vybranou {z,} konvergentni ,po slozkich®, tedy
konvergentni i v R™ a také v M, protoze M je uzaviend mnozina. ProtozZe je
mnozina M sekvencidlné kompaktni, je i kompaktni. O

Piiklady 13.3.27. 1. V prostoru m vSech omezenych posloupnosti realnych ¢isel se
supremovou normou nend uzaviena jednotkova koule kompaktni, nebot z posloupnosti
{zn}, kde
zn :=90,...,0,1,0,... },
——

n—1

nelze vybrat konvergentni podposloupnost. Ziejmé
[zx — illc =1 pro k#1,

a tedy zadna podposloupnost {x,} neni ani cauchyovska.
2. Stejnym zpusobem dokdzeme, Ze i v prostoru C([0,1]) neni uzaviend jednotkova

koule K(0,1) kompaktni. Konstrukei fn. € C([0,1]) s analogickou vlastnosti provedeme
napi. takto (kreslete si obrézek): zvolme fi tak, Ze

fot) =0prote[0,1]\ (1/(k+1),1/k), keN.

V pilicim bodé intervalu [1/(k+1),1/k] polozme hodnotu fi rovnu 1 a pak spojité dode-
finujme fy linedrné na obou zbyvajicich intervalech. Snadno nahlédneme, ze || fr — fi|| = 1
pro fi # fi. AvSak z posloupnosti { f, } nelze vybrat konvergentni podposloupnost, nebot
opét zaddna podposloupnost nespliiuje Bolzano-Cauchyho podminku.

Definice 13.3.28. Necht M C (P, p). Rikdme, Ze zobrazeni f : M — (Q,0) je
stejnomerne spojité na M, jestlize

(Ve >0) (36 > 0) (Vo,y € M; o (x,y) <0) (o(f(), f(y)) <e). (13.10)

Jak vidime, je to analogicka definice (tj. je ,stejnd jako v R'“), nicméné za-
tim vime o MP pfilis méalo, abychom s ni mohli dobfe pracovat; pfipomenme, ze
prvni véta, kterou jsme o stejnomérné spojitosti v R! = R dokézali, byla o spo-
jitosti na uzavieném intervalu a sama uzavienost mnoziny nesta¢i (napf. funkce
22 na R! nent stejnomérné spojita. Dokonce i p¥i zkoumani spojitosti v bodé MP
muZeme mit obtiZze, teoreticky jsme vsak jiz na vySetfovani spojitosti funkci na
R™ pro m > 1 pripraveni. Poznamenejme nakonec, Ze stejnomérnd spojitost nent
topologicka vlastnost.
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Tvrzeni 13.3.29. Necht M C (P, o). Zobrazeni f : M — (Q,0) je stejnomérné
spojité na M, pravé kdyz

(zr,yr € M, o (zr,yx) — 0) = (o(f(zx), flyr)) — 0). (13.11)

Diikaz. Piedpoklddejme nejprve, Ze je splnéna podminka (13.10) a o (zg, yx) — 0;
pak k € > 0 nalezneme () > 0 a k nému n € N tak, aby o (zx,yr) < d(¢) pro
v8echna k > n. Odtud dostaneme o(f(zx), f(yr)) < € pro véechna k > n, z éehoz
jiz plyne (13.11).

Neni-li splnéna podminka (13.10), existuje g9 > 0 tak, Ze pro vSechna ¢ > 0
lze nalézt body z,y € M, pro které ¢ (z,y) < ¢ a soucasné o(f(z), f(y)) > eo.
Pro kazdé k € N lze tedy zvolit body zx,yx € M, o(zk,yx) < k1, pro které
o(f(zk), f(yx)) > €o. Pak vSak zfejmé

o(xr,yr) = 0, asoucasné o(f(zx), f(yr)) /0. (13.12)
Tim je dikaz ekvivalence podminek (13.10) a (13.11) dokoncen. O

Véta 13.3.30 (Heine 1872, Fréchet 1906*). Redlnd funkce f spojitd na kom-
paktni mnoziné M C (P, o) je stejnomérné spojitd na M.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme opét sporem: Stejné jako v dikazu Tvrzeni 13.3.29
sestrojime posloupnosti bodd zy,yr € M, pro néz plati (13.12) (o(x,y) je nyni
|z —y|). Protoze M je kompaktni, lze vybrat z {z)} podposloupnost konvergentni
k néjakému bodu x € M; lze tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze existuje
lim z; = z. Protoze

o(@,yx) < o(@, k) + 0 (xkyk) — 0,
je také lim y, = x. Ze spojitosti f v bodé = plyne

Tim |f(@) ~ )] = | £(z) ~ F(x)| = 0.
coz je ve sporu s (13.12) a tvrzeni Véty 13.3.30 je dokazéno. O

Poznamka 13.3.31. Ctenai by mé&l porovnat piedchézejici (v podstaté Fréchetiiv) dii-
kaz s ditkazem Heineho Véty 11.1.3, nebot ,jobecny* dikaz je patrné prehlednéjsi. Je
vhodné si uvédomit, ze véta plati napf. pro libovolny uzavieny interval

]:[al,b1] X [ag,bg} X e X [am,bm] CRm.

To se vyuziva pfi dikazu existence ,vicerozmérného“ Riemannova integralu ze spojité
funkce na I.

Podle Véty 13.3.26 je v R™ kazda omezend a uzaviend mnozina kompaktni.
Analogické tvrzeni prostoru C([ a, b]) neplati, a tak vznika pfirozend otazka: Které
mnoziny M C C([a,b]) nebo obecnéji M C (P,p) jsou kompaktni? K tomu
vyuZijeme pojem stejné spojitosti, kterou zavedl GIULIO AsScoLI (1843 — 1896)
v souvislosti se studiem konvergence posloupnosti spojitych funkeci.
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Definice 13.3.32 (Ascoli 1883*). Necht M C (P, o) a necht F(M) je systém
funkei f : M — R. Rikédme, ze funkce z F(M) jsou stejné spojité na M, jestlize
je splnéna podminka

(Ve > 0)(36 > 0)(Vf € F(M))(Vz1, z2 € M)(0(z1,22) <d=|f(z1)— f(22)| < €).

Poznamka 13.3.33. Z Definice 13.3.32 vyplyva, ze vSechny funkce f € F(M)
jsou (stejné) stejnomérné spojité na M. Podobné fikdme, ze funkce ze systému
F(M) jsou stejné omezené, existuje-li K € R takové, Ze pro vSechny funkce
feF(M) a vechna z € M je |f(xz)] < K. Pro struénost budeme nékdy ¥i-
kat kratce ve zfejmém vyznamu, ze systém funkci F(M) je stejné spojity nebo
stejné€ omezeny.

Véta 13.3.34 (Ascoli1883*). Necht M C (P, o) je kompakini. Potom uzaviend
podmnozina F(M) prostoru C(M) vsech spojitych funkci na M je kompakitni,
pravé kdyz je systém F(M) stejné omezeny a stejné spojity.

Diikaz. Nejprve budeme predpokladat, ze F(M) je kompaktni. Pak je systém
F (M) totélné omezeny a tedy (stejné) omezeny podle Véty 13.3.11. Musime jesté
ukdzat, Ze je zaroven stejné spojity. Z totalni omezenosti F (M) plyne, ze k danému
e > 0 existuje konecna (¢/3)-sit A = {f1,...,fm} C F(M). Ze stejnomérné
spojitosti funkci fi, které je dusledkem Véty 13.3.30, plyne existence & > 0 tak,
zeprok=1,...,m je

(z,y € M, o(x,y) <dr) = (| falx) — frly)| <e/3).

Polozme 6 = min{d;; k = 1,...,m} a zvolme libovolnou f € F(M). K f nalez-
neme fy, € A, pro kterou je || f — fi, | < £/3. Nyni zfejmé

($7y€Ma Q(xay)<5) = |f(x)7f(y)|§

< 1F@) = Fro @)+ 1o (@) = Fro )] + [ )@)€ 5+ 5+ 5 =<,
takze systém F (M) je stejné spojity.

Nyni ukdZeme, ze F (M) je sekvencidlné kompaktni, je-li stejné omezeny a stej-
né spojity. Jelikoz je F (M) uzavieny, stac¢i dokazat, ze z kazdé posloupnosti funkei
{fr} z F(M) lze vybrat cauchyovskou podposloupnost. Podle Véty13.3.11 je kom-
paktni prostor totidlné omezeny a je podle Véty 13.3.9 separabilni, existuje tedy
spocetnd mnozina T C M, kterd je hustd v M. VsSechny jeji prvky sefadime
do (prosté) posloupnosti {tx}. Nyni budeme postupné vytvafet vybrané pos-
loupnosti: {f11, f12, f13,-- .} je vybrana posloupnost z { f}, které je konvergentni
v bodé t1, {fa1, fo2, f23,...} je vybrana posloupnost z {fix};>, konvergentni
v bodé t5, atd. Obecné v m-tém kroku vybereme z posloupnosti { f,—1)x } 72 Po-
sloupnost { fx } 22, tak, aby konvergovala v bodé t,,. Pov§imneme si, ze { fir} 72,
konverguje na mnoziné {t1,ta,...,tm}.
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Nyni vytvofime diagonalni posloupnost {gm} = {fmm oo_1, vybranou z po-
sloupnosti {fx} a ukdzeme, Ze tato diagondlni posloupnost je cauchyovska. Vyu-
Zijeme stejné spojitosti funkei f € F(M). Pro € > 0 zvolime kone¢nou mnozinu
T. C T tak, Ze tvoii e-sit mnoZziny M. Nyni zvolime k € N tak, Ze pro posloupnost
{g'rn};ﬁzl je

VteT)(mn >k = |gm(t) —gn(t)| <e).

Nyni pro kazdé x € M existuje vhodné t € T, tak, ze

|gm (%) = gn(@)] < 1gm (2) = gm (t)] + [gm (t) = gn(t)] + [gn(t) — gn ()] < 3€.

Odtud vyplyva, Ze je splnéna Bolzano-Cauchyho podminka pro posloupnost {g., }
vybranou z {fx}, a tedy ¢,, = na M. O

Poznamka 13.3.35. Jiz na samém zacatku vykladu o redlnych ¢islech jsme se setkali
s kompaktnosti, aniz jsme o tom hovotili. Vnotili jsme totiz R do R* a tak jsme dosahli
sekvencialni kompaktnosti: pridali jsme ,,chybéjici hromadné body*“. Ukazuje se tedy, ze
je R jistym ,zkompaktnénim“ R, coz je$té zpiesnime:

Je-li (P, ) podprostorem (Q,0), P = Q a Q je kompaktni, nazyva se (Q,0) kom-
paktifikace (P, p). Je tedy R* kompaktifikaci R. Stejného efektu bychom dosahli pfi-
dédnim , jediného nekone¢na“: ozna¢me ho co* a definujme lim,,— oo T, = 0¥, jestlize
limp—oo |Zn | = +00. Zkuste si tento ptiklad rozmyslet dfive, nezli zacnete Cist dalsi
odstavec. Pro nedostatek mista budeme velmi stru¢ni, ¢tenafe odkazujeme napt. na [5],
str. 744.

V R™ bychom mohli provést stejnou tvahu a definovat mnozinu R™ = R,, U {o0},
pfi¢emz pro z™ € R™, n € N, definujeme lim,, o " = 00, jestlize lim, . ||2"]|2 = 0.
Doufam, Ze se Gtenaf po promysleni piedchézejiciho piipadu s R zorientuje a dvoji
vyznam symbolu co ho nezmate. Pravem by se vSak mohl citit poskozen, nebot jsme
sice de facto pouzili jako okoli bodu co v R™ mnoziny

Us(o0) :={z € R™; [[z]| > e},

aviak na R™ jsme nedefinovali z4dnou metriku. To lze napravit napf. tak, Ze definu-
jeme vzdalenost pomoci stereografické projekce; pro jednoduchost to provedeme v R2.
Uvazujme v R? sféru S o rovnici 2> + u® + v = 1. Bodu [z,y] € R? piifadme bod
[2,9,0] € R® a uréeme prisecik p¥imky, uréené timto bodem a bodem [0,0,1]. Jeji
prusecik s uvazovanou sférou mé souradnice

2z 2y 2 +y? -1

23172er2+17 uzx2+y2+1’ U_m2+y2+1'

Pomoci téchto vztaht je uréeno zobrazeni f : R? — S. Ziejmé v € [;1, 1) a zobrazeni
fjena S\ [0,0,1]. Definujme jesté f(co) = [0,0,1] a pro [r,s] € R? polozme vzda-

lenost o (r,s) v R? rovnou vzdalenosti obrazti f(r) a f(s) v R®. Pak ¢ je metrika na
kompaktifikaci R2.

Daleko 1épe se v tomto pripadé pracuje s topologii. Definice kompaktniho prostoru,
kterou uzivame, je zalozena pouze na topologickych pojmech, takze se snadno pienese
i do topologickych prostoru. Existuje-li ke kazdému bodu prostoru okoli, jehoz uzavér je
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kompaktni, pak fikame, ze prostor je lokdlné kompakini. Pomoci okoli bodu lze snadno
popsat topologii 7 topologického prostoru (X, 7). Je-li prostor (X, 7) lokdlné kompaktni,
existuje jeho kompaktifikace (Y, 7’) takova, Ze Y \ X je jednobodovad mnoZina. Tento
bod se obvykle znaéi co a staéi popsat jeho okoli: ty vSak definujeme jako rozdily Y \ K,
kde za K volime kompaktni mnoziny v (X, 7).

Véta 13.3.36. Je-li [ prosté spojité zobrazeni kompakiniho prostoru (P, ) na
metricky prostor (Q, o), je inverzni zobrazeni g := f~' rovné# spojité a oba pro-
story jsou homeomorfni.

Diikaz. Je-li F C (P, p) uzavfend mnoZina, je podle Lemmatu 13.3.17 kompaktni.
Jeji obraz H := f(F') je podle Véty 13.3.18 kompaktni, a tedy podle Véty 13.3.12
uzaviend mnozina v (@), o). Proto pro inverzni zobrazeni g jsou vzory vSech uza-
vienych mnozin v (Q, o) uzaviené mnoziny v (P, o) a g je spojité podle Véty 12.5.7.
Zobrazeni f je tedy homeomorfismem a oba prostory jsou homeomorfni. O

13.4 Souvislost

Tato partie je uziteéné napft. pii vySetfovani funkci vice proménnych a jesté podstatnéji
pfi studiu funkci komplexni proménné.

Definice 13.4.1. Rikdme, Ze prostor (P, o) je souvisly, pokud neezistuji neprazd-
né disjunktni oteviené mnoziny G1,Gs v P tak, ze P = G, U Gs.

Poznamky 13.4.2. 1. Souvislost mnoziny se definuje pomoci jiz vicekrat pouzité timlu-
vy: mnozina M C (P, g) je souvisld, je-li (M, p) souvislym podprostorem prostoru (P, o).
2. Je zfejmé, ze obé mnoziny G1, G2 z predchozi definice jsou i uzaviené, protoze jejich
komplement v P je oteviena mnozina. Je-li ) # A # P obojetnd mnoZina, pak volba
G1:= A, Gz := P\ A, ukazuje, Ze prostor (P, ¢) neni souvisly. Odtud vidime, Ze prostor
(P, 0) je souvisly, pravé kdyz obojetnymi mnoZinami v P jsou pouze mnoziny () a P.

3. Jednobodova podmnozina MP je vzdy souvisl, nebot neni sjednocenim disjunktnich
neprazdnych mnozin.

4. Zadné alespon dvoubodova podmnozina diskrétniho prostoru neni souvisla.

Umluva 13.4.3. Mnoziny G1,G5 z definice, které jsou neprazdné, disjunktni,
oteviené a pro které G; UGy = P, tvori rozklad nesouvislého prostoru na obojetné
mnoziny. Pro struénost ho budeme nazyvat o-rozklad. V symbolické formé pro tyto
mnoziny je

G1,Go C P, G1,Go ?é @, G1,Go jsou oteviené,
GiNGy =0, GiUGy=P.

Véta 13.4.4. Neprdzdnd mnozina M C R je souvisld, prdavé kdyZ je M interval
nebo jednobodovd mnoZina.
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Diikaz. Omezime se na alespoii dvoubodové mnoziny. Nejprve dokazeme: Neni-li
mnozina M interval, existuje jeji o-rozklad. Necht tedy existuji body a,b, ¢ tak,
zea,be M,a<c<bacg M. Pak ale

Gi:=MnN(-o00,c) a Go:=MnN(c,+0)

je o-rozklad M a mnozina M neni souvisla.

Pfedpoklddejme nyni, Ze M C R! je interval; sporem dokdZeme, ze M je
souvisld mnozina. Necht existuje o-rozklad M, tvofeny mnoZinami G, G a necht
a € G1, b € Gy, a < b. Jelikoz je M interval, je t € M pro vSechna a < ¢t < b.
Polozme

c=sup{te€la,b];teG}.

Ziejmé bod c lezi v [a,b], a tedy ¢ € M. Je-li ¢ € G, existuje d; > 0, pro néz
(¢ —01,c+ 01) C G1, nebot G; je oteviend. Potom vSak ¢ nemtze byt supremem
G1, ¢imz dostavame spor. Je-li ¢ € G, je ¢ > a a existuje takové do > 0, Ze
(¢ — d2,¢+ d2) C Go, protoze Go je oteviend. Existuje proto t € Gy v intervalu
(c—d2,c] a Gy NGy # B, coz je opét spor. Tim je Véta 13.4.4 dokédzéna. O

Véta 13.4.5. Necht f: (P, p) — (Q,0) je spojité zobrazeni a necht P je souvisly
prostor. Potom f(P) je souvisld mnozina v (Q,0).

Diikaz. Pokud by Gy, Go tvoiily o-rozklad f(P), je f~1(G1), f~*(G2) o-rozklad
P, coz dava potfebny spor. O

Dusledek 13.4.6. Nekonstantni spojitda redlnd funkce f na souvislém prostoru
(P, 0) md Darbouzovu vlastnost, tj. pro kazdé dva body y1,y2 € f(P), y1 < ya2, a
kazdé ¢, y1 < ¢ < ya, ezistuje bod x € P, pro ktery f(z) = c.

Diikaz. Podle Véty 13.4.5 je f(P) souvisld mnozina v R, a tedy podle Véty 13.4.4
je to interval. Ten spolu s body y1,y2 obsahuje i v8echna ¢ € [y1,y2], tedy i bod
c. Staéi tedy volit z € f~1(c) # 0 a dostaneme f(z) = c. O

Poznamka 13.4.7. Snadno se ukaze, Ze Darbouxova vlastnost spojitych funkci na
(P, o) charakterizuje souvislé prostory. Pokud totiz (P, o) neni souvisly prostor, existuje
jeho o-rozklad P = G1 U G2. Definujeme-li funkci f na P tak, ze f(G1) =0, f(G2) =1,
je tato funkce podle Véty 12.5.7 spojitd a nemé Darbouxovu vlastnost.

Pfipomenme, Ze jsou-li z, y body linearniho prostoru X, je tisecka xy mnozina bodu

{z =tz + (1 —t)y;tc[0,1]}®). Je vytvofena pomoci zobrazeni f : t — X intervalu
[0,1], kde

ft)y=tz+(1—ty, teR. (13.13)

Je-li X normovany linedrni prostor, je zobrazeni f v (13.13) spojité, protoze

1f@) = f)] = Itz + (1 = t)y) — (uz + (1 —w)y)|| < [t —ul (=] + lyl) -

5) Je-li x # y, nazyvame =, y krajnimi body této tsecky.
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Dusledek 13.4.8. KazZdad usecka v normovaném linedrnim prostoru je souvisld
mnozina.

Lemma 13.4.9. Necht {Ay;vy € I'} je systém sowvislych mnozin v prostoru (P, o)
a necht prinik viech téchto mnozin je neprdzdny. Potom je A = A, souvisld
mnozina.

yerl

Diikaz. Postupujeme opét sporem: obsahuje-li A jediny bod, tvrzeni plati. Je-li
G1, G4 o-rozklad A, lezi spoleény bod vSech A, v jedné z téchto mnozin. Necht je
to G1. Pak Gy mé neprazdny priinik s alespon jednou A,; ozna¢me ji A, . Pak
vsak mnoziny

AyNGy a A,yNGy

tvoii o-rozklad A.,, coz je spor se souvislosti A, . O

Dusledek 13.4.10. Jsou-li souvislé mnoZiny { Ay }ren takové, Ze AN Agr1 # 0
pro viechna k € N, jsou souvislé i mnoziny |J;_, A pro viechna n € N a také
mnoZina | Jpo, Ag.

Diikaz. Podle Lemmatu 13.4.9 jsou souvislé mnoziny Ay U As, (A1 UA2)UAs, ...
indukci snadno dokéZeme souvislost mnozin B,, := UZ=1 Ay pro vSechna n € N,

Dale je Up—; Ax = U~ By, coZ je souvisld mnozina, protoze Ay C (., B,. O

Poznamky 13.4.11. 1. Je-li A C R™ a z¢ € A takovy bod, Ze pro kazdy bod = € A
lezi tisecka xox v A, pak je A podle Lemmatu 13.4.9 souvisld mnozina. Takové mnoziny
se nazyvaji hvézdovité (vzhledem k xo).

2. Pfipomernime, ze A C R™ je konvexni, obsahuje-li s kazdymi dvéma body x, y i Gsec-
ku zy. Konvexni mnozina A je hvézdovitd vzhledem ke vSem svym bodim a je proto
souvisla.

3. V Prikladu 13.2.14 jsme sestrojili spojité zobrazeni ¢ intervalu [0,1] na uzavieny
jednotkovy &tverec S := [0,1] x [0,1] C R2. Toto zobrazeni ¢ neni prosté. Snadno
nahlédneme, ze rozdil S\ E, kde E je mnozina vSech vrchold ¢tverce S, je hvézdovita
mnozina vzhledem k jeho stfedu (je to dokonce konvexni mnozina). Pokud by bylo
zobrazeni ¢ prosté, bylo by podle Véty 13.3.36 homeomorfismem a vzor mnoziny S\ F
by musel byt souvislou mnozinou, tedy intervalem. Mnozina [0,1]\ ¢~ '(E) m4 vsak
alespon tfi komponenty, coz dava spor. Je to patrné jednodussi nezli dokazovat, ze
naptiklad
(1/6) = p(1/2) = (5/6) = [1/2,1/2].

To vede ke zdanlivému paradoxu: bodu intervalu [0,1] se zdd byt ,vice* nez bodi
jednotkového ctverce S.

Véta 13.4.12. Je-li mnoZina A C (P, 0) souvisld, je také sowvisld kaZdd mnoZina

B, pro kterou je A C B C A. Specidlné: uzdvér souvisleé mnoZiny je souvisld
mnozina.

Diikaz. Provedeme diikaz sporem. Je-li A jednobodova, tvrzeni plati. Necht G1, G
tvori o-rozklad mnoziny B. Protoze mnozina A je souvisla, musi byt ¢asti jedné
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z mnozin G; N A nebo G N A; pokud by obé mnoziny byly neprizdné, byly
by mnoziny G; N A, G3 N A o-rozkladem A a dostali bychom spor. Necht tedy
napt. A C Gy a AN Gy = 0. Pak viak i A N Gy = 0 a protoze B C A, je také
B N Gy = 0; proto Gy, G2 neni o-rozkladem B. Nalezeny spor dokazuje tvrzeni
lemmatu. 0

Piiklad 13.4.13. Funkce f(x) = sin(z™') je spojitd na R\ {0}. Sjednocen{ jejiho grafu
G s libovolnou neprazdnou podmnozinou A tsecky S s koncovymi body [0,—1]a [0,1]
je souvislou podmnozinou R?. Graf G, restrikce fi = f|(0,00) je obrazem intervalu a
je tedy souvisly. Kazdy bod usecky S lezi v uzavéru mnoziny Gy, . Podle Véty 13.4.12
je Gy, U A souvisld mnozina. Analogické tvrzeni plati i pro restrikci f2 := f|(—o0,0).
Sjednoceni souvislych mnozin s neprazdnym prunikem je souvislda mnozina, z ¢ehoz jiz
vyplyva dokazované tvrzeni. Pokud by byla mnozina A prazdnd, tvrzeni by neplatilo,
protoze Gy,, Gy, by tvorily o-rozklad Gy.

Definice 13.4.14. Je-li {a = g, z1,...,2, = b} C R™, pak sjednoceni tsecek
ToT1, T1X32,...,Tn_1 Ly, Nazyvame lomend ¢dra v R™, spojujici body a, b.

V teorii funkei komplexni proménné nebo pii praci s funkcemi vice (redlnych)
proménnych se ¢asto pracuje se specidlnimi mnozinami. Uvedeme jednoduchou
definici:

Definice 13.4.15. Neprazdna oteviena souvisla mnozina v R™ se nazyva oblast.

Véta 13.4.16. Je-li G C R™ oblast, lze kazZdé dva body mnoziny G spojit lome-
nou c¢arou, kterd lezi v G.

Dikaz. Zvolme xy € G libovolné. Pak mnozZina A téch bodu xz € G, které lze
spojit v G lomenou ¢arou s g, je ziejmé neprazdna: lezi v ni napft. vSechny body
koule B(zg,r) s dostateéné malym r > 0. Je také oteviend, protoze pro z € A
existuje lomend ¢dra L v G spojujici zg s = a pro kazdé y € B(z,r) C G lze
spojeni lomenou c¢arou bodidl zg a y ziskat sjednocenim L s tiseckou xy. Rovnéz
doplnék G\ A je otevieny, protoZe pro jeho libovolny bod z nemiize v okoli B(z, )
s dostate¢né malym r > 0 leZet bod z A, jinak by totiz platilo z € A. Protoze G
je souvisld, musi byt G\ A = 0, jinak by mnoziny A a G \ A tvorily o-rozklad
mnoziny G. O

Definice 13.4.17. Maximalni (ve smyslu inkluze) souvislou podmnoZinu pro-
storu (P, ) nazyvame komponenta souvislosti prostoru (P, p), krétce jen kompo-
nenta prostoru P. Podrobnéji: Je-li A komponenta prostoru P a A C A; C P,
kde A; je souvisla, je A; = A.

Poznamka 13.4.18. Komponenty mnoziny A C (P, g) jsou ve smyslu nasi tmluvy opét
komponenty podprostoru (A4, o|(A x A)).

Lemma 13.4.19. Komponenta prostoru (P, o) je uzavienou podmnozinou (P, o).
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Diikaz. Je-li A komponenta (P, o), je podle Véty 13.4.12 i A souvisl4d mnozina.
Ztejmé je A C A a vzhledem k maximalité komponent A = A, takZe A je uzaviend
mnozina. O

Lemma 13.4.20. Komponenty prostoru (P, 0) jsou totoiné nebo disjunktni.

Diikaz. Jsou-li A1, As komponenty P, pak pii A; N Ay # () je A; U Ay souvisla
mnozina obsahujici A; i As. Komponenty jsou mazimdlni souvislé podmnozZiny
P, z ¢ehoz jiz vyplyvaji rovnosti Ay = A3 U Ay = As. O

Dusledek 13.4.21. Kazdy bod prostoru (P, ) jednoznacné urcuje komponentu
prostoru P, ve které leZi. KaZdd neprdzdnd souvisld podmnozina A C (P, ) lezi
v jedin€ komponenté prostoru P.

Véta 13.4.22. Komponentami otevien€ mnoZiny G C R™ jsou oblasti.

Diikaz. Necht A je komponenta mnoziny G; staci dokéazat, ze A je oteviend mno-
Zina. Je-i x € A C G, je B(z,r) C G pro n&jaké r > 0, pfiGemz B(z,r) je
konvexni a tedy souvisld mnozina. Proto je AU B(x,r) souvisld mnoZina, takze
AU B(z,r) = A, neboli B(x,r) C A. MnozZina A je tedy oteviend a dukaz je
dokoncen. O

Véta 13.4.23. KazZda oteviend mnozina G v prostoru R™ nebo v Gaussové ro-
viné C je sjednocenim spocetné mnoha disjunktnich oblasti.

Diikaz. Komponenty G jsou oblasti, sta¢i tedy dokazat, ze disjunktnich kompo-
nent je pouze spocetné. Kazdé komponenté prifadime jeden jeji bod, ktery ma
vSechny soufadnice raciondlni. Ziskdme tak prosté zobrazeni na (spocetnou) pod-
mnozinu Q X Q x --- x Q, tj. mnoZinu vSech m-tic racionélnich ¢isel, z ¢ehoz jiz
vyplyva dokazované tvrzeni. O

Historickd poznamka 13.4.24. Jak jiz bylo patrno z predchdzejicich kapitol, presu-
nul se v 19. stol. zdjem matematikid od jednotlivych funkci k jejich mnozinam ¢i t¥i-
déam. Byly vysSetfovany funkciondly, neboli funkce definované na mnozinach funkci. Jako
priklad pfipomenme zminku o Riemannové integralu: Ten je podle Véty 11.23 linedr-
nim funkciondlem na C([a,b]), ktery je podle Pozndmky 12.5.6 na tomto normovaném
linearnim prostoru spojity, pokud tento prostor opatiime supremovou metrikou. Po-
znamenejme, Ze napt. jiz r. 1903 nalezl JACQUES HADAMARD (1865 — 1963) ponékud
komplikovany pfedpis popisujici obecny tvar spojitého linedrniho funkcionalu na pro-
storu C([a,b]); viz [9], Vol. I, str. 405 — 408. Elegantni feseni tohoto problému nalezl
FREDERIC RIESz (1880 — 1956) r. 1909. V jiné praci z r. 1910 poprvé pouzil termin
prostor funkci (Funktionenraum); viz téz [15].

Metrické prostory zavedl MAURICE RENE FRECHET (1878 — 1973) r. 1906 v praci [7];
byla to jeho doktorska disertacni prace. Tam je také zavedena vétsina obecnych pojmu,
které byly vylozeny v této kapitole.

Uvedeme nékolik historickych ukazek. Fréchet nejprve studuje obecnéjsi mnoziny:
Pokud peclive studujeme ruzné klasické definice limity posloupnosti cisel, posloupnosti
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bodu mebo posloupnosti funkci apod., ihned zjistime, Ze vSechny vyhovuji podminkdm
I a 11, které nezdvisi na povaze uvaZovanych prvki posloupnosti. Jsou to ty podminky,
které ndm postaci k zobecnénd jistych tvrzeni z teorie funkct.

Ddle se omezime na podmnoziny tridy (L) prokid libovolné povahy, vyhovujici ndsle-
dujicim podminkdm: je mozné rozlisit, zda jsou prvky tridy ruzné c¢i nikoli. Navic lze
definovat limitu posloupnosti prvki tridy (L). Predpokladdme tudiz, Ze pro libovolné zvo-
lenou nekonecnou posloupnost (ne nutné riznych) prokd tridy (L) lze s jistotou Fici, zda
tato posloupnost A1, Az, ..., An,... md ¢ nemd limitu A (jednoznacéné uréenou). Po-
stup, ktery umozni nalézt odpovéd, (jinak Teceno definice limity), at je jakygkoli, must
splriovat podminky 1 a 11, o nichZ jsme se zminili, a které jsou ndsledujici:

I) Pokud jsou viechny prvky nekonecné posloupnosti A1, Aa, ..., An, ... Tovny témuz
prvku A, ma posloupnost limitu, kterou je A.

II) Pokud md nekonecnd posloupnost Ai, Az, ..., An,... limitu A, kaZdd posloup-
nost clent predchozi posloupnosti ve stejném potadi An,,Any, ..., An,,... (celd isla
ni,na,...,Nnp tedy rostou) md opét limitu rovnou A.

Fréchetova definice metrického prostoru se jen forméalné odliSovala od Definice 12.1.1
z minulé kapitoly (srovnej s Historickou poznamkou 12.6.3). Mezi ptiklady uvadi linedrni
prostor s vSech posloupnosti redlnych ¢isel x = {x1,x2,...} se vzdédlenosti (I’écart)
definovanou vzorcem (uzivame jeho oznaceni)

o — 1 ‘xn — Yn|
(@,y) = nz::l n! 1+ |Zn — Yn|
a pro tuto metriku dokazuje i trojihelnikovou nerovnost.

Separabilni prostor je napiiklad zaveden takto: tridu prvki nazyvame separabilni,
pokud ji lze alespoii jednim zpiisobem vyjadfit jako derivaci ®) spodetné mnoziny svych
prvki. Z dosavadnich ukazek by mohl ¢tenaf nabyt dojmu, ze prace je psana v abstraktni
roviné, avSak témér polovina prdce je vénovana aplikacim obecné teorie.

Fréchetovu definici iplného prostoru jsme uvedli v Historické poznamce 13.2.4; po-
znamenejme, ze terminy uplnost, uplny prostor apod. jsou patrné pozdéjsiho data.

Dodnes je patrné nejvétsi nejednotnost v terminologii souvisejici s kompaktnosti.
Fréchet zavedl v r. 1906 pojem (sekvencidlni) kompaktnosti s oznacenim ,kompaktni“.
Pouzil nasledujici definici: Rikdme, Ze mnozina je kompaktni, jestlize je konecnd nebo
md-li kazdd jeji nekonecnd podmnozina alespor jeden hromadny bod 7). Jestlize je mno-
Zina zdroven uzaviend, nazgvdme ji extremalni; (...).

PAVEL SERGEJEVIC ALEXANDROV (1896 — 1982) spolu s PAVLEM SAMUJLOVICEM
URYSONEM (1898 — 1924) zavedli r. 1924 kompaktnost tak, jako jsme ji zavedli v Defi-
nici 13.3.4, ovSem pro topologické prostory. Pouzili pro ni termin bikompaktnost, ktery se
stale jesté v rusky psané starsi literatufe vyskytuje. VSeobecné se takto zavedené ,,pokry-
vaci kompaktnosti“ zacalo fikat jen kompaktnost. Mnoziny, jejichz uzdvér je kompaktni
(tedy ne nutné uzaviené!), se nazyvaji relativné kompaktns; pro ty uzival Fréchet termin
kompaktni. Jde o pojem, ktery jsme nahradili totdlni omezenosti. Pouzijeme-li naseho
oznaceni a Fréchetovy terminologie, pak mj. dokéazal tvrzeni: Aby pro kazdé € > 0 exis-
tovala koneénd e-sit K. C E, je nutné a staci, aby E byla kompakini. Fréchetovy extre-
malni mnoziny jsou v nasem smyslu sekvencidlné kompaktni. Proto nap¥. Fréchet pred-

6‘) Autor mé na mysli mnozinu hromadnych bod.
7) Pro hromadné body uziva Fréchet termin ,limitni body*“.
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poklada ve Vété 13.3.30, ze prislusnd mnozina je extremalni. Vétu o ekvivalentnich pod-
minkach pro kompaktnost dokazal v plném znéni jako prvni patrné FELIX HAUSDORFF
(1868 — 1942) v [10]. Tam je zaveden i termin totdlni omezenost; viz str. 311. Borelova
pokryvaci véta pro spoCetné systémy je z r. 1894, pro obecné pokryti ji dokézal Lebesgue.
Borel ji pak v r. 1903 zobecnil pro piipad prostordt R™ s m > 1. Rada dalsich vét byla
dokézana nejprve pro specidlni MP, nejcastéji pro R™. Patrné prvni dospél k obecné
definici kompaktniho prostoru Vietoris v r. 1921, jehoz praci Aleksandrov s Urysonem
neznali.

Souvislost prostoru je pojmem velmi nazornym. My jsme dokazali pouze jeji zakladni
vlastnosti. Ukazuje se, ze velmi uzite¢né jsou Casto ,lokalizované“ pojmy. Lokdlnée kom-
paktni prostory zavedl Aleksandrov v préaci z r. 1923. Vétsi pozornost jsme vénovali
lokalni kompaktnosti, existuje vsak i tzv. lokalni souvislost, ktera se uplatiiuje napft. pti
studiu kiivek. Prostor je lokalné souvisly, pokud ke kazZdému jeho bodu x a kaZdému jeho
okoli U(x) eristuje souvislé okoli V() bodu z, pro néz je V(z) C U(z). Ctenafe mize
prekvapit, ze MP muze byt lokalné souvisly aniz by byl souvisly, neni vSak obtizné se-
strojit priklad typu A := (0,1) U (2, 3) C R. Slozit&jsi je si uvédomit, ze souvisly prostor
nemusi byt lokalné souvisly. Pfiklad 13.4.13 ndm jesté jednou poslouzi: Uvazovany graf
funkce z + sin(1/x) v R?, doplnény o usecku S, mé potiebné vlastnosti, nebof body
»pridané tsecky* memaji libovolné maléd souvisla okoli.

Véta 13.3.34 byva v raznych modifikacich nazyvana Arzela-Ascoliho véta. Fréchet ve
své fundamentalni praci z r. 1906 vytvofenim ,funkciondlniho poctu* zavrsil teorii, ke
které vyznamné prispéli Georg Cantor (1845 — 1918), Vito Volterra (1860 — 1940), Cesare
Arzelsd (1847 — 1912), Giulio Ascoli (1843 — 1896), Jacques Hadamard (1865 — 1963)
a dalsi; plny seznam by obsahoval podstatné vice jmen. Protoze se zde jiz dotykame
historie funkciondini analyzy, omezime se na odkaz na historické monografie [6] a [13].

Uvedme jesté kratkou informaci, tykajici se topologickych prostori. Mnoho topologic-
kych pojmi vzniklo opét nejprve v kontextu specialnich prostort. Zrod obecné topologie
souvisi s Cantorovymi pracemi z let 1879 — 1884, rozhodujici krok v prechodu od R™
k abstraktnim prostortim lze vSak stopovat az k Riemannovi (1854). I zde je 1épe dopo-
rucit ¢tenafi kvalifikované studie, pfinasejici podstatné vice informaci o vzniku a vyvoji
topologie, napt. [16] nebo [17].
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