


Kapitola 14

Stejnomeérna konvergence

14.1 Zakladni pojmy

Se stejnomérnou konvergenci jsme se jiz setkali v Kapitolach 12 a 13, kdyz jsme pracovali
se supremovou normou na prostoru C([a,b]). Nyni tuto konvergenci prostudujeme po-
drobnéji. Je to pojem ndrocny a jeho dokonalé pochopeni ¢inilo v prvé poloviné 19. stoleti
obtize i $pickovym matematikiim. Z toho dfivodu uvedeme vétsi pocet piikladt. Uvodni
Piiklady 14.1.12 ukazuji dilezitost tohoto pojmu: ilustruji totiz fakt, ze pro (rado by)
»ocekavand“ tvrzeni o konvergenci posloupnosti funkci je jejich konvergence v kazdém
bodé spolec¢ného defini¢niho oboru predpokladem ptilis slabym.

Definice 14.1.1 (Weierstrass 1841). Necht A # () je libovolnd mnozina a nechf]
fn,n € N a f jsou redlné nebo komplexni funkce definované na A. Potom fikame,
7e posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné na A k funkei f, jestlize

(Ve > 0)(3Fk e N)(Vx € A)(Vn € Nyn > k)(|fu(z) — f(z)] <€). (14.1)

Piseme pak f,, = f na A. Zapis f,, = na A znamend, Ze existuje takova f defino-
vana na A, ze f, = f na A.

Poznamky 14.1.2. 1. Srovnénim s latkou o MP vidime, Ze na linedrnim pro-
storu M (A) vSech omezenych funkci na mnoziné A lze ekvivalentné (14.1) vyjadFit
ve tvaru

Timsup{| fu(e) — ()]s = € A} = lim |[fu~ flloc =0,

;o e AL
2. Jestlize plati lim,, . fn(z) = f(z) pro v8echna z € A, pak fikdme, ze posloup-
nost funkei {f,,} konverguje k funkci f, podrobné&ji konverguje bodové k funkei f.
ZapiSeme-li tuto definici pomoci logickych symboli, dostaneme

(Vz € A)(Ve > 0)(Ik € N)(¥n € N,n > k)(| fu(z) — f(z)] < €).

kde norma zna¢i obvyklou supremovou normu, tj. || f]eoc = sup{ |f(x)
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Srovnanim s (14.1) vidime, Ze se definice bodové a stejnomérné konvergence pevné
zvolené posloupnosti funkei {f,,} na A lisi pouze pofadim kvantifikdtori. Zatimco
v definici bodové konvergence zavisi ¢islo & € N i na volbé x € A, u stejnomérné
konvergence toto k € N zavisi pouze na ¢isle € > 0, avSak nikoli na z € A.

3. Casto pouzivdme tohoto obratu: plati f,, = f na A, pravé kdyz plati | f,, — f| = Of}
na A. To vyuzijeme napf¥. v Tvrzeni 14.3.1.

Véta 14.1.3 (Cauchy 1853, Weierstrass 1861). Posloupnost funkci { f,} kon-
verguje stejnomeérné na mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(Fk e N)(Vm,n > k)(Vz € A)(| fm(z) — fu(z) | <é€). (14.2)

Diikaz. 7 (14.2) plyne, ze posloupnost {f,(x)} je cauchyovska pro kazdé x € A,
a tedy konvergentni. Lze tedy definovat funkci f vztahem f(z) := lim,— fn(x),
x € Aalje f, — fna A. Dokdzeme, 7Ze f,, = f na A. Pii pevné zvoleném ¢ > 0
a pevné zvoleném n, n > k, limitnim pfechodem vzhledem k m — oo ze (14.2)
dostaneme

(Ve > 0)(3k e N)(Vn > k)(ve € A)(| f(z) = fu(2) | <€),

neboli f, = f na A. Obracené, z f, = f na A plyne | f,, — f| =0 na A. Zvolme
€ >0 ak nému k € N tak, aby pro vSechna m,n € N, m > k, n > k, a vSechna
x € A bylo

lfm(x) — f(2)| <€/2, |f(zx) = fulz)| < /2.

Odtud a z nerovnosti

[fm(z) = fo(@)] < |filz) = f(2)| +[f (@) = fulz)| <€/2+e/2=¢, z€A,
ktera plati pro vSechna m,n > k, plyne zbytek tvrzeni. O

Poznamka 14.1.4. Jak se ukize, vyznam stejnomérné konvergence souvisi se
zameénou limitnich pfechodt. Tazeme-li se napriklad, zda limita f konvergentni
posloupnosti {f,} spojitych funkei f,, je spojitd funkce, jde vlastné o to zjistit,
zda
?
tim f(x) = lim (lim_fu(e) £ lim (lim fu(2) = Tim_ fuly) = ().

S touto situaci jsme se jiz jednou setkali pfi zkoumdni uplnosti prostoru C([a, b])
v Lemmatu 13.2.6. Pravé diky tomu, ze konvergence v C([a,b]) je vlastné stejno-
mérnou konvergenci, byla zdména limitnich procesti mozné. P¥imym dtsledkem
pak byla tplnost prostoru C([a, b]). Nésledujici tvrzeni tuto situaci pouze zobec-
nuje pro metrické prostory.

Véta 14.1.5 (Cauchy 1853*). Necht f, = f na P a f, jsou pro viechnan € N
spojité funkce na metrickém prostoru (P, p). Potom je f spojitd funkce na (P, p).
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Diikaz. Staci dokazat spojitost f v kazdém bodé y € P. Zvolme tedy libovolné
y € P. Pro dtkaz logicky piepsané definice

(Ve > 0)(30 > 0) (Ve € P, p(x,y) <6)(| f(z) = f(y)| <e)

pouzijeme jako jiz d¥ive v diikkazu Lemmatu 13.2.6 analogicky triviadlni odhad

| (@) = FW) | < [f(@) = fu(@) |+ [ fn(@) = fu(y) |+ [ fuly) = FW) [, (14.3)

ve kterém pro dané € > 0 nejprve ze stejnomérné konvergence zvolime n € N tak,
aby prvni a tfeti s¢itanec v pfedchézejici nerovnosti (14.3) byly pro vSechna x € P
odhadnuty shora ¢islem e/3. Pak ze spojitosti funkce f,, na P nalezneme § > 0
tak, aby pro vSechny body z € P, pro které je p(z,y) < 0, byl prostiedni séitanec
vpravo v (14.3) odhadnut shora e/3; pak ale | f(z) — f(y) | < € pro vSechna z € P,
pro néz je p(x,y) < 0, coz jiz dava spojitost funkce f v bodé y a dikaz je tak
dokoncen. O

Predchézejici vétu Casto uzivame k tomu, abychom dokézali, Ze posloupnost
spojitych funkci nekonverguje stejnomérné. To ukazuje jednoduchy priklad:

Piiklad 14.1.6. Snadnonahlédneme, Ze p¥in — oo platiz” — Oproz € [0,1) az" — 1
pro z = 1. Proto nemiize platit ™ = na [0, 1], nebot mocniny z" jsou na [0, 1] vesmés
spojité a jejich limita je funkce, kterd na intervalu [0, 1] neni spojitd. Pro vSechna q,
0 < g < 1, plati vSak na [0, ¢] odhad z" < ¢" — 0, a tedy 2™ =0 na [0, ¢] pro kazdé
q € (0,1); viz napf. Lemma 13.2.6. Pfitom neplati f, =0 na [0, 1), protoze funkce f,
pro vSechna n € N jsou monoténni a maji Darbouxovu vlastnost, nabyvaji tedy na
intervalu [0,1) v8ech hodnot z [0, 1), takze an := sup{|z"—0]; x € [0,1)} =1, a {an}
tedy nekonverguje k 0.

Piiklad 14.1.6 ukazuje, Ze konvergence funkci f,(x) = 2™, x € [0, 1), je ,skoro“
stejnomérna (je zfejmé stejnomérnd na kazdém intervalu [a, 8] C (0,1)) a kazdé
¢ € (0,1) lezi uvnitf n&jakého takového intervalu (o, 3). Analogickou situaci po-
pisuje nasledujici definice.

Definice 14.1.7. Necht {f,} je posloupnost funkci na intervalu (a,b) a necht ke
kazdému ¢ € (a,b) existuje okoli U(c) C (a,b) tak, ze f, = f na U(c). Potom
fikdme, ze posloupnost { f,,} konverguje lokdiné stejnomérné na (a,b) k funkci f.

Oznaceni 14.1.8. K oznadeni pravé zavedeného pojmu lokalné stejnomérné kon-
vergence budeme pouzivat symbol f, =1oc f na (a,b). Chceme-li zapsat definici

(Ve € (a,b))(3U(c) C (a,b))(Ve > 0)(Tk € N)
(Vn > k,ne N) (Ve e U(c))(] fulz) — flx)| <e).
Ctenaf jisté bez obtizi prepise definici lokalné stejnomérné konvergence do kon-

textu metrického prostoru (P, p): misto okoli U(c) v intervalu (a,b) pracujeme
s okolimi v (P, p).
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Poznamka 14.1.9. Velmi ¢asto se pracuje s lokdIné kompaktnimi prostory. P¥ipomen-J
me, Ze prostor (P, p) se nazyva lokdlné kompaktni, jestlize ke kazdému bodu z € P
existuje okoli U(z), jehoz uzavér U(x) je kompaktni. V takovém prostoru mizeme
lokalné stejnomérnou konvergenci charakterizovat jinym zptisobem:

Véta 14.1.10. Na lokdlné kompaktnim prostoru (P, p) plati f,, =10c f na P, prd-
v€ kdyZ pro kaZdou kompaktni podmnoZinu K C P plati

fn=f na K. (14.4)

Dikaz. Necht je konvergence stejnomérné na vSech kompaktnich podmnozinédch
K C P. Zvolme néjaké x € P a jeho okoli U(x), jehoz uzévér je kompaktni mno-
zina K C P. Ze stejnomérné konvergence na K plyne stejnomérna konvergence
na U(x). Stejnou tvahu lze aplikovat pro kazdy bod = € P, takze dostavame
fn loc f na P.

Obracenou implikaci obdrzime z definice kompaktni mnoziny. K dané kom-
paktni mnoziné K vybereme ke kazdému = € K jeho okoli U(x) tak, Ze f, = f na
U(z). Tento systém okoli { U(x); x € K} je otevienym pokrytim K. Z tohoto po-
kryti vybereme kone¢né podpokryti K okolimi U(x1), ... ,U(xy,). K e > 0 existuji
¢isla k1, ..., kn € N tak, ze

(Ve e U(z))(Vn > k)(| f(z) = f(2)] <e), le{l,...,m},

a zvolime k = max{ki, ..., kn}. Pak pro vechna z € K C U, U(x;) je pri
n > k splnéna nerovnost | f,(z) — f(z) | < e. O

Poznamky 14.1.11. 1. Pfedchézejici Véta 14.1.10 osvétluje uzivani pojmu kompaktni
konvergence na (P, p) pro pfipad {f»}, kterd konverguje stejnomérné k funkci f na
kazdé kompaktni mnoziné K C P. Tento pojem se ¢asto uziva v teorii funkci komplexni
proménné, protoze C je lokdlné kompaktnim prostorem.

2. Eukleidovské prostory R™ jsou ziejmé lokalné kompaktni. Mnozina Q s metrikou
indukovanou z R nen? lokalné kompaktnim prostorem,

Piiklady 14.1.12. Vsechny bezprostiedné néasledujici priklady maji jednu véc spoleé-
nou. Posloupnost funkci { f»} vzdy konverguje bodové na néjakém intervalu v R k funkci
f a urcita vlastnost, jakou je napf. spojitost nebo integrovatelnost apod., kterou kazda
z funkci f,, ma, se na funkci f nepfenese. Pti¢inou tohoto efektu je fakt, Ze se, zhruba
feceno, bodovou konvergenci ,,pfijemné vlastnosti“ funkci f, na limitni funkci f obecné
nepienaseji. Doporucujeme c¢tenafi, aby si pfi studiu nasledujicich prikladt vzdy nacrtl
obrazek, v tomto pripadé to c¢asto mize pomoci objasnit podstatu véci.

1. Jestlize definujeme posloupnost funkci vztahem fr(x) = arctgnz, € R, pak snadno
nahlédneme, Ze
fu(z) — (7/2)sgnz, x€R.

Tato konvergence vSak neni stejnomérnd, nebot

sup {| (7/2) sgnx — arctgnz|; x € R, n >k} =n/2,
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at zvolime k € N jakkoli. VSimnéte si, ze limitni funkce (7/2) sgn x nent spojitd, ze viak

, n s ’
f’rl(x) = 1 +TL2ZL’2 - <§Sgnl’>

vsude v R. Skutecné, pro x = 0 je tato limita rovna +oo, v ostatnich pfipadech je
rovna 0. Pozdé&ji uvidime, Ze ani za predpokladu f, = f na intervalu I nemusi obecné
platit f, — f’' na I.

2. Nechf pro n € N je fn(z) = n®x(1 — 2*)", 2 € [0,1]. Potom se lehce ukéze, Ze plati
fn — 0 na intervalu [0,1]; k tomu sta¢i vySetfit konvergenci fad > | fn(x) pro kazdé
z € [0,1]. Vypoétem dostaneme

2

1
n

ted n(x)dr = .

a tedy /Of(:c)x 2n+2—>+oo

!
T o427

1
/ x(1—z°)" da
Jo
Za povsimnuti stoji jiny zapis stejné véci:
1 1
/ lim fn(x)de =0# +oo = lim fn(z)dz .
g Mmoo n—o0 Jo

3. Zaménime-li v predchozim piikladu koeficient n? ve vyjadieni funkci f,, za n, bude
limita integralt kone¢nd a bude rovna (1/2); zavada tedy neni ,v nekone¢nosti“. N&-
zorngjsi a tak i zapamatovatelngjsi ptiklad sestrojime takto: necht pro vsechna n € N
jsou funkce f, definovany jako v Ptikladu 12.3.7. Vyuzijeme-li ndzorného vyznamu inte-
gralu, snadno nahlédneme, Ze |, 01 fn = 1/2""!. Nyni definujeme posloupnost funkei {g, }:
polozime g, := 2"*'f,,, n € N. Snadno nahlédneme, ze fol gn = 1 (tak, jak se v ,troj-
thelniccich® zkracuje zakladna, roste zaroven jejich vyska, proto jejich obsah zistava
konstantni) a g, — 0; nulova funkce méa i nulovy integral a je

4. Situace s derivovanim je delikatnéjsi. Definujeme-li
fu(z) = (1/n)arctgz™, z€R,

pak || fn — 0]l < 7/2n — 0 a nejen f, — 0 na R, ale dokonce i f, = 0 na R. Pfesto
vSak pro vSechna n € N je

a7t 1

!
)=-2 _
f(1) =1 |
tedy f), nekonverguji k derivaci ,limitni nulové funkce* v bodé& 1. V bodé —1 nastava jiny
efekt, nebot lim,,— fy,(—1) dokonce neexistuje. Blizsi pohled na derivace f;, ukazuje,
ze fi(z) — 0 na R\ {—1,1}; na intervalu (—1,1) plati odhad |f,(z)| < |z|"' — 0,

zatimeo pro |z| > 1 je |fn(z)| < (1/|z])"** — 0. Rozhodné vsak neplati f;, =0 na R.

5. Definujme pro vSechna x € R a vsechnan € N

T

= 14.5
Tt (14.5)
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Funkce f,, jsou zfejmé liché. Dale je

, 1+ n?z? — 2xn’z 11— z2n?
fa(z) = =
(1+ n2z2)2 (1 + n2z2)?

a fn(0) = limy— o fu(z) =0, f1,(1/n) = 0. Bod 1/n je jedinym nulovym bodem f,, na
intervalu (0, +00), z éehoz vyplyvé

sup{|fn(z) — 0f; z € R} = sup{[fn(2)[; x € [0,00]} = fnu(1/n) = (1/2n) — 0.

Odtud dostavame stejnomérny odhad vzhledem k z nejen na intervalu [0, +00), ale
i na R, takze f, =0 na R. Ctenai by si mél povsimnout, ze i v tomto p¥ipadé neplati
fr. — 0, nebot f;,(0) = 1 pro viechna n € N.

Poznamka 14.1.13. Jiz dfive jsme ve Vété 5.2.14 dokézali, Ze je-li funkce f na in-
tervalu (a,b) derivaci (pro jistotu zduraznéme, ze f nabyva pouze hodnot z R), ma
Darbouxovu vlastnost. Ma vsak jesté i dalsi vlastnost, kterd ukazuje, ze i bodovd kon-
vergence spojitych funkci je dilezita. Je-li funkce F' pevné zvolenou primitivni funkci
k f a definujeme-li

ful@) = n(F(x+1/n) — F(z)), pro z € (a,b—2/n),
" n(F(b—1/n) — F(b—2/n), prozé€[b—2/n,b),

kde v pfipadé b = 400 uzijeme pouze defini¢ni rovnosti z prvniho fadku, jsou f, spojité
funkce na (a,b) pro véechnan € N a f, — f na (a,b). Derivace je tedy bodovou limitou
spojitych funkci. Popisme stru¢éné dalsi dilezité pojmy: Protoze je funkce f na (a,b)
limitou spojitych funkeci, fikdme, ze je funkci z proni Baireovy tiidy na (a,b). Bairovy
t¥idy se definuji induktivné: Funkce g je z n-t€ Baireovy tiidy B, je-li bodovou limi-
tou posloupnosti funkei {gx}, gv € Bn—1, pfiCemz tfida Bo je tvofena vSemi spojitymi
funkcemi (za oznacenim t¥idy uvddime eventualné interval, na kterém se vSe odehrava).
Tuto klasifikaci zavedl v praci z r. 1899 RENE Louls BAIRE (1874 — 1932).

Obé popsané vlastnosti jsou zdkladnimi vlastnostmi kazdé derivace. Proto pro kaz-
dou derivaci f na (a, b) plati f € DB1(a,b), coz vyjadfuje, ze f ma soucasné Darbouxovu
vlastnost a je z Bi(a,b). Je nap¥. znamo, Ze funkce z Bi(a,b) musi mit v intervalu (a,b)
hustou mnozinu bodi spojitosti; viz napf. [4], str. 115. Zaroveii je vhodné si uvédomit,
co toto tvrzeni vypovida o existenci primitivni funkce: nutnou podminkou existence
primitivni funkce k funkci f na (a,b) je f € DB1(a,b).

Neni obtizné ukdzat, ze Riemannova funkce z Piikladu 4.2.9 je z B1(0,1), avsak
Dirichletova funkce z Prikladu 4.2.8 neni prvkem této t¥idy, nebot je nespojitd viude
v intervalu (0, 1). Plati vSak pro ni

§(z) = lim lim (cosmlnz)”, =z € (0,1),

m—00 n— 00

takze je § € B2(0,1); viz napt. [4], str. 78.

14.2 Stejnomérna konvergence rad funkci

Ctenéfe jisté neprekvapi, ze zcela analogickym zptisobem zavadime stejnomérnou
a lokalné stejnomérnou konvergenci fad funkei.
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Definice 14.2.1. Necht Y -, fi je Fada realnych nebo komplexnich funkei, které
jsou vesmés definovany na mnoziné A. Rikdme, ze rada > vy [r konverguje stej-
nomérné na A k funkci s, jestlize ¢astecné soutty s, = >, _, fi konverguji stej-
nomérné k s na A.

Poznamka 14.2.2. Ackoli soucet D72, fr(z), x € A, zavisi na kaZdém ¢lenu Fady, jeji
konvergence v daném bodé x € A nezavisi na kone¢né mnoha ¢lenech fi(x). Proto se
né&kdy pfi zkoumndni konvergence povazuje fada > p- ; fr(x) za konvergentni na A, pokud
existuje ko tak, Ze konverguje fada Z;":ko fx(z) pro vSechna x € A. My takovou licenci
nebudeme uzivat.

Oznaceni 14.2.3. Pro stejnomérnou konvergenci fad uzivame opét symbol =
a popis mnoziny, k niz se limitni pfechod vztahuje. PiSeme tedy napf.

kazi s na (0,1).
k=1

Pfi pouziti symbolu pro stejnomérnou konvergenci fad lze soucet vynechat a psat

o0
ka:; na A stejné jakou f, = na A,
k=1

existuje-li funkce, k niz fada na mnoziné A stejnomérné konverguje.

Priklady 14.2.4. 1. Snadno dokaZeme, Ze pro fadu o ¢lenech

k k+1
x x
@)=~ 51 kEN
plati Y02, fr = f na [07 1], kde f(z) =z, z € [0,1], nebot na tomto intervalu je
n k 2 3 n 7L+1
x T T z x x
=T % A=l G- 55Tl
7L+1 n+1 1

_ ‘ ‘ - <
n+1 n+1 - n+ 1
2. Rada funkei Y32, fx, kde
fe(z) =1 —z)2", z€(0,1),

konverguje na intervalu (0, 1) k funkeci f(z) = z, € (0,1), ale nekonverguje stejnomérné
a (0,1). Plati totiz

St = (- Yt - U9l _y we),
k=1

1—=z
=1

a je proto > p_, fr — [, aviak

n
1-— 1-—2"
o=t = [o - PE =, ae o),
k=1
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a sup{z"™; x € (0,1)} = 1, n € Ny, tedy i lim, o sup{z"™; 2 € (0,1)} # 0; ostatné
kdyby fada funkci y 77, frx konvergovala stejnomérné na (0, 1), dospéli bychom snadno
ke sporu s Prikladem 14.1.6.

Definice 14.2.5. Necht Y 7, fir je fada funkci, které jsou vesmés definovany
na metrickém prostoru (P, p). Rikdme, Ze 7ada > -, fx konverguje lokdlné stej-
nomeérné na (P,p) k funkci s, jestlize ¢astecné soucty s, = Y ,._, fr konverguji
lokalné stejnomérné k s na (P, p).

Oznaceni 14.2.6. Pro lokalné stejnomérnou konvergenci fad pouzivame symbol

=10c @ popis mnoziny, k niz se limitni prechod vztahuje; metriku vynechavame, je-

li zfejmé, v jakém metrickém prostoru pracujeme. PiSeme tedy napt. > po ; fi =10c s na (0,1) ]
apod. Pfi pouziti symbolu =3, 1ze opét soucet vynechat a psat

ka —1oc ha (P,p) jako u fp =10c na (P,p),
k=1

existuje-li funkce, k niz fada na prostoru (P, p) lokdlné stejnomérné konverguje.

Poznamky 14.2.7. S ohledem na Piiklad 14.1.6 je zfejmé, Ze fada vySetfovana
v Prikladu 14.2.4 (2) konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu (0, 1).

14.3 Kritéria stejnomérné konvergence

Na uvedenych prikladech jsme vidéli, jak 1ze rozhodnout v nékterych pripadech o stejno-
mérné konvergenci posloupnosti nebo fad funkci podle definice. Pfredchazejici priklady
vSak také ukazuji cestu k odvozeni velmi jednoduchgch kritérii stejnomérné konvergence.
Je pritom lhostejné, na jaké mnoziné A pracujeme.

Nejjednodussim a Casto uzivanym kritériem pro stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti funkci je patrné nasledujici upraveny ,,prepis definice®, se kterym jsme
se v prikladech jiz seznamili.

Tvrzeni 14.3.1. Necht funkce f,, n € N, jsou definovdny na A. Plati f, = f na
A, prdvé kdyZ existuje posloupnost nezdporngch éisel {ay,} tak, Ze a, — 0 a

an = sup{| fu(t) = f(t)[; t € A} < an.

Dikaz. Jestlize {a,} nekonverguje k 0, pak zfejmé limsupa, = a > 0 a pro
nekoneéné mnoho n € N existuji ¢, € A tak, ze | fn(tn) — f(tn)| > a/2 > 0,
tj. {fn} nekonverguje stejnomérné k f na A.

Pokud «,, — 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové k € N, ze pro vSechnan > k
je an < €. Potom pro vSechna n > k a vSechna z € A je

|fn(x)_f(x)|§an§an<57

takze zfejmé je f,, = f na A. O
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Poznamka 14.3.2. Zduraziiujeme, ze Tvrzeni 14.3.1 v sobé skryva jednak ekvi-
valenci

fn=f na A, pravé kdyz a,, — 0,

a také velmi uZitecnou implikaci (a,, — 0) = (f, = f na A). Cisla a, totiz asto
nedokézeme presné uréit, pricemz muze byt lehké je shora odhadnout pomoci
vhodnych «,,.

Pri vySetfovani stejnomérné konvergence volime zpravidla tuto strategii: sna-
Zime se nalézt maxima, resp. suprema a,, funkci | f,, — f | na A a dokézat, Ze tvoii
posloupnost konvergujici k 0. Nékdy je vSak jednodussi tato maxima odhadnout
shora pomoci «,, > 0 a ukézat, ze a,, — 0. Je pochopitelné, Ze se snazime vybrat
postup, ktery snaze vede k cili.

Nyni dokézeme dalsi kritérium stejnomérné konvergence posloupnosti{f,},
které vyvozuje tuto konvergenci z monotonie posloupnosti {f,} a ze specidlnich
vlastnosti funkei f,,. Vyslovime ho ve znéni pro kompaktni metricky prostor (P, p);
Ctendf si mize predstavit na misté (P, ¢) napf. interval [a,b] C R.

Véta 14.3.3 (Dini 1878). Je-li {f,} monotonni posloupnost spojitych funkci
konvergentni bodové na kompaktnim metrickém prostoru (P, o) ke spojité funkci

[ pak je fn= f na P.

Dikaz. Uvédomme si nejprve, ze staci vétu dokazat pro specialni pripad posloup-
nosti nezapornych funkci g,, konvergujici monoténné k 0 a vysledek pak aplikovat
na funkce g, = fn — f, resp. g» = f — fn. Je-li € > 0, lze nalézt pro kazdé
x € P takové n = ny, ze plati g, (z) < €/2. VSechny funkce g, jsou spojité
v P; posloupnost {g,} je nerostouci. Zvolme ke kazdému z okoli U(z) tak, aby
platilo | gn, (y) — gn, (z)| < €/2 pro vSechna y € U(z). Plati tedy gn,(y) < € na
U(z). Systém okoli {U(x); = € P} tvoii pokryti kompaktniho prostoru P. Exis-
tuje proto K C P kone¢nd, pro kterou koneéng systém {U(z); x € K} rovnéz
pokryva P. Je tedy

PCU{L{(:C); re K}

a ke kazdému = € K pfislusi ta funkce, pomoci niz bylo okoli definovano, a kterou
budeme znaéit g,. Nyni polozme k = max{n,; x € K}. Pro kazdé y € P existuje
x € K tak, ze y € U(x). Pak pro vSechna n > k je

gn(Y) < gr(y) < gn,(z) +e/2<e/2+¢/2=¢,
¢imz je tvrzeni dokazano. O

Priklad 14.3.4. Polozme g, := fi+ fo+---+ fn, n € N, kde f,, jsou funkce definované
v Prikladu 12.3.7. Nésledujici obrazek znazornuje funkce g1, g2 a g4:
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Obr. 14.1.

Funkce g, jsou spojité a tvoii neklesajici posloupnost funkci z C([0,1]), kterd konverguje
k funkci g (jde o soucet fady > 5, f»). Rada zfejmé bodové konverguje, nebot v kazdém
bodé je nenulova maximalné jedna z funkci f,.. Rada vSak ziejmé nekonverguje stejno-
mérné na intervalu [0,1]. Podle Véty 14.3.3 nemuze byt g spojitd funkce (je nespojité
pravé v bodé 0). Funkce g je sice spojitd na intervalu (0, 1], to vSak neni kompaktni
mnozina. Odtud vidime, Ze pfedpoklady spojitosti limitni funkce a také kompaktnosti
intervalu v Diniho Vété 14.3.3 jsou podstatné.

Nasledujici tvrzeni pro fady je velmi uzite¢né; v literatufe byva oznacovano
Casto jako Weierstrassiv M-test nebo majorantni kritérium. Jak snadno nahléd-
neme, jde o postacujici podminku pro stejnomérnou konvergenci fady funkci.

Véta 14.3.5 (o majorantni ¥ad8). Necht > .-, fi je Tada funkci definova-
nych na
mnoziné A a mecht pro (skoro vSechna) k € N je sup{|fx(t);t € A} < ay.
Jestlize > po; au, < 00, potom fada Y,y fr konverguje stejnomérné na A.

Diikaz. Pro &astecné soucty s,, fady > .- fi snadno dostaneme pii m > n odhad
sup{|sm(t) — sn(D)|;t € A} < @pi1 + -+ @m; (14.6)

protoze fada > p-; ay konverguje, existuje k ¢islu € > 0 takové k € N, pro které
je soucet na pravé strané nerovnosti (14.6) pro jakdkoli m > n > k odhadnut
shora éislem e. Posloupnost ¢asteénych souétt {s,} tedy spliiuje podminku z
Veéty 14.1.3, z ¢ehoz jiz tvrzeni véty vyplyva. O

Piiklad 14.3.6 (Riemann *1861). Definujeme-li funkci g jako soudet fady

> sin(k2x)
glx) = —3 - TER, (14.7)
k=1
pro vSechna x € R dostavame
sin(k?z) < 1
‘ k2 ‘ = k2

afada ) 7o, k=2 konverguje. Podle Véty 14.3.5 konverguje proto fada v (14.7) stejno-
mérné. Proto je funkce g spojita na R.



14.3. KRITERIA STEJNOMERNE KONVERGENCE 407

Véta 14.3.5 se dobie pamatuje, nebot de facto fik4, ze fada funkci konverguje
stejnomérné, pokud ,fada norem konverguje“. Jemnéjsi kritéria pro stejnomérnou

vvvvv

derivovani probereme v posledni ¢asti této kapitoly.

Priklad 14.3.7. Zvolme za A ve Vété& 14.3.5 interval [0, 1]; necht funkce h,, n € N, jsou
definovany (nacrtnéte si eventualné obrazek) podobné jako v Ptikladu 12.3.7: je h,(t) = 0
pro t € [0,27"]U[27""! 1]. Ve stfedovém bodé s, := 3/2" ! intervalu [27", 27" ]
polozime h,(sn) = 1/n a pak na obou intervalech [27™,s,] a [sn,2 "] definujeme
hrn linearné. Srovnani s Prikladem 12.3.7 ukazuje, Ze hn = an fn, kde an, = 1/n. Snadno
nahlédneme, jaky je soucet h fady . hy, nebot v kazdém bodé& z € [0,1] je nenulova
nejvyse jedna z funkci hi. Protoze je

sup{ |hx(t)]; £ € [0,1]} = o,

ziejmé plati > 50 o = > 5o, k7 = 400, aviak pro n — oo je

1
¢ 071}<— 0.
,te[0,1] <oii

sup{ | 1(t) = 3 )
k=1

Proto >°77 , hn =2 na [0,1], i kdyZ Weierstrasstiv M-test nam tuto informaci nepfinesl.
Zvolime-li vSak o, = 1/n2, dostaneme snadno z Weierstrassova M-testu stejnomérnou
konvergenci takto modifikované fady > h,. Nésledujici obrazek zndzoriiuje pro lepsi
predstavu funkci hs v obou popsanych pifipadech.
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Obr. 14.2.

Mnohokrat jsme pouzili funkce f,, z Pfikladu 12.3.7, nebo jejich nasobky. Na stejném
principu lze konstruovat dalsi zajimavé priklady. Pracujme s intervalem (0, 1) (kreslete si
obrézek). Zvolime-li napf. hodnoty o, = n a polozime un, = an frn, pak nejenom ZZO:1 an
diverguje, ale dokonce je i a;, — +o00. Rada > o | un nekonverguje stejnomérné, avsak
soudet u = > u, je funkce spojitd na intervalu (0,1).

P1i vySetfovani stejnomérné konvergence fad jsou casto uzitecna jednoducha
tvrzeni, ktera 1ze pomérné snadno dokazat. Ta nam v konkrétnich situacich usetri
praci, protoze nebudeme muset nékteré standardni ivahy stale opakovat.
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Tvrzeni 14.3.8. Necht p € N, necht pro j = 1,2,...,p jsou ¢; redlnd éisla
a necht fady Y7~ 1 fir(x) pro vSechna tato j konverguji stejnomérné na neprdzdné
mnoziné M. Polozme

fe(x) = crfiu(@) + cafor(@) + -+ + epfpr(a), € M.
Potom tada Y, fr(x) konverguje stejnomérné na M.
Diikaz. Oznacime-li s;,(x) := Y p_; fir(z) a s;(z) := >0~ fir(x), x € M, pak

z predpokladi plyne, ze pro kazdé € > 0 lze volit indexy r; tak, Ze pro vSechna
n>r;,j=12,...,paxeMije

J5jn(@) — 55(2)] <.

Rada > rey fr zfejmé konverguje na M a oznacime-li jeji soucet S, pak pro jeji
Casteéné soucty S, s m > r:=max{r;; j=1,2,...,p} dostaneme

|Su(2) = S(@)] < lerllsin(z) = s1(2) + -+ |epllspn(@) = sp(2)] <
P
<lalet - +leple<e) lel, zeM,
j=1
z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Tvrzeni 14.3.9. Necht fada funkci > -, fi(x) konverguje stejnomérné na mno-
ziné M. Je-li g omezend funkce na mnoziné M, potom Tada

NE

9(x) fr(x) (14.8)

b
Il

1

konverguje stejnomérné na M.

Diikaz. Rada (14.8) ziejmé konverguje v kazdém bodé x € M; oznacéme jeji soucet
S a jeji ¢astetné soucty S, = ,_, 9" J:ﬁ Pak ke kaidérfllu € > 0 existuje r € N
tak, Ze pro vechnan > rjepros:=3% " fras, == , | fx

lsn(z) —s(x)| <e, zeM.
Jestlize pro K > 0 je | g(z)| < K, je pro vSechna n > r a vSechna z € M
15,(@) = 5(2)] < 9(@) 50 (x) — 9(z) s(2) | < Ko@) = s(a)| < K.
takze fada (14.8) konverguje stejnomérné na M. O

Tvrzeni 14.3.10. Necht fada funkci Y .-, | fu(z)| konverguje stejnomérné na
mnoziné M. Je-li {gi}52, posloupnost funkci na mnoziné M, pro kterou existuje
K >0 tak, Ze | gi(x)| < K pro viechna k € N a vechna x € M, pak Tada

ng(:v)fk(ac) (14.9)
k=1
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konverguje stejnomérné na M.

Dikaz. Zvolme € > 0 a neleznéme m € N tak, Ze pro vSechna n > m a vSechna
zelje

o0

> AE) < =

k=n-+1
Potom pro soucdet S a ¢astecné soucty S,, vySetfované fady (14.9) dostaneme

oo

S@) = Su@) = | > gela)fu@)] <
k=n-+1
< Y @@ <K Y @) <e
k=n-+1 k=n+1

pro vSechna n > m a vSechna x € I, z ¢ehoz jiz vyplyva dokazované tvrzeni. [

14.4 Stejnomérna aproximace polynomy

Jestlize f, g jsou (obecné komplexni) funkce definované na mnoziné A a pro kazdé z € A
plati |f(x) — g(x)| < €, fikdme, Ze g stejnomérné aprozimuje f na A s presnosti mensi

vvvvvv

funkci ,, jednodussi“. Muze byt trochu prekvapujici, ze pro kazdé € > 0 lze kazdou funkci
f z prostoru C([a, b]) stejnomérné aproximovat polynomem s piesnosti mensi nez e.

Véta 14.4.1 (Weierstrass, 1885). Je-li f komplezni funkce spojitd na intervalu|a,b] ]
pak pro kaZdé € > 0 existuje polynom P takovy, Ze

|f(z) — P(x)] <e provSechna =z € [a,b].
Jak uvidime déle, tento vysledek dostaneme z nésledujici véty:

Véta 14.4.2. Necht | € C([a,b]) je komplexni funkce. Potom existuji polynomy
P, takové, Ze P, = f na[a,b]. Je-li navic f redlnd funkce, existuji polynomy P,
s redlnymi koeficienty, pro néZ P, = f na [a,b].

Tuto vétu dokézeme pomoci velmi zajimavé (a podstatné mladsi) Véty 14.4.4,
ktera byva oznacovana jako véta o trech funkcich. Vétu 14.4.2 vSak dokazeme také
pfimo, nezavisle na ni.

Poznamka 14.4.3. Piipomenme, Ze je-li operator L na linedrnim prostoru redlnych
spojitych funkei C([a,b]) (a) linedrni (tj. pro vSechny funkce f,g € C([a,b]) a vSechna
éisla a, B € R je L(af + Bg) = aLf + BLg) a (b) nezdporny (tj. z f > 0 plyne Lf > 0),
je také monotonni: Z f < g plyne Lf < Lg ). Snadno nahlédneme, ze

Lg—Lf=L(g—f)>0.

1) U line4rnich operatorii se obvykle uziva zapisu Lf misto L(f).
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Véta 14.4.4 (Korovkin 1953). Necht Ln: C([a,b]) — C([a,b]), n €N, jsou nezd-
porné linedrni operdtory ?) takové, ze posloupnost {L.f} konverguje stejnomérné na
[a,b] k funkci f pro f = 1, 1d, Id®. Potom posloupnost {L,f} konverguje stejnomérné
na [a,b] k funkci f pro kaZdou funkci f € C([a,b]).

Dikaz. Pro pochopeni véty je uzitecné si uvédomit intuitivné piijatelny fakt: kazda
funkce f € C([a,b]) je infimem vSech kvadratickych polynomd, jejichz graf lezi nad
grafem funkce f. Plati totiz toto tvrzeni:

(T) Necht f € C([a,b]) a necht € > 0. Potom existuje o > 0 takové, Ze pro kazdé
y € [a,b] je
fy) —e—ad—y)* < f < f(y) + e+ ad—y)*. (14.10)

K dtkazu tohoto tvrzeni se vratime, nejprve vSak ukazeme, jak z néj vyplyva Korov-
kinova Véta 14.4.4. Zvolme f € C([a,b]), € > 0 a y € [a,b]. Protoze jsou operatory
L,, linedrni a neziporné, jsou i monoténni, takze z (14.10) plynou pro funkce na [a,b]
nerovnosti (pro vétsi prehlednost uzijeme zavorky)

F@) L (1) = eLn(1) = a(Ln(1d%) = 2yLa(1d) + 4*La(1)) < La(f) <
< f@)Ln(1) +eLn(1) + a(Ln(1d*) — 2yLn(1d) + y*La(1)),
neboli, po jednoduché aprave
| Zn(f) = f@)Ln(1) | < eLn(1) + a(Ln(1d%) = 2y Ln(1d) + 4 La(1)) =
= eLn(1) + a((Ln(1d?) = %) = 2y(Ln(1d) — y) +y*(Ln(1) = 1))
Tato nerovnost plati pro vSechna y € [a,b]. ProtoZe z trojuhelnikové nerovnosti

|Ln(f) _f| - |f_fL7L(l)| < |L7L(f)_fL"(l)|
vyplyva po elementérni pravé | Ln(f) — f| < | fLn(1) — f| 4+ |Ln(f) — fLn(1) ]|, dosté-
vame odtud
| Lo (f) = FI<NFI|Ln(1) = 1] +eLn(1) +
+a(|Ln(1d*)— 1d*| — 2||1d || |Ln(Id) — Id| + || 1d* || |Ln(1) — 1]), (14.11)

z Gehoz jiz plyne L, f = f na [a,b]. Nyni se vratime k dtkazu tvrzeni (T).
Protoze je f stejnomérné spojita na [a,b], existuje takové § > 0, ze

(Va,y € [a,b], |z —y| < 8)(| f(z) = f(y) | <e). (14.12)

Dale je
(Vz,y € [a,b], |z —y|>6) (If (@)~ f(w)| <2 fl <e+2(lfl| (z —y)?677) . (14.13)
Polozime-li o = 2||f|| 672, plyne z (14.12) a z (14.13) tvrzeni (T), &mz je dikaz Korov-
kinovy véty dokoncen. |

2) Pracujeme tedy zfejmé na prostoru redlnych funkei C([a,b]), kde Id je identita na [a, b].
Tradi¢ni oznaceni identity jako ,funkce z“ by v tomto ptipadé vedlo k nepfesnostem nebo
komplikovanému zapisu.
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Vztah Korovkinovy Véty 14.4.4 k Weierstrassové vété je ziejmy: Pokud existuji li-
nedrni operatory L, takové, ze L,f jsou polynomy pro kazdou f € C([a,b]), jsme
s diikazem Weierstrassovy véty pro prostor redlngch funkci C([a,b]) hotovi.

Pro interval [a,b] = [0,1] nyni takto Weierstrassovu vétu znovu dokaZzeme. PouZi-
jeme k tomu klasicky vzorec, kterym se definuji pro n € N aproximujici (Bernsteinovy)
polynomy *) B, f:

an:xHif<g) (:) FA—2)"*, zelo,1]. (14.14)
k=0

Z definice (14.14) je z¥ejmé, ze operatory B, : f +— Byf jsou na C([0,1]) linearni,
nezaporné a zobrazuji tento prostor do prostoru polynomt. Nyni dokdzeme nasledujici
vlastnost zobrazeni B,:

Lemma 14.4.5. Posloupnost {B, [} stejnomérné konverguje na intervalu [0,1] k fun-
kei f pro ti funkce f =1, Id, Id2.

Diikaz Oznaéme fr = Id*, k = 0, 1, 2. Rovnost B, fo = fo pro viechna n € N plyne
z binomické véty. Uvazme dale, ze pro 1 < k < n je

k(n) _F n! _ (n—1)! _(n—1
E(k) Tn n—k)E T (n—k)k-1) (k_ 1) : (14.15)

Dosazenim f; do (14.14) dostaneme pomoci rovnosti (14.15)

anl(x)_z%( > 1—1’ xZ(n_1> 1(1_:1:)1171@:

n—1
:mz (n_,1>mj(l—m)("1)j =z-1= fi(x), z€][0,1],

takze pro véechna n € N je By f1 = f1. Kone¢né pomoci (14.15) spoéteme pro1 < k <mn

kN2 [n k{n-—1 k—1[{n—-1 1(n—-1
=z == =2 - = ; 14.1
GG -5 52 00) 2 (imy) an
prvni ¢len posledniho souctu pro 2 < k < n jesté upravime:
k—1({n—-1 n—1k—1[n-1 IN[n—2
n (kz—l) n n—1(kz—1><1_5)(kz—2>' (14.17)
Po dosazeni f2 do (14.14) obdrzime pro vSechna z € [0,1]

R

k=0

3) Uzivame obvyklé transkripce; jde vSak o ruského, resp. sovétského matematika, takze
patrné spravnéjsi by bylo uzit jména ve formé Bernstejn. Bernstein r. 1912 dokéazal B, f = f na
[0,1] pro kazdou f € C([0,1]).
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a pomoci (14.16) a (14.17) jednoduchou tGpravou postupné dostaneme

= (- (230 11 (0o

k=2

1 -2 e (n—1
B 2 -2\ (n—2)—j -1\ ; (n—1)—j _
7<1—E>x JZO( ; >x(1—x) +Ej_zo< i ):c(l—:c) —

B 1\ » z 1 1 .
=(1-3) e+ 5 = (1=3) s@+ L A
Odtud vyplyva B, fo = f2 na [0,1]. O

Z predchézejiciho Lemmatu 14.4.5 a z Véty 14.4.4 obdrzime B, f = fna[0,1] pfin — oo
pro vSechny realné funkce f € C([0,1]), tedy i druhou ¢ast Véty 14.4.2. Poznamenejme
jesté, ze odhad (14.4) v pfipadé uziti Bernsteinovych polynomi nabude s ohledem na
predchazejici Lemma 14.4.5 jednodussiho tvaru:

o 2
|Bof — fl<et —(1d-1d). (14.18)

V nésledujicich Poznamkéch 14.4.6 ukazeme, ze z dokazaného tvrzeni jiz snadno vyplyva
(zdanlivé) obecnéjsi plné znéni Véty 14.4.2.

Poznamky 14.4.6. 1. Nejprve ukdZeme, jak se pfipad aproximace komplexnich funkci
pfevede na pripad aproximace realnych funkci: Je-li f komplexni funkce na intervalu
[a,b], f = f1 +1if2, kde fi(z) = Ref(z), fo(x) = Im f(z), € [a,b], a jsou-li p1,p2
polynomy s realnymi koeficienty, pro néz pro k = 1,2 plati | fx — px| < € na [a,b], pak je

[(fi+if2) — (p1+ip2)| =V (fi —p1)2 + (f2 — p2)2 < V2 € < 2.

Proto pro komplexni funkci p := p1 +ip2 plati | f — p| < 2e. Pfitom je p1 + ip2 polynom
s komplexnimi koeficienty. Proto staci tvrzeni dokazovat jen pro realné funkce.

2. Je-li f € C([a,b]) redlna funkce a p(t) = a + t(b — a) linedrni funkce zobrazujici in-
terval [0,1] na interval [a,b], definujme g = fo . Potom g € C([0,1]) je spojita
redlnd funkce na intervalu [0,1]. Je-li g, polynom s redlnymi koeficienty, pro ktery
|g(t) — gn(t)| < 1/n pro viechna t € [0,1], definujme p, := ¢» o p~'. Potom p, je
polynom s realnymi koeficienty a je-li € [a,b], z = ¢(t), je také

| f(z) = pa(@) | =1 (go@ )(@) = (anoy (@) =
=19(t) —an(t)| <1/n, = €[a,b];
je tedy pn = f na [a,b]. Odtud je také ziejmé, Ze z platnosti Véty 14.4.2 pro jeden
specidlné zvoleny uzavieny interval (v naSem pfipadé to byl interval [0,1]) plyne jeji
platnost pro kazdy interval [a,b].

3. Je-li [ linearni funkce a P polynom, pak |(f — 1) — P|=|f — (P +1)| a P+ je opét
polynom.

Jiny dikaz Vety 14.4.2. S ohledem na Poznamky 14.4.6 staci tvrzeni dokazat pou-
ze pro redlné funkce f € C([0,1]), pro které plati f(0) = f(1) = 0. Se zachovanim
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oznaceni této funkce symbolem f rozsifime f na R hodnotou 0 mimo [0, 1], takze
f je stejnomérné spojita na intervalu [0,1], a tedy i na R.

Definujeme pro véechna n € N polynomy Q,,(z) = ¢, (1 — 2%)", pficemz koefi-
cienty ¢, € R volime tak, aby platilo

1
/ Qn(z)dz =1, neN. (14.19)
-1

Odhadneme velikost ¢,, pomoci vypoctu

1 1 1/v/n
(cn)™t :/ (1—z*)"dx = 2/ (1 —2z?)"dx > 2/ (1—z*)"dz >
0 0

-1

/v/n na3q1/vn 4
> — 2 = _—— [ -1
_2/0 (1 —nz?)dz 2[:17 3 ]1:0 3\/ﬁ>(\/ﬁ) ,

z néhoz vyplyva odhad shora
cn < Vn. (14.20)

K odhadu integrované funkce jsme pouzili Bernoulliho nerovnost, kterou jsme
dokéazali v Piikladu 1.3.24. Pro libovolné §, 0 < § < 1, a = € [§, 1] plati

0<Qulz)<vVn(l-06)"=:a,. (14.21)

ProtoZe any1/an — (1 —6%) < 1, fada Y a,, konverguje, z ¢ehoZ plyne a,, — 0,
a tedy podle Véty 14.3.1 plati Q,(x) =20 na {xr € R; ¢ < |z| < 1}. Nyni budeme
definovat aproximujici polynomy p,,

1
pn(T) = Llf(x+t)Qn(t)dt, x € [0,1].

Vyuzijeme toho, ze funkce f se anuluje na R\ [0,1] a zménime integra¢ni meze
a pak pomoci substituce © = x + ¢t dostaneme pro funkce p,, vyjadieni

1—z

poe) = [ f@r0Qu0at = [ re+nQud = [ 1w Quu-o)du.

—x

7 tvaru posledniho integralu vidime, Ze p, je polynom v proménné x, pri¢emz
je to redlny polynom, protoZze f je redlna funkce. Nechf ¢ > 0. Ze stejnomérné
spojitosti funkce f plyne, Ze existuje 6 > 0 tak, Zze pro vSechna x,y € [0,1],
|z —y| < je

[f(z) = fly)l <e/2.

Ozna¢me M := max{|f(z)|; z € [0,1]} a zvolme ng € N takové, ze 4Ma,, < /2
pro vSechna n > ng. Protoze @Q,, jsou sudé a nezaporné funkce, dostaneme pro
v8echna x € [—1,1] a vSechna n > ng s pouzitim (14.19) — (14.21) postupné
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@ =pu@] =| [ @) = Fa+0)Quat| < [ [5@) = fa+|Qut)dr <

1 5
< 4M/ Qn(t)dt + % / Qn(t) < 4Man +¢/2 < ¢}
5 J-s
odtud plyne p, = f na [0,1] pro n — oo, coZ jsme chtéli dokazat. O

14.5 Zobecnéni Weierstrassovy véty

Ukazeme, ze Weierstrassova véta pripousti dalekosahlé zobecnéni. Je-li X kompaktni
metricky prostor a je-li S(X) systém spojitych funkci (redlnych nebo komplexnich) na
prostoru X, ktery je ,,dostatecné bohaty“ a méa urcité algebraické vlastnosti, pak je kazda
spojita funkce na X limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti funkei z S(X).

Nahradit interval [a,b] ve Vété 14.4.1 kompaktnim metrickym prostorem X
je vecelku pfirozené, narazime vsak na prekazku: v tvrzeni vystupuji polynomy. Je
proto vhodné si rozmyslet, co to vlastné polynomy z algebraického hlediska jsou.
V klasickém pifipadé jsou to redlné nebo komplexni funkce, které jsou linedrnimi
kombinacemi mocnin 1,z,z2,.... Tyto funkce jsou mocninami funkce Id, které
v8echny vzniknou (v systému uzavieném na nasobeni) z funkci 1,Id. To nés vede
k nasledujicim jednoduchym definicim.

Definice 14.5.1. Systém funkci A(X) na mnoZiné X se nazyva algebra, je-li
(redlnym nebo komplexnim) linedrnim prostorem uzavienym na ndsobeni, tj.

f,g e AX) = f-9g € AX).

Definice 14.5.2. Systém realnych funkci A(X) na mnoZiné X se nazyva svaz,
je-li uzavfeny na operace tvoreni maxima a minima, tj.

frg€ AX) = max{f,g} € A(X) a min{f, g} € AX).

Oba tyto systémy hraji pfi zobecniovani Weierstrassovy véty vyznamnou roli.
Nejprve se budeme vénovat systémim funkci, které tvo¥i svaz; uvedme jednoduché
priklady:

Piiklady 14.5.3. 1. Linearni prostor redlnych funkci C([a,b]) nebo C((P, p)) je
soucasné svazem i algebrou. Linedrni prostor komplexnich funkci C([a,b]) nebo
C((P, p)) je algebrou.

2. Systém vsech redlnych nebo komplexnich polynomi na intervalu [a, b] je vlast-
nim podprostorem linedrniho prostoru C([a,b]) a je i algebrou, neni to vSak
(ani v redlném piipadé) svaz. Tato algebra je ,nejmensi“ z téch, které obsahuji
konstantni funkci 1 a identitu Id.
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Lemma 14.5.4. JestliZe je A(X) vektorovy prostor (nad R) redlngch funkei na
mnoziné X a jestlize z f € A(X) plyne, Ze |f| € A(X), potom je A(X) svaz.

Diikaz. 7 f, g € A(X) plyne, ze funkee f+g i f — g lezi v A(X). Zbyva pouze si

uvédomit, Ze z rovnosti

max{f, g} = ((f +9)+1f —gl)/2 a min{f, g} = ((f +9) —|f —9gl)/2
vyplyva, ze A(X) je svaz. O

Definice 14.5.5. Mnozinu vSech funkci f, pro které existuje posloupnost funkci
fn € A(X), n € N, takové, ze pro n — oo je f, = f na X, budeme znadit
cl (A(X)) (toto oznadeni pro ,stejnomérny uzavér“ je odvozeno od anglického
terminu closure).

Definice 14.5.6. Systém funkci B(X) definovanych na X oddéluje body X, jest-
lize ke kazdé dvojici bodu z,y € X, x # y, existuje funkce f € B(X), pro kterou
f(x) # f(y) (funkce f tedy obecné zavisi na volbé dvojice bodi z,y € X).

Véta 14.5.7 (Stone, *1937). Necht S(X) # 0 je svaz a soucasné i linedrni
prostor redlngch spojitych funkci na kompaktni mnoziné X C (P, p). Necht S(X)
oddéluge body X a obsahuje konstantni funkci 1. Potom cl(S(X)) = C(X).

Dikaz. Zvolme f € C(X) ae > 0. UkdZeme, jak se z pfedpokladii odvodi existence
funkce g € S(X), pro kterou || f — g|| = sup{ |f(t) —g(t)|; t € X} < e, tj.

ft)—e < g(t) < f(t)+e, teX.
Zvolme tedy = € X a pro kazdé y € X \ {z} funkci g, , € S tak, aby
gm,y(x) = f(x) a gw,y(y) = f(y)

Takovou funkci snadno sestrojime: S(X) obsahuje vSechny konstantni funkce a
jelikoz v §(X) existuje funkece h, pro kterou h(z) # h(y), staci definovat

h(t) = h(y) h(t) — h(z)

W) — h(y) Wy —h() €

9ay(t) = f(2) + /()

Dale definujme
Up(y) :={t € X; gaylt) < f(t)+e}.

Protoze g, i f jsou spojité funkce, je U, (y) oteviend mnozina obsahujici bod y.
Kazda z téchto mnozin obsahuje i bod z. Systém otevienych mnozin

{Us(y); y € X\ {z}}

pokryva kompaktni prostor X, existuje tedy m € N a body y1,y2, ..., yn tak, ze

{Us(1), Un(y2), - - Un(ym)}
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je pokryti X. Polozime-li g, := min{gs y,,---;9sy., }» Pak na kazdém z okoli
Uz (yx) je gz < Goy, < f+e. Jelikoz je S(X) svaz, je g, € S(X) a g, < f+e¢
na X. Podobné definujeme

V) ={teX;g.(t)>ft)—e}, zeX.

Protoze g, i f jsou spojité funkce, je V() oteviend mnozina obsahujici bod z.
Systém {V(z); x € X } je tedy otevienym pokrytim kompaktniho prostoru X.
7 tohoto systému vybereme konecné pokryti X

{V(x1), V(x2), ..., V(zn) }

a sestrojime funkci ¢ = max{ g,,, guy; - - gu, }- Je ziejmé g € S(X) a protoze
je g > gz, > f — € na kazdém V(zy) a zéroven g < gy, (t) < f + ¢ na kazdém
okoli Uy (yx), k=1,2,...,m, plyne odtud

ft)—e<gt) < ft)+e, teX.

Odtud vyplyva, ze funkce f lezi v cl(S(X)), a tedy C(X) C cl(S(X)). Protoze
z Véty 14.1.5 plyne opa¢nd inkluze, dostavame rovnost cl (S(X)) = C(X). O

Dokézana Véta 14.5.7 Weierstrassovu vétu nezobecrtiuje, nebot restrikce vsech
polynomt na interval [a, b] netvoii svaz. Abychom dostali takovou verzi, ze které
Véta 14.4.1 vyplyne jako specidlni piipad, musime jeSté dokazat néktera jedno-
duché tvrzeni.

Lemma 14.5.8. Necht A(X) je algebra (redlngch nebo komplexnich) omezengch
funkct definovangch na mnoziné X a necht || f|lo = sup{|f(z)|; z € X } je norma
na X. Potom uzdver cl (A(X)) v této normé je opét algebra.

Dikaz. Prokazdou funkci f € A(X) odhadneme | f| pomoci jejiho suprema || f||oo-
Popiseme podrobnéji pouze pripad s redlnym linearnim prostorem, pro komplexni
linearni prostor probihé diikaz analogicky.

Podle Definice 14.5.5 lezi funkce f v cl (A(X)), pravé kdyz existuji f, € A(X)
tak, ze f, = f na X. K libovolnému ¢ > 0 existuje takové k € N, ze || fr. — f|| < e.
Pak je ||l < | full = 11.f = foll < ||fnll + ¢, takze funkce f je omezena.

Pro kazdé dvé funkce f, g € cl (A(X)) a kazdé ¢islo ¢ € R existuji posloupnosti
funkci fi,, gn € A(X) tak, ze ||fn — f|]| — 0 a |lgn — g|| — 0. Pak

1(fntgn) = (F+ DI < fn = Fll+llgn —gll a llefa—cfll <lelllfa = fIl,

z ¢ehoz jiz lehce plyne, Ze cl (A(X)) je linearni prostor. Z nerovnosti

[fngn = Fall < W fn = FIIgN + Nlgn = gl 111+ 11 = Fll Hlgn = gl

pak jiz snadno vyplyva, ze cl (A(X)) je algebra. O
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Lemma 14.5.9. Necht a > 0. Potom existuje posloupnost polynomd {p,} s re-
dalngmi koeficienty takovd, Ze p,(0) =0 a zdroven p, = |1d| na [—a,a].

Duikaz. Weierstrassova Véta 14.4.2 zarucuje existenci redlnych polynomu ¢, ta-
kovych, Ze ¢, = |Id| na [—a,a] C R. Pak pro p, = ¢, — ¢»(0) je p,(0) =0 a

o = 1A ][ < ([ gn = [1d ]| + [| gn(0) [| = O,
¢imz je tvrzeni dokazano. O

Lemma 14.5.10. Je-li A(P) uzavfend algebra omezengch spojitych funkci na
metrickém prostoru (P, p) (vzhledem ke stejnomérné konvergenci na P), pak

f,9€ A(P) = max{f,g} € A(P) a min{f, g} € A(P).

Diikaz. S ohledem na Lemma 14.5.4 sta¢i dokazat, ze z f € A(P) plyne |f| €
A(P), protoze f +g i f— g lezi v A(P). Zvolme € > 0 a f € A(P). Dale zvolme
a > || f]l. Podle Lemma 14.5.9 existuje polynom p s vlastnosti p(0) = 0 tak, ze
plati p(t) = > ;. axt® a

m
H Zaktk — ] H <e, te[—a,a]l.
k=1
Jelikoz —a < f(x) < a pro vSechna z € P, vyplyvéa odtud pro funkci f

H iak(f(x))k— !f(!E)IH <e, T€EP,
k=1

a protoze A(P) je algebra, je funkce g := >_}", ai f* z A(P) aplati || |[f|—g| <e.
To jiz staéi pro konstrukci posloupnosti funkei g, € A(P), pro kterou je g, =2 |f|
na P. Proto | f| € cl(A(P)) = A(P). O

Dusledek 14.5.11. Necht (P, p) je kompakini metricky prostor. Je-li A(P) li-
bovolnd uzaviend algebra redlnych funkei v C(P), je A(P) zdroven (uzavieny)
svaz.

Nyni jiz mzeme vyslovit tvrzeni, které byva Casto oznacovano jako redlnd
verze Stone-Weierstrassovy véty. Ctena¥ by si mél povsimnout, Ze jeho pfed-
poklady se odlisuji od ,svazové verze“ jen v tom, Ze systém funkci, se kterym
pracujeme, je nyni misto svazem algebrou.

Véta 14.5.12 (Stone *1937). Necht X C (P,p) je kompakini a necht A(X)
je algebra redlnych funkci spojitych na X. Oddéluje-li algebra A(X) body X a
obsahuje-li i konstantnd funkci 1, je cl (A(X)) = C(X).
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Diikaz. Piipad mnoziny X obsahujici jediny bod je trividlni, nebot v8echny kon-
stantni funkce na X tvoii jiz prostor C(X). Déle plati podle Lemmatu 14.5.8,
ze cl (A(X)) je algebra. Ta podle Lemmatu 14.5.10 obsahuje s kazdou funkeci f
také funkci | f|, proto je dle Dusledku 14.5.11 svazem (a tedy i linedrnim prosto-
rem). Tvrzeni pak jiz plyne ze Stoneovy Véty 14.5.7. Tim je diikaz realné verze
Stone-Weierstrassovy véty dokoncen. O

Poznamka 14.5.13. V zakladnim Ptikladu 14.5.3 (2) musi existovat polynom p, ktery
podminku Lemmatu 14.5.4 nesplituje. To je napf. polynom p(z) =z — (a +b)/2, x € R,
protoze funkce |p| neni na [a, b] restrikci polynomu.

Piiklady 14.5.14. 1. Trividlné plati: Algebra C([a,b]) vSech spojitych funkci na in-
tervalu [a,b] oddéluje body intervalu [a,b], nebot obsahuje napf. funkci f(z) = =z,
x € [a,b]. Uzavér cl (C([a,b])) je roven C([a,b]).

2. Také algebra P([a,b]) vSech (restrikci) polynomi na [a,b] oddéluje body [a,b],
je vsak vlastni podalgebrou C([a,b]). Podle Weierstrassovy véty je jejim uzdvérem
cl(P([a,b])) algebra C([a,b]).

3. Systém vsech funkci z P([a, b]), které se anuluji v bodé (a+b)/2, oddéluje body [a,b],
avSak tato algebra obsahuje jedinou konstantni funkci na [a,b], a to funkci f = 0.

4. Snadno nahlédneme, ze systém vSech funkci z C([a,b]), které se anuluji v bodé
(a + b)/2, oddéluje body [a,b], a je to algebra A, obsahuje vSak opét jedinou konstantni
funkei f = 0. Uzéavér této algebry obsahuje pouze funkce z C([a,b]) lezici v A.

5. Systém B v8ech funkci z C([a,b]), které se anuluji ve dvou riznych bodech z,y € [a,b],
je algebra, kterd vsak neoddéluje body intervalu [a,b].

6. Uzavér cl(B) systému B z bodu 5 obsahuje pouze ty funkce z C([a,b]), které lezi

v B. Systém P vSech polynomi z B obsahuje pouze jedinou konstantni funkci f = 0, ale
snadno lze nahlédnout, ze cl (P) = B a je to algebra.

14.6 Dalsi dulezita tvrzeni

Tlustrovali jsme jistou nedostatec¢nost bodové konvergence pro prenaseni nékterych vlast-
nosti na limitni funkci. Lep$i schopnost pienaset ,piijemné vlastnosti“ funkci mé vSak
stejnomérna konvergence. Jedno z tvrzeni, které matematicky dokumentuje toto vagni
vyjadreni, jsme dokéazali v Kapitole 13 o metrickych prostorech v Lemmatu 13.2.6. Nyni
si analogickych tvrzeni dokazeme vice.

Véta 14.6.1. Necht funkce f,, maji Riemanniv integrdl na intervalu [a,b], necht

fn==f naa,b]. Potom i funkce f md Riemanniv integrdl na [a,b] a plati

lim (R) / AP / "f (14.22)

Dikaz. V dikazu pracujeme pouze s (R)-integraly. Z f, = f na [a,b] plyne, Ze
Ay = sup{|f(:c) — fa(2)|; x € [a,b]} —0.
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Proto k € > 0 existuje k € N tak, ze pro n > k je a, < €. Zvolme takové n € N;
pak je

fn_ESfon+Ea
a tedy pro libovolné déleni D € D([a,b]) snadno dostaneme

s(fn; D) —e(b—a) < s(f; D) < S(f; D) < S(fn; D) +e(b—a).

Odtud jednoduchou tpravou obdrzime

S(f; D) = s(f; D) < (S(fn; D) = s(fn; D)) +2e(b - a).
Protoze je f, € R([a,b]), 1ze volit déleni D € D([a, b]) tak, Ze prvni ¢len na pravé
strané je odhadnut napt. ¢islem e(b—a). Z toho, ze je S(f; D)—s(f; D) < 3e(b—a)
plyne podle Véty 11.2.12, Ze i limitni funkce f mé Riemannav integral.
Dale plati

' /Ifn— (< fu=Flloo- (b—a),

z ¢ehoz plyne vztah (14 22). O

Jadro dtkazu Véty 14.1.5 o spojitosti a stejnomérné konvergenci je patrné
nejvice ziejmé z obecnéjsi véty, kterou si nyni dokézeme v kontextu MP. Pfipo-
menme, ze se zaménou limit jsme se setkali jiz napf. pfi vySetfovani spojitosti
Himitni funkce®.

Véta 14.6.2 (Moore 1900, Osgood 1897). Necht (P, o) je metricky prostor
a necht xg € P je jeho hromadny bod. Necht ddle { f,} je posloupnost (kompleznich)jj
funkei na P\ {zo} a plati

(1) fa=2f na P\{xo},
(2) fulz) — apn pro xz — xg .
Potom téz existuji vlastni limy, o ay, @ limg,—,, f(2) a jsou si rovny.

Dikaz. K ¢ > 0 existuje £k € N tak, ze pro vSechna m,n > k, m,n € N, a
x € P\ {xo}, plati

(z € P\ {zo}) = (Ifm(2) = fu(2)] <e),

a tedy, po limitnim pfechodu x — g, rovnéz i |a,, — a,| < . Odtud vyplyva
konvergence {a,}. Polozme lim a,, = a. Déle plati

[ f(x) —al <|f(@) = ful@) [+ ] fn(z) —an |+ [an —al.
Nyni lze volbou n € N dosdhnout toho, Ze prvni a tfeti ¢len na pravé strané

nerovnosti je odhadnut pro vSechna x € P\ {zo} pomoci £/3. Potom zvolime
0 > 0 tak, ze pro prstencové okoli Ps bodu xg v P plati

(x € Ps) = |fulz) —an| <e/3,

7 ¢ehoz uz lehce dostaneme dokazované tvrzeni. O
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Dusledek 14.6.3. Necht existuje § > 0 tak, Ze
(1) fa=f na(c,c+9),

(2) fn(z) — an prox — cy .

Potom tez existuji vlastni lim, o a, @ limg, .., f(x) a jsou si rovny.

Poznamka 14.6.4. Obdobna podminka ,funguje® i pro pfipad x — c_, jestliZe interval
v (1) bude tvaru (¢ — §,¢) a obecné s libovolnym prstencovym okolim P(c) bodu ¢, na
némz je fn =2 f. To je dulezité pro lokalni vlastnosti (spojitost, diferencovatelnost apod.),
nebot nékdy stadéi ovéfovat stejnomérnou konvergenci pouze lokdiné. Promyslete si diikaz
Véty 14.1.5, zalozeny na pravé dokazané Moore-Osgoodové vété.

Véta 14.6.5 (Weierstrass 1861). Necht funkce f,, n € N, maji vesmés vlastni
derivaci vSude v intervalu (a,b), a necht

(1) ezistuje xo € (a,b) tak, Ze {fn(x0)} konverguge,
(2) pro derivace f!, plati f|, =10c na (a,b).

Potom téZ fn, =10c na (a,b) a oznacime-li f(z) :=lim, o fn(z), = € (a,b), md
f na (a,b) derivaci f' a plati

fa=oc [ na (a,b).

Dikaz. Dtkaz vyuzivd zejména Moore-Osgoodovu vétu (Véta 14.6.2) a je slozi-
téjS1 pouze forméalné. Postupné dokazeme, ze z predpokladtt plyne pro vhodné
zvoleny interval [¢,d] C (a,b)

fn= nalc,d] apotompro f:= nlin;ofn téz  f}, =oc [’ ma (a,b).

Pro praci s lokdlné stejnomérnou konvergenci vyuzijeme tvrzeni Véty 14.1.10 a
zvolime (zatim libovolné) nedegenerovany interval [¢,d] C (a,b). Pro z,t € [¢,d],
x # t, plati podle Lagrangeovy véty (Véta 5.2.18) pro funkei (f,, — f»), pFiCemz
v Citateli zlomku jesté prehayujeme pofadi ¢lend

(fm(t) = fm()) = (fu(t) = fu(2))

t—x

= (fn(©) = f1(9) (14.23)

kde ¢ lezi mezi body t a z, tj. v (¢,d). Odtud snadno dostaneme

[(fm(8) = fm (@) = (fu(t) = fu(@))] < (d =) [£7,(8) = £ ()] (14.24)

Pfedpoklddejme nyni, ze plati 29 € [c¢,d]. Z odhadu (14.24) plyne splnéni
Bolzano-Cauchyho podminky pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti {f,}
na [¢,d], nebot plati

[fm(2) = ful@)| < |(fin(2) = @) = (fm(@0) = fa(20))] + [fm(20) — fulzo)l,

a proto je
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[fm(@) = fu(@)] < (d = )1 f7,(&) = FL (O] + | fm(z0) = fu(z0)] -

Z f! = na [c,d] a konvergence posloupnosti { f,,(zo)} dostdvame f, = na [c,d];
to vSak plati pro kazdy interval [c¢,d] C (a,b) obsahujici zy, a proto podle
Véty 14.1.10 je f, =10c na (a,b). Zvolme nyni pevné interval [¢,d], bod z € [¢, d]

a definujme

pro t € [¢,d]\ {z}. PouZijeme opét rovnost (14.23) a obdrzime z ni

t—=x t—zx

z této nerovnosti dostaneme Bolzano-Cauchyho podminku pro {®,}, takZe je
®,(t)= na[c,d]\ {z}.

Nyni se vyuZije Véty 14.6.2 na okoli bodu {z} v [¢,d]. Zfejmé ®,,(t) = @(¢) na
[e,d]\{z} aprot e [cd]\{z}, t = x dostaneme

lim ®,(t)=fl(x), fl(z)= lim O(t) = lim f)(z).
Tim je dtikaz dokoncen. O

Priklad 14.6.6. Predchazejici véta ukazuje, ze pfi derivovani posloupnosti funkci ,,élen
po ¢lenu“ neni situace jednoduché. Polozme

sin(n’x) .
fn(w):T, gn(x):smﬁ, zER.

Potom plati fr, — 0 a g» — 0 na R. Je vSak |fn(x) — 0] <1/n — 0, a proto f, = na R,
ale zéroveti je |gn(n®7/2) — 0| = 1, a tedy neplati g, = na R. V&imnéte si, Ze vSechny
funkce jsou dokonce z C°(R). Pro derivace f}, a g, dostavame

' 2 / 1 x
fn(x) = TLCOS(TL 1’), gn(x) = ﬁ cos m )

a tedy neplati f,, — 0 na R, avsak plati g, =0 na R. Z Véty 14.6.5 snadno dostaneme,
7e gn =10c 0 na R, protoze g,(0) = 0 pro vSechna n € N, a tedy {g»(0)} konverguje.

Priklad 14.6.7. Nezli budeme dokazovat nésledujici vétu, uvedeme dalsi ilustrativni
ptiklad pro Newtonuv integral. Definujme

f(@) =1 - |z)" = max(1 - |2/,0).
Pomoci f definujeme posloupnost funkci {g»}

gn(z) := (1/n)f(z/n), r€R, neN.
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Ziejmé existuji Newtonovy integraly z g, pfes R pro vsechna n € N a jsou vesmés
rovny 1. I kdyz plati g, =0, je
oo

lim gn(z)de =1#0= /jo (lim gn(x))dz .

n—00 n—00
— o0

Priklad ukazuje dilezitost predpokladu omezenosti intervalu v néasledujici vété, ktera je
analogii Véty 14.6.1.

Véta 14.6.8. Necht f, = f na omezeném intervalu (a,b), necht f, maji primi-
tiwnd funkce na (a,b) a necht f,, € N(a,b), tj. fn, n € N, maji konecny Newtoniv
integrdl na (a,b). Potom existuje primitivnt funkce k f na (a,b), Newtoniv integrdl
z [ pfes (a,b) konverguje a je

b b
lim (M/ fu(z)dz = (./\/)/ f(z)dx . (14.25)
Diikaz. OznaCme F,, primitivni funkce k f,,, pficemz F,, volme tak, aby pro pevné
zvoleny bod x¢ € (a,b) platilo F),(z9) = 0, n € N. Zopakujeme tvahu z dikazu
predchozi véty; plati

|En(2) = Fo(2)| = [(Fin () — Fo(2)) — (Fn(20) — Fu(x0))] <
< |fm(&) = fu(&)] - (b—a),

kde jsme odhadli rozdil pomoci Lagrangeovy véty (Véta 5.2.18). Bod ¢ lezi mezi
x a xg, tedy v (a,b) a rozdil |x — x| jsme odhadli délkou (omezeného dle pfedpo-
kladu!) intervalu (a,b). Pouzijeme jesté predchozi vétu na funkce F,, a obdrzime
pro F :=lim,,_, F, rovnost F'(x) = f(z), « € (a,b). Na koncové body a, b uva-
zovaného intervalu aplikujeme Vétu 14.6.2, ¢imz dostaneme pro z — a., resp.
r — b_, vztahy

77,11—>Ir<io F.(a+) = m1—1>I¢rzl+ F(z) = F(a+), lim F,(b—)= lim F(x)=F(b—).

n— o0 T—b—

Odtud snadno dostaneme
b

b
lim fo(z)dz = lim (F,(b—) — F,(a+)) = F(b—) — F(a+) = / f(z)dz

n—oo

coz je zddand rovnost (14.25). O

Poznamka 14.6.9. Ctensi snadno nahlédne, Ze i kdyZ jsme pro zjednoduseni
pracovali v predchéazejicich vétach pouze s primitivnimi funkcemi, jejich tvrzeni
plati i pro zobecnéné primitivni funkce. Véty jsme vyslovili pro posloupnosti.
Prihlédneme-li ke vztahu

anjloc na (a,b) — Sn:kajloc na (a,b),

k=1

dostaneme odtud snadno obdobna tvrzeni pro fady funkci. Proto nasledujici tvr-
zeni dokazovat nebudeme.
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Véta 14.6.10. Necht > fi je fada funkci magjicich vesmés vlastni derivaci na
(a,b) a necht existuje bod x¢ € (a,b) tak, Ze Y fr(xo) konverguje. Jestlize plati
> fh Zioe na (a,b), je rovnéz Y fr 210 na (a,b) a pro s: =Y fi plati

s'(x) = Zf,;(x), z € (a,b).

k=1

Zkracensé, 1 kdyz ne zcela presné, fikdme, ze ,fadu Y f,, 1ze derivovat ¢len po
¢lenu“. Podobnd véta plati pro integral, avsak jako u Riemannova integralu mu-
sime v pfipadé (N)-integralu pracovat s omezengm intervalem (a,b). Vyslovime
ji pro Newtontiv integral.

Véta 14.6.11. Necht > fi je fada funkci newtonovsky integrovatelnych na ome-
zeném intervalu o koncovgch bodech a,b, a > fr = na (a,b). Oznadime-li f :=
> fx, je funkce f newtonovsky integrovatelnd a je

b ) b
W[ r=> W[ .
a k=1 a
Poznamka 14.6.12. Analogicka véta plati i pro Riemanntv integral.

Je prirozené, ze ¢tenafe mize napadnout otazka, jak souvisi absolutni a stej-
nomérna konvergence. Pozitivni vysledek ve specialnim pfipadé by mohl ¢tenafe
svést k mylnym domnénkam.

Priklad 14.6.13 (Pringsheim 1899). VySetfeme funkci f definovanou soué¢tem rady

@)=Y s (1)

n=1

Z¥ejmé pro vsechna x # 0 plati rovnost f(z) = (1 + x2)71, coz po vytknuti prvého
zlomku dostaneme snadno sectenim geometrické rady. Dosazenim téz snadno ovérime
f(0) = 0. Protoze jde o fadu s nezdpornymi ¢leny, konverguje absolutné vsude v R.
Jelikoz jde o fadu spojitych funkci, jejiz soucet je evidentné funkce nespojitd v bodé 0,
fada nekonverguje stejnomérné na R, ani napf. na intervalu [0, 1]. Konvergence je vsak
lokalné stejnomérnd na (0,1].

Piiklad 14.6.14. VysSetfeme podrobnéji fadu funkci
o0 2
n4+1T +n
;(—1) —

Protoze plati pro kazdé z € R a kazdé n € N

x2—|—n

n2

2
nt+17T +n
n2

"< =1

=:an,
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fada nekonverguje absolutné v Zddném bodé x € R. Bodova konvergence rady je vSak
ziejma z Leibnizova kritéria (viz Véta 3.3.1) a naprosto analogicky jako tam dostavame
pro m > n obecné odhad

lsm(2) = sn(2)| < anta(z).
Vidime tedy, ze pro (lokalné) stejnomérnou konvergenci fady se stfidavymi znaménky

> o(=1)""tan(z) staci dokézat (lokdlng) an = 0. V nasem konkrétnim piipadé plati

nH:cz—J—n <M2+1<M2+1

(=1

takze fada konverguje lokdiné stejnomérnée na R.

, pro vSechna z, |z| < M,

n? n? n - n

Predchézejici dvojice prikladti dostateéné presvédcivé ukazuje, ze spolu stej-
nomérnd a absolutni konvergence v obecném piipadé ptilis nesouvisi. To ostatné
ilustruji i neabsolutné konvergentni ¢iselné fady; zaroven ukazuji dalsi smér po-
stupu.

14.7 Dalsi kritéria

Pfipomerime nejprve Abelovu parcidlni sumaci, se kterou jsme se jiz setkali.

Lemma 14.7.1 (Abel 1826). Necht {ar}2,, {br}72, jsou posloupnosti kom-
plexnich cisel, p,q € Z, —1 < p < q. Oznacme

Sn= ar, neNy, s.1=0. (14.26)
Potom q k:qO
Z arbr = Z Sk(bk — bk+1) + quq+1 — Spbp_H . (1427)
k=p+1 k=p+1

Diikaz. Stru¢né pripominame: pro k > 0 je
akb, = (sk — sk—1) by = 8k (b, — bry1) + Skbk+1 — sk—1bs
a tyto rovnosti ,secteme” pro k =p+1,p+2, ... q, ¢imz obdrzime dokazovanou

rovnost (14.27). O

Véta 14.7.2 (Abel). Necht {ar}72, a {bp}32, jsou posloupnosti omezengch
kompleznich funkci na mnoziné X # 0, a necht s, jsou definovdny pomoct (14.26).
Potom Tada ZEOZO arbr konverguje stejnomérné na X, je-li splnéna alespon jedna
z nasledugicich podminek (v pFipadech oznadengch *) jsou samoziejmé funkce by,
k € Ny, rediné) :

(1) {sn;n € Ng} je systém stejné omezenych funkci na X a

> bk —ber1|= na X, b =0 na X; (14.28)
k=0
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(2) {sn; n € Ng} je systém stejné omezengch funkci na X a

{br} je monotdnni posloupnost *) a b, =0 na X ; (14.29)

(3) sn=2 na X a systémy { > p_o bk —brg1];n € No} a {bx; k € No} jsou
oba stejné omezené na X;

(4) s, = na X, {bx} je monotdnni posloupnost *) a systém {by; k € No} je
stejné omezeny na X.

Poznamka 14.7.3. Predchézejici véta je oznacena jako Abelova, aé jeji jednotlivé ¢asti
byvaji spojovany se jmény NIELS HENRIK ABEL (1802 - 1829), PIERRE GUSTAV LEJEUNE
DIRICHLET (1805 — 1859), PAUL DAvID DU BoIsS-REYMOND (1831 — 1889) a RICHARD
JuLius WILHELM DEDEKIND (1831 —1916) (viz [13], str. 421, odkud je téz prevzat diikaz
této véty). Oznadeni je pfirozené v tom smyslu, ze dikazy vSech jednotlivych ¢4sti jsou
zalozeny na Abelové parcidlni sumaci.

Diikaz. Vyuzijeme Bolzano-Cauchyho podminku pro stejnomérnou konvergenci
funkei. Budeme uzivat oznaceni || - || pro supremovou normu vzhledem k X.
V kazdém z piipadi (1) — (4) existuji A, B € R tak, zZe je

sk(2)] < A, |by(z)] < B

pro vSechna k € Ny a x € X; uvazte, ze jsou-li funkce ay omezené na X, jsou
omezené i sy na X a s = limsg je rovnéz omezena na X. Dale plati odhad
Iskll < |Is — skll + |Is||- Z (14.27) dostaneme

|3 @) bu(@)| <A D 1bu(@) = bra (@) + Albgsa @) + [ bpaa ()], (14.30)

k=p+1 k=p+1

pro v8echna x € X a0 < p < ¢q. Necht je dano € > 0. Protoze kazdy ze s¢itancti na
pravé strané nerovnosti (14.30) lze odhadnout volbou dostateéné velkych p, g € N,
p < ¢, shora danym ¢, plyne odtud > .-, axby = na X v piipadé (1).

P#i splnéni podminek (2) maji vSechny rozdily by — bi41 bud kladné znaménko
nebo maji vSechny zadporné znaménko. Pak je ale

D |br(@) —brra(a) | = ‘ > (k@) - bk+1($))‘ =
k=p+1 k=p+1

= | bgs1 = bpr1| < 1 bgi1 [l + 1 bpsa [ < 2B, (14.31)

pfiéemz odtud a z (14.30) vyplyne odhad

q

| D an(@)br(@)] < 24 (| g |+ 1 bpsa )
k=p+1
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a tedy i Bolzano-Cauchyho podminka pro stejnomérnou konvergenci fady; plati
tedy Y po o arbr = na X i v pfipadé (2).

Jestlize sy = na X, polozime s = lim s;. Vypoctem ovéfime rovnost (nyni
vSak jiz pracujeme s funkcemi, pouze argument x vynechavame)

q

0= s(bk —brs1) + sbgs1 — sbpi1,
k=p+1

a tuto rovnost ,odec¢teme* od (14.27). Obdrzime tak

q q
Z apb, = Z(Sk —8)(bi — bt1) + (8¢ — $)bgs1 — (8p — 8)bpy1.  (14.32)
k=p+1 p+1

Oznaéme jesté C, = sup{||sx — s||; k > p}; zfejmé C, — 0 pro p — oo. Uzitim
(14.32) dostaneme

q q
| >0 @b < > Colbe—buia |+ CoB+Cy B <G, (M +2B) —0,
k=p+1 k=p+1

kde M je horni odhad Eastecnych souctis | by — brt1| pro vSechna n € Ny
(a vSechna z € X). Tak opét dostavame Y - o arby =% na X v piipadé (3).

V poslednim p¥ipadé (4) uvézime, ze odhad (14.31) dava ,stejnomérny odhad*
pro ¢asteéné soucty fady Y. | bk — brt1 | hodnotou 2B, ¢imz se tento pripad
prevede na ptipad pfedchéazejici. O

Poznamky 14.7.4. 1. V predchézejici vété vystupuji dvé posloupnosti funkei,
avsak jedna ¢i obé tyto posloupnosti mohou mit vesmés konstantni ¢leny. Je proto
pouzitelna i na Yady typu > fx gk, > ¢k fx, > ¢k di, kde fr, gr jsou funkce a ci, dy
jsou z C ¢&i R.

2. Kazdou fadu typu > uy lze vyjadrit ve tvaru Y arpbr mnoha zptsoby. Poten-
cialné lze tedy uzit Vétu 14.7.2 na jakoukoli fadu, ale véta nedava zadny navod,
jak takovou vhodnou faktorizaci obecné ziskat.

3. Sama Véta 14.7.2 je slozitéjsi, je proto zbytecné ji uzivat v pripadech, kdy k cili
vedou prostiedky mnohem jednodussi, napr. Weierstrassiv M-test.

Priklady 14.7.5. 1. Je-li {by}22, monoténni posloupnost redlnych &isel, by — 0, pak
pro kazdé 0 < § < 2 mocninnd fada > 7, bpz* konverguje stejnomérné na mno-
7ing X5 = {z € C; |2| <1, |z — 1| >§}. Polozime-li totiz ax(z) = z*, potom pro vechna
n € Ng a vSechna z € X; je

n Zn+1 _

f— k_
@)1= = 5=

a muzeme tedy pouzit Vétu 14.7.2, (2), ze které vyplyne tvrzeni.

2
_1|

2
< —
_67

1’<
=Tz
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2.Pro |z =1, z = " je [z — 1| = |¢"]- ’eit/z — efit/2| = 2|sin(t/2)|. Proto pro
t € [6,2m — 0] je |z — 1] > 2]sin(6/2)|, a tedy Fady (redlnd a imaginarni éast rady
z predchézejiciho piikladu pro |z| = 1)

Z by cos(kz), a Z by, sin(kz)
k=0 k=0

konverguji stejnomérné na intervalu [§,27 — §]. S analogickymi Fadami budeme jesté
dale pracovat.
3. Doporucujeme ctenaii k samostatnému rozmysleni, Ze podobné i fady

oo

Z(—l)kbk cos(kz), a Z(—l)k+1bk sin(kx)

k=0 k=1
konverguji stejnomérné na intervalu [—m + §, 7 — J].

4. Zachézime-li s mocninnymi fadami, je pfirozené si v§imnout specialniho pfipadu fady
z predchazejiciho ptikladu. Rada s b, = 1/n, tj.

> =

k=1 k
konverguje pro z € (—1,1) k funkci —log(l — z) a zfejmé konverguje stejnomérné na
kazdé mnoziné Xs z predchazejiciho pfikladu. Je proto jeji soucet pfirozené povazovat
za ,komplexni logaritmus“ definovany na této mnoziné. Odtud dostaneme napf. rovnost

o (_l)kfl
Z — =log2.
k=1 k

Priklad 14.7.6. V Piikladu 11.5.1 jsme sestrojili ,pilovitou funkci® f, ktera je
linedrni na kazdém intervalu [ k—1, k] pro k € Z. Funkce f je 2-periodick4 a spojita
na R, pfi¢emz plati 0 < f < 1. Pro v8echna z € R\ Z je f'(x) = £1. Polozme
fr(z) = f(2F2)/2%, k € N, a definujme

g(z) :ka(:v), z eR.
k=1

Kazda z funkei f, je spojitd a fada > fi konverguje stejnomérné podle Véty 14.3.5,
nebot pro vSechna = € R je

[fe(z)| <27% aplati > 27F=1<o0.
k=1
Obrazky Obr. 14.3 — 14.5 zachycuji prvnich sedm ¢asteénych souctu fady na in-

tervalu [0, 1]; funkce g je zfejmé 1-periodickd funkce, obrazky proto davaji dobrou
pfedstavu o chovani fady na R.
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Obr. 14.3.

Funkce g je tedy spojitd na R podle Véty 14.1.5. Pro k € N je funkce fj linearni
na intervalech [ (s—1)/2% s/2%] pro kazdé s € Z a uvnit¥ téchto intervali, kterym
budeme fikat intervaly fadu k, plati f; (z) = £1; zaroven je funkce fi periodicka
s periodou 2'~*. Zvolme libovolné = € R. DokaZeme, Ze ¢/(z) neni vlastni, tj. Ze
neexistuje vlastni limita

i @) —9(@)

y—zr  Yy—x

Obr. 14.4.

Protoze x lezi vzdy alespon v jednom z intervala I,, fadu n, lze zvolit po-
sloupnost do sebe zafazenych intervalu I,,11 C I,, n € N, tak, ze x € I, pro
vSechna n € N. V kazdém z intervalt I,, o délce 27" existuje bod x, tak, zZe
|z, — | = 2~ (D), Zejmé plati =, — = a

fe(@n) — fi(@)

Ty — T

=0

pro vSechna k£ > n + 1. Proto je
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g(@a) —g(x)  a fulwn) — fulz)
= =Y (=1),

kde séitdme (n + 1) nenulovych hodnot, z nichz kazd4 je rovna +1 nebo —1. Hod-
nota posledniho souctu je tedy liché ¢islo pro n sudé a sudé ¢islo pro n liché, zrusi
se vzdy jen sudy pocet s¢itancii. Proto posloupnost éisel (g(x,) — g(z))/(xn — x)
obsahuje pouze celé ¢isla a nent cauchyovskd, nemtize tedy pro n — oo konvergo-
vat.

Vzhledem k volbé z jsme tak sestrojili funkci g € C(R), kterd nemé vlastni
derivaci v zadném bodé z R. Popsany dtkaz je modifikaci postupu, ktery se v lite-
rature oznacuje jako Waerdenuv priklad spojité funkce bez derivace. Funkci tohoto
typu vySetfoval jiz r. 1903 TELII TAKAGI (1875 — 1960); viz téz [13], str. 174. A¢ se
Waerdentv priklad 1isi od Takagiho jen nepodstatné, metoda diikkazu je zalozena
na triku, ktery v pfipadé vySetfované funkce nelze pouzit.

Obr. 14.5.

Sc¢itanim vhodné volenych funkci 1ze sestrojit zajimavé piiklady; vylozeny apa-
rat umoziuje uzivat i nekonefné soucty (fady) funkci a tak  kumulovat® body
zvlastniho charakteru.
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Piiklad 14.7.7. Oznacme {r, } prostou posloupnost viech racionalnich ¢isel z in-
tervalu (0,1) a polozme hy(z) = sgn(z —r,), € (0,1). Pak je funkce

i% xz € (0,1),

sou¢tem neklesajicich funkci, a je tedy rovnéz neklesajici. Rada je podle Weier-
strassova M-testu stejnomérné konvergentni. Proto pro vsechna y € (0, 1) plati
o0 1 o0
Jm h(z) = lm ) o ha(z) =) lim 2— hin ()
n=1 =1
a podobné i pro lim,_.,_ h(z). Je zfejmé, Ze funkce h je spojitd v kazdém iraci-
onalnim bodé y € (0,1) \ Q, nebot kazda funkce h,, ma v téchto bodech stejné
jednostranné limity. V kazdém bodé y € (0,1) N Q je nespojitd, nebot v souctu
existuje prdvé jedna funkce h;, pro kterou je lim, ., hy < limg_,, h;. Protoze
mezi kazdymi dvéma body u,v € (0,1), u < v, existuje alespoii jedno racionalni
¢islo, je h rostouci funkce na (0, 1), kterd je nespojita ve viech bodech nekoneéné
spocetné mnoziny (0,1) N Q husté v (0, 1).

Piiklad 14.7.8. Je-li {r,} opét prosta posloupnost vSech raciondlnich ¢isel z in-
tervalu (0,1), gn(x) = |z — ], € (0,1), pak je funkce

i% xz € (0,1),

konvexni, avSak v kazdém bodé r,, n € N, je ¢'(rn,—) < ¢'(rn+), a tedy ¢”(z)
neexistuje pro zaddné x € (0,1). Snadno zjistime, Ze g je sou¢tem stejnomérné kon-
vergentni fady spojitych funkci, a je tedy spojitd. Je konvexni, nebot je souctem
konvexnich funkci a mé v kazdém bodé jednostranné derivace. Protoze

— 1 g, n
g( 2_32_9 x_z(y)

a Tfada vpravo pritom opé€t konverguje stejnomérné, lze jednostranné derivace
funkce g spocitat jako soucty jednostrannych derivaci funkci g,,. Oznacéime-li

hi(y) = lim sgn(z—ra), hy(y) = lim sen(z—ra), ye€(0,1),

pak je
ii ii ! r € (0,1).
f=om = i ’

aje g’ (x) < ¢/ (x) pro véechna x € (0,1) N Q; v ostatnich bodech ¢'(x) existuje.
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Piiklad 14.7.9 (Lerch 1888). Je-li {r,,} opét prosta posloupnost vSech racio-
nalnich ¢isel z intervalu (0,1),

fal@) = (2 —rn)sin——,  fu(ra) =0, z€(0,1),

T—Tn
pak funkce

F) = 5 fula)

je souctem stejnomérné konvergentni fady spojitych funkci (pouzivime Weier-
strassiv M-test), a proto je spojitd na intervalu (0, 1). Pro derivace plati

1
— cos , falm) =0, 2€(0,1),

/ .
= 2 —Tn
fr(x) (z —ry)sin pr— P

tedy s¢itanci maji vSude na intervalu (0,1) vlastni derivaci, tyto derivace jsou
omezené, a proto rovnéz »_ -, 27" f/ =t na (0, 1); pouzili jsme opét M-test, z né-
hoz stejnomérné konvergence vyplyva. V kazdém bodé x € (0,1) \ Q jsou vesmés
v8echny f] spojité, a tedy i f’ je spojitd v z. Stejnou tivahu lze aplikovat na f/'— f],
v bodé ry,, aviak f/ neni spojitd v bodé r,. Tak jsme ziskali spojitou funkeci f
s velmi nespojitou derivaci f’ (je nespojita ve vSech bodech mnoziny QN (0, 1)).

Prikladt podobného typu l1ze nalézt mnohem vice, uvedli jsme jen nékteré pro
pochopeni principu.

Historické poznamky 14.7.10. Pojem stejnomérné konvergence byl obtizné zvlad-
nutelny i pro $pickové matematiky minulého stoleti. Tak napt. Louis AuGUSTIN CAU-
CHY (1789 — 1857) ,dokéazal“, Ze soucet konvergentni fady spojitych funkci je spojita
funkce (protiptiklad podal Abel v r. 1826). Néktefi historikové interpretuji Cauchyho
dikazy jako pouziti metod nestandardni analyzy a tak dokazuji, ze Cauchyho nelze
ze zamény bodové a stejnomérné konvergence vinit. Odhlédneme-li od prace z r. 1841
o funkcich komplexni proménné, kterou napsal CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS
(1815 — 1897) (otisténa 1894) jesté jako gymnazialni profesor, publikovali r. 1848 ne-
zavisle pomérné cenné, ne vsak zcela jasné, prispévky k problému spojitosti souctu
fady spojitych funkci PHILIPP L. SEIDEL (1821 — 1896) a GEORGE GABRIEL STOKES
(1819 — 1903). Cauchy pozdéji svou praci z r. 1821 opravil a soucasné r. 1857 definoval
stejnomérnou konvergenci. Weierstrass pak r. 1861 dokazal tentyz vysledek o spojitosti
limity posloupnosti spojitych funkci spolu s Vétou 14.6.5 o derivovéni (za vcelku nepod-
statné silngjsich predpokladi).

Jak jiz bylo jednou zminéno, vyvijely se pfedstavy o derivaci relativné pomalu;
pfi jejich studiu je nutné vzdy peclivé zkoumat i soudobé predstavy o jinych pojmech
(napt. o funkci, jeji spojitosti apod.). Je zndmo, ze BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866)
jiz v roce 1854 uvadél na pfednaskach jako pfiklad funkci

fay =3

n2

n=1
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(zde {...} znadi funkci ,Jomend (zlomkova) ¢ast“, tj. {z} = = — [z]; pfiklad byl publiko-
van v roce 1867). Tato funkce je nespojitd na husté podmnoziné R, ma vSak Riemanntv
integral napt. pres interval [0,1]. Nejpozdéji kolem roku 1861 rovnéz na prednaskach

uvadél priklad funkce
2

oo .
sin(n“x
g(z) = z::l 7512 ) : (14.33)
kterd neméla mit v zddném bodé vlastni derivaci (vSimnéte si, ze pFitom séitdme funkce
tiidy C(™)(R)).

Weierstrass jeSté v roce 1872 napsal, Ze i pfedni matematici jako napt. CARL FRIED-
RICH GAUSS (1777 — 1855), Cauchy i PIERRE GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859)
patrné plné akceptovali soudobou predstavu, ze derivace spojité funkce nemusi existovat
(nebo byt nevlastni) jen na izolované mnoziné bodi. Kdyz se Weierstrass snazil dokazat,
ze Riemannem definovand funkce g z (14.33), resp. (14.7), nem4 nikde derivaci, ztros-
kotal. Posléze vsak pfesto dokazal sestrojit jinou spojitou funkci h na R, kterd nemd
v Zddném bodé€ vlastni derivaci. Definoval ji podobnym zpisobem jako Riemann, a to
jako soucet fady

h(z) = Z a" cos(b"mx),
n=1

kde b je liché &islo, b > 1 a 0 < a < 1; pfitom predpokladal, ze plati ab > 1+ (3/2)7 ).

Jadro véty o spojitosti a dalsich vét o zaméné limit popsal WiLLIAM FoGG OSGOOD
(1864 — 1943) v praci z r. 1897. Tim patrné zavrsil cestu k chapani pojmu stejnomérné
konvergence a jejiho vyznamu pro véty, které v sobé skryvaji ,zdménnost“. U nas je
uzivan obvykle nazev Moore-Osgoodova véta.

Weierstrassuv priklad funkce h publikoval v r. 1875 PAuL Davib Du Bois REY-
MOND (1831 — 1889). Weierstrass o pfikladu referoval jiz 18.7.1872, ale publikoval ho
az r. 1880. Je poucné se u této problematiky jesté zastavit. Teprve v r. 1918 se podarilo
Hardymu dokazat, ze Riemannem definovana funkce g z (14.33), nemd derivaci ve vSech
iracionalnich nasobcich Cisla 7 a taktéz i v nékterych racionalnich nasobcich 7. AvSak
v r. 1970 (!) ukdzal J. GERVER, Ze existuji body, v nichz g md vlastni derivaci (!) a o rok
pozdéji podal jejich tplnou charakteristiku; viz [6].

Weierstrassiiv priklad byl pfijiman s rozpaky. Je znam naptiklad vyrok, jehoz auto-
rem je CHARLES HERMITE (1822 — 1901), ktery v dopise THOMASOVI-JANU STIELTJESOVI
(1856 — 1894) napsal o spojitych funkcich, které nemaji nikde derivaci: Ale tyto vjvody,
jakkoli jsou elegantni, jsou postizeny klatbou (. ..). Se zdésenim a hrizou se odvracim od
té politovdnihodné rdany, kterou ndm zasadily tyto spojité funkce (...). K funkcim podob-
nych vlastnosti dospéli CHARLES CELLERIER (1818 — 1889) kolem r. 1860 a ne pozdéji
nez r. 1834 BERNARD BoOLzZANO (1781 — 1848). Bolzanova konstrukce je geometrické
povahy, Cellérier pracoval s fadou funkci. Je vcelku pochopitelné, Ze presné vySetieni
(ne)diferencovatelnosti pro tyto funkce bylo provedeno az pozdéji. Objev Bolzanovy
funkce byl znac¢né stimulujici pro ¢eské matematiky; ucinil ho stfedoskolsky profesor
MARTIN JASEK (1879 — 1945), ktery ve t¥icatych letech vytvofil fotodokumentaci téch
Bolzanovych rukopist, které byly ulozeny ve videniském archivu; srovnej [7].

Jiz jsme se zminili o konstrukci slozitych funkci pomoci fad a o priorité Bernarda
Bolzana, ktery si nejen jako prvni uvédomil, Ze spojité funkce mohou mit mnoho bodt,

4) Pozdéji v r. 1916 dokazal GOTFRIED HAROLD HARDY (1877 — 1947), Ze staéi predpokladat
O0<a<laab>1.
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ve kterych derivace neexistuje, ale funkci tohoto typu i jako prvni popsal. Vidéli jsme, jak
Ize metodou kategorii existenci ,spojitych funkci bez derivace* dokéazat, priklady kon-
krétnich funkci této vlastnosti jsou vSak vzdy nutné netrividlni. Patrné nejjednodussi
priklad, ktery je v soucasné dobé znam, je spojovan se jménem BARTEL LEENDERT VAN
DER WAERDEN (1903 — 1996), i kdyz Waerden pouze reprodukoval feseni tlohy o nedi-
ferencovatelnych funkcich, které podali HEYTING a BUSEMAN. Jiz pied jeho objevenim
na konci 30. let tohoto stoleti existovaly ,tovarni“ postupy na konstrukci funkci tohoto
typu, bylo jich vice a byly povazovany za vcelku standardni. Priklad 14.7.6 je modifiko-
vanym piikladem Waerdenovym, nalezi vSak zfejmé Takagimu; viz napf. [13], str. 174.
Protoze plati tvrzeni, ze monotdnni funkce na intervalu (0,1) md v tomto intervalu
derivaci vsude aZ na mnozinu Lebesgueovy miry 0, je kazdy piiklad spojité funkce bez
derivace na intervalu (0, 1) i pfikladem funkce, kterd neni monoténni v zddném intervalu
(a,b) C (0,1).

Dalsi priklady ilustruji metodu, které se nékdy rika metoda kondenzace singularit.
Pochazi od HERMANA HANKELA (1839 — 1873); k dokonalosti ji dovedl ULISSE DINI
(1845 — 1918). Priklad 14.7.9 pochézi od MATYASE LERCHA (1860 — 1922) z r. 1888;
viz [9]. Za zminku stoji i fakt, ze i pfed Jaskovym objevem byla tato problematika u nas
populdrni. Jeden z prvnich pfehlednych ¢lankd s touto problematikou je [5].

D& se dokéazat, Ze spojitych funkci, které nemaji v zadném bodé vlastni derivaci,
je v jistém smyslu v prostoru C([a,b]) vétsina: ty, které maji alesponi v jednom bodé
vlastni derivaci, tvoii mnozinu 1. kategorie v Baireové smyslu (viz Kapitola 13). Dikaz
existence spojité nikde nediferencovatelné funkce metodou kategorii pochézi od STEFANA
BANACHA (1892 — 1945) z r. 1931; viz [1].

R. 1827 pozoroval ROBERT BROWN (1773 — 1858) ¢astecky pylu ve vodé a popsal
tzv. Browntv pohyb. Ten hraje dilezitou roli ve fyzice. Jeho matematicky popis je pod-
statné mladsi, zde se vSak opét spojité funkce bez derivace uplatnuji pfi popisu trajek-
torii Brownovskych castic. Je patrné, ze monstra lze pouzit k popisu jevi, kterd maji
pro fyziku znac¢nou dulezitost. Poznamenejme jesté, Ze tudy vede cesta k souvislostem
mezi analytickym popisem a pravdépodobnostnim popisem objektti matematické teorie
potencialu.

Elegantni vétu o monotonii a stejnomérné konvergenci (Véta 14.3.3) dokazal jiz
lynomialni aproximaci (Véta 14.4.1). Ve stejném roce jako Weierstrass (1885) ji nezavisle
dokézal CARL DAvID TOLME RUNGE (1856 — 1927). Dalsi zjednodusujici diikazy podali
napi. HENRI LEON LEBESGUE (1875 — 1941) r. 1898 a mj. téz r. 1892 a 1893 MATYAS
LERCH (1860 — 1922). Diikaz, ktery jsme pouzili, pochézi od EDMUNDA GEORGA HER-
MANNA LANDAUA (1877 — 1938). Jiny velmi zndmy a pouzivany dikaz Weierstrassovy
véty publikoval r. 1911, resp. r. 1912 SERGEJ NATANOVIC BERNSTEIN®) (1880 — 1968).
Tento dikaz je zalozen na explicitnim vzorci (14.14) pro aproximujici polynomy, ktery
neobsahuje integral.

V dnesni dobé je znamo zhruba asi 100 vice ¢i méné odlisnych dikazt Weierstrassovy
véty. Dalsi vySe zminény vysledek (véta o trech funkcich) publikoval PAVEL PETROVIC
KOROVKIN (1913 — 1985). Zvidavému ¢tenéfi doporucuji nahled do élanku [2].

Zobecnéni, z nichz mtze Véta 14.4.1 pii sikovném postupu vyplynout (jako ne zcela
trividlni disledek), je zavislé na stejnomérné aproximaci polynomy pro funkci f(x) = |z|,

5) Uzivame obvyklé transkripce; jde vSak o ruského, resp. sovétského matematika, takze
patrné spravnéjsi by bylo uzit jména ve formé Bernstejn.
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z € [—1,1]. Ukazuje se vSak, Ze tim se diikaz klasické Weierstrassovy véty jiz podstatné
nezjednodusi; viz napft. [13].

Ctenéfe by mohla napadnout nasledujici cesta k dikazu Weierstrassovy véty. K re-
alné funkei f € C([a,b]) a posloupnosti ekvidistantnich déleni D, € D([0,1]) s normou
v(D,) = n~! sestrojime interpola¢ni polynomy p, (viz Historickd poznamka 7.4.17),
které v délicich bodech D,, nabyvaji stejnych hodnot jako f; pak dokdZeme p, = f na
[0,1]. Tak se v8ak nedd dikaz provést z principidlnich divod®, nemusi totiz platit ani
pn — fna[0,1].

Poznamenejme, ze Weierstrass vétu o polynomialni aproximaci spojitych funkci do-
kézal i pro vicerozmérny pripad. Tento vysledek vzbudil zna¢nou pozornost a vedl v po-
sledni ¢tvrtiné 19.stol. k intenzivnimu vySetfovani polynomialni aproximace komplex-
nich funkci komplexni proménné a aproximace racionalnimi funkcemi.
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