Kapitola 11

Integrace

Drtive, nezli zavedeme Riemanniiv a Newtontv integral a budeme zkoumat jejich vza-
jemny vztah, dokdzeme dalsi vétu o funkcich spojitych na uzavieném intervalu. O funkci
f € C([a,b]) jsme dokazali, Ze je omezend, nabyva své minimalni hodnoty fumin, maxi-
malni hodnoty fmax a také (je-li nekonstantni) vSech hodnot z intervalu [ fmin, fmax ]
Nyni jests ve Vét& 11.1.3 o stejnomeérné spojitosti funkce f € C([a,b]) dokdzeme tvrzeni,
které budeme potifebovat pri vykladu Riemannova integralu.

11.1 Stejnomérna spojitost

Definice 11.1.1 (Heine 1870). Rikame, Ze f je stejnomérné spojitd v intervalu
I C R, je-li splnéna podminka

Ve>0)(F5>0)(Vo,ye ) (Jz—y|l <d=|f(z) — fly)| <e). (11.1)

Poznamka 11.1.2. Je-li f spojita v I, je spojitd v kazdém bodé x € I vzhledem k [
(v krajnich bodech I, pokud lezi v I, jde o jednostrannou spojitost); to znamena, ze

Mze)(Ve>0)(F6>0)(VyeI)(|lz—y|l <d=|f(z)— fy)| <e). (11.2)

Je-li f stejnomérné spojitd v I, plati (11.1). VSimnéte si, ze pfi srovnani s definici (11.2)
spojitosti v I se v definici (11.1) stejnomérné spojitosti velky kvantifikitor, ktery vazal
proménnou x € I, ,odstéhoval“ doprava. Je-li f stejnomérné spojitda v I, je zfejmé
i spojita v kazdém bodé x € I.

Je-li obracené f spojita v kazdém bodé = € I, pak pro kazdé = a kazdé € > 0 existuje
§ = é(x) > 0 tak, ze pro vSechna y € I, |z — y| < d je |f(y) — f(z)| < e. Toto §(z)
je tedy obecné zavislé na volbé z € I. Stejnomérna spojitost funkce f v I znamen4,
ze k danému e > 0 existuje ,univerzalni 0 takové, Ze je splnéna podminka spojitosti
s timto 0 v kazdém bodé x € I.

Véta 11.1.3 (Heine 1872). Je-li f € C([a,b]), je [ stejnomérné spojitd v in-
tervalu [a,b].
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Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce f neni stejnomérné spojita v [a, b] a dokazme,
7e pak neni v [a,b] ani spojitd; v takovém piipadé existuje €9 > 0 tak, Ze pro
kazdé 6 > 0 existuji z,y € [a,b], pro néz je

|z —y| <0 azdroven |f(z)— f(y)|>eo.
Specidlng, k ¢islim 6 = 1/n, n € N, existuji body z,, v, tak, ze

|z —ynl <1/n a |f(zn) = f(yn)| > 0.

Protoze {z,} je omezena posloupnost, existuje konvergentni posloupnost {x,, }
vybrand z posloupnosti {z,}, pro kterou limy_,o Tn, = x¢ a z9 € [a,b].
Z nerovnosti
|ynk 7I0| < |ynk 7xnk|+|xnk 7$0|

vyplyva, Ze limy_ oo Yn, = To. Ze spojitosti funkee f v bods xg € [a,b] plyne, Ze

lim (xnk:) - klingo f(ynk) = f(xo) - f(xo) =0.

k—o0

Protoze vSak pro vSechna k je |f(zn,) — f(yn, )| = €0, dostdvame odtud
klim |f<x77/k> - f(ynk” >¢e0>0,
—00

To vsak ukazuje, Ze funkce f neni spojita v bodé xy. Tim je tvrzeni dokdzano. [

Vsimnéme si jesté blize stejnomérné spojitosti, ktera je uzitecnd i v jinych
souvislostech. Plati napt. nasledujici tvrzeni:

Véta 11.1.4. Funkce [ je stejnomérné spojitd v omezeném intervalu (a,b), pravé
kdyz existuje jeji spojité rozsifeni na [a,b].

Diikaz. Existuje-li spojité rozsifeni f; funkce f na [a,b], je f1 podle Véty 11.1.3
stejnomérné spojitd funkce na [a,b], a tedy i restrikce f = fi|(a,b) je stejno-
mérné spojita. Je-li f stejnomérné spojitd v (a,b), je splnéna Bolzano-Cauchyho
podminka z Véty 4.3.13 pro existenci vlastnich limit

Ala) = lim f(z), fi(b):= lim f(a); (11.3)
definujeme-li rozsifeni f; v bodech a, b pomoci (11.3), je spojité v [a,b]. O

11.2 Riemannuv integral

Po vice nez sto let po objevech IsaacA NEWTONA (1643 — 1727) byla integrace chapana
prevazné jako inverzni operace k derivovani. Vztah k plose pod grafem funkce byl také
znam, ale teprve s vyvojem znalosti se ukazalo, Ze je tuto plochu jednodussi definovat
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pomoci integralu a nikoli postupovat obracené: uspokojivé definice plochy se objevily

Prvnim, kdo se pokusil o moderni feseni problému integrace, byl Cauchy. Pra-
coval se spojitou funkei na intervalu [a, b]; k popisu Cauchyho definice zavedeme
pojem, ktery vyuzijeme i v dalsim vykladu.

Definice 11.2.1. Necht n € N a necht {z;;k =0,1,...,n} je koneénad mnozina
bodu z intervalu [a,b] takovych, Ze je

a=29g<x1 < - <Tp_1<xp,=">.

Takovou mnozinu nazyvame délenim intervalu [a,b]; budeme pro dé&leni uzivat
struénéjsi zapis 1)
D={a=xy<z1<- <mp =b}. (11.4)

Body zj nazyvame délici body déleni D, intervaly [zx_1,zx], k = 1,...,n, jsou
intervaly déleni D. Cislo

v(D) := max{xy —zp_1;k=1,...,n} (11.5)
se nazyva norma deleni D.

Historickd poznamka 11.2.2. Uvedeme nejprve ptivodni Cauchyho definici integralu.
I kdyz je definice velmi obecnd, uzival ji prakticky pouze pro spojité funkce.

Definice (Cauchy 1823). Funkce f se nazyva integrovatelnd (dle Cauchyho) na in-
tervalu [a,b] a hodnota jejiho integralu je rovna ¢éislu V' € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé déleni (11.4) je

v(D) <6 = ‘V - if(iﬁkfl)(xk —xp1) | <€

k=1

Je-1i splnéna tato podminka, definujeme 2)
b
/ f(z)dz :=V.

Pozdéji se zac¢al problémem integrace zabyvat BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866),
kterému vdécime za jiny zorny uhel pohledu: nepfedpokladal a priori, ze funkce f, kterou
chceme integrovat, je ,,pékna“ (napf. spojitd); kladl si naopak otazku, jaké ,minim&lni“
vlastnosti funkci zarucuji jejich integrabilitu. Jeho ptistup se déle vyvijel, az dosdhl
dnesni, do jisté miry standardizované, podoby. S tou se nyni sezndmime.

1) Ctenaf by si mél uvédomit, ze jde o dalsi licenci. Déleni intervalu je jeho koneéna pod-
mnozina véetné usporadani, pricemz jeji extrémy splyvaji s krajnimi body intervalu.
2) D4 se ukazat, #e pak je ¢islo V uréeno jednoznaéné.
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Definice 11.2.3. Necht f je funkce omezend na intervalu [ a, b]. Ozna¢me nejprve
m = inf{f(z);z € [a,b]} a M := sup{f(z);z € [a,b]}. Analogicky pro déleni
D={a=z9<z1 <--- <z, = b} intervalu [a,b] necht

my = inf{f(z);z € [xp—1,2k]}, My :=sup{f(z);x € [xr_1,2k]}. (11.6)

Definujme

n

s(f; D)= my(ze —xr-1), S(f; D)= Mi(xr —zp-1). (11.7)
k=1

k=1
Cisla s(f; D) a S(f; D) se nazgvaji dolni a horni soucet pro funkci f a déleni D.

Lemma 11.2.4. Pro kaZdou funkci f omezenou na [a,b] a kaZdé déleni D in-
tervalu [a,b] je

m(b—a) < s(f; D) < S(f; D) < M(b—a). (11.8)
Dikaz. Pro k =1,...,n nasobme nerovnosti

Cislem (zp — xp—1) a téchto n obdrzenych nerovnosti sectéme. Uvéazime-li, ze
Sor_i(xk — xk—1) = (b — a), dostaneme (11.8). O

Oznaceni 11.2.5. Vsechna déleni D intervalu [a, b] tvofi systém, ktery budeme
znacit D(a,b). Je-li Dy, Dy € D(a,b), piSeme

Dy < D5, je-li D1 C Ds.

(Déleni Dy, Dy jsou tedy ¢asteéné uspoiadana pomoci inkluze mnoZin jejich déli-
cich bodw). Déleni Dy se nazyva zjemnéni déleni D;. Je-li D1 < D, Dy < D, kde
D, Dy, Dy € D(a,b), nazyva se D spolecngm zjemnénim déleni Dy a Ds.

Je ziejmé, ze kazda dvé déleni Dy, Do maji spoleéné zjemnéni D, za délici
body D staci vzit délici body obou déleni Dy, D-.

Lemma 11.2.6. Je-li D1 < Ds, pak pro funkci f omezenou na [a,b] je
s(f; D1) < s(f; D2) < S(f;D2) < S(f; D1)-

Dikaz. Necht Dy = {zg < 1 < -+ < x,,} € D(a,b). Je-li Dy = D; U {z*} a z*
neni délicim bodem D, pak existuje takové k, Ze z* € (xx_1,x). ZFejmé pak je

sup{f(z);x € [wp—1,2" |} (2" — zp_1) +sup{f(x);z € [2*, 2 ]} (2 — ") <
< My(zg, — x—1)
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a ostatni séitanci kone¢nych soucti, definujicich ptislusné horni soucty, se neméni.
Tvrzeni tedy plati, jestlize Dy vzniklo z Dy pfidanim jediného bodu. Protoze
ptidani kone¢ného poctu bodi 1ze nahradit postupnym pridavanim vzdy jednoho
bodu, plati tvrzeni i pro obecné zjemnéni Dy déleni D;. Obecné lze prechod
od D; k Dy provést postupnym piiddvanim koneéné mnoha bodé z Do \ D;
a analogickou tvahou jako vyse. Stejné se dokaze i nerovnost pro dolni soucty;
zbytek je disledkem Lemmatu 11.2.4. O

Lemma 11.2.7. Pro libovolnd dvé déleni Dy, D2 € D(a,b) a libovolnou omeze-
nou funkci f na [a,b] plati nerovnost

s5(f; D1) < S(f; Da). (11.10)
Dikaz. Je-li D spolecné zjemnéni Dy a Do, pak je
s(f;D1) < s(f; D) < S(f;D) < S(f; D2),
coz dava nerovnost (11.10). O

Oznaceni 11.2.8 (Riemann 1854, Darboux 1875). Pro funkci f omezenou
na intervalu [a,b] ozna¢me

In(f;a,b) = inf{S(f; D); D € D(a,b)},
L4(f;a,b) = sup{s(f; D); D € D(a,b)} .

Cisla I,(f;a,b) a I;(f;a,b) se nazyvaji horni a dolni Riemanniv integrdl funkce
funkce f na intervalu [a,b].

Poznamka 11.2.9. Ziejmé je I4(f;a,b) < I(f;a,b), coz vyplyva z (11.10) pfe-
chodem k supremu ptes véechna D € D(a,b) na levé strané (11.10) a pak pfecho-
dem k infimu pfes v8echna D € D(a,b) na pravé strané (11.10).

Definice 11.2.10. Je-li I;(f;a,b) = I,(f;a,b), oznacime toto ¢islo

b
(R)/ i (11.11)

a nazveme je Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b]. Pokud plati nerov-
nost Iy (f;a,b) < I4(f;a,b), fikdme, Zze Riemanniv integrél funkce f na intervalu
[a,b] neexistuje. Pro mnozinu v8ech (omezenych) funkei f, pro které existuje in-
tegral (11.11), budeme uZivat oznaceni R(a,b) 3).

Poznamka 11.2.11. V zapisech teoretické povahy dédvame pfednost krat$imu
oznaceni (11.11) pfed oznaéenim

b
(R)/ F@)de ; (11.12)

3) Nepiseme R([a,b]), nebot R(a,b) je struénéjsi. Viz také Poznamka 11.2.38.
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oznaceni v (11.12), které odpovida dlouholetym zvyklostem, se vSak nebudeme
v nékterych pripadech vyhybat. Je uzite¢né, pokud napf. integrovand funkce zavisi
na néjakém parametru apod. Symbol dx ukazuje na proménnou, vzhledem ke
které se integruje. V dal§im textu budeme v celém tomto oddilu vynechévat (R)
pred znamenim integralu.

Véta 11.2.12 (Du Bois Reymond 1875, Darboux 1875). Necht funkce f je
omezend na intervalu [a,b]. Potom Riemanniv integrdl (11.11) z funkce f vzhle-
dem k intervalu [a,b] existuje, prdvé kdyZ pro kazdé € > 0 existuje D € D(a,b)
tak, Ze je

S(f;D)—s(f;D) <e. (11.13)

Diikaz. Existuje-li integral (11.11), je Ii(f;a,b) = In(f;a,b) =: I. Z definice
suprema a infima plyne, Ze pro kazdé € > 0 existuji déleni Dy, D5 tak, ze

I—¢/2<s(f;Dy), S(f;D2)<I+e/2. (11.14)
Pro jejich spole¢né zjemnéni D je
I—¢/2<s(f;D1) <s(f; D) <S(f; D) <S(f;D2) <I+¢/2,

a tedy
S(f;D)—s(f;D)<I+e/2—(T—-¢/2)=¢. (11.15)

Naopak, je-li podminka (11.13) splnéna, pro kazdé ¢ > 0 existuje D tak, Ze
s(f; D) < Ia(f;a,b) < In(f;a,0) < S(f; D) < s(f; D) +¢,
takze I(f;a,b) — Ta(f;a,b) < &, a tedy Lu(f;a,b) = In(f;a,b). 0

Historickd poznamka 11.2.13. Jiz jsme se zminili o tom, Ze vedeme vyklad pfes
upravenou definici Riemannova integralu; autorem tohoto postupu je JEAN GASTON
DARBOUX (1842 — 1917). Riemannuv piistup pfiblizime pfimo citdtem z jeho habili-
taéni prace Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe
z r. 1853 (podrobnéji viz napf. [8], str. 59).

Neurcitost, kterd jesté v nékterych zdkladnich bodech teorie urcitého integrdalu panuje,
nds nuti predeslat néco o pojmu urcitého integralu a o rozsahu jeho platnosti.

Tedy za prvé: Co se md rozumét pod ff flz)dz ?

Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b serazenou dle velikosti Tadu hodnot
T1,%2,...,Tn_1 @ 0znacme krdtce x1 — a znakem 1, T2 — x1 znakem 02,..., b — Tp_1
znakem &, a bud € kladny pravy zlomek. Potom bude hodnota souctu

S =01f(a+e161) + 62 f(x1 +e202) + 03 f (w2 +€303) + -+ + Onf(Tn-1 + €ndn)

zdviset na volbé parametri 6 a velicin £. Bude-li nyni mit (ten soucet) tu vlastnost, Ze
at jsou zvoleny § a e jakkoli, bude se nekonecné blizit pevné hranici A, jakmile budou
vsechna & nekonecné mald, pak se tato hodnota (tj. A) nazgvd fab f(z)dz.

Kdyz tuto vlastnost nemd, nemd /:zb f(z) dz vyznam.
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Srovname-li nyni Cauchyho definici a Riemannovu definici, pouzivd Riemann
pfi vytvafeni sou¢tid hodnoty f nikoli v pocdtecnich bodech délicich intervala, ale
v libovolné zvolenych bodech xj_1 + ) téchto intervali, a pozaduje, aby po
jistém limitnim pfechodu® vzhledem k normé déleni vysledna limita existovala
a nezavisela navic na volbé «y.

Definice 11.2.14. Polozme pro libovolné déleni D = {29 < 21 < -+ < x,}
intervalu [a,b] a libovolnou n-tici £ = (&1,...,&,) bodt & € [xr—_1, Zk ]

a(f;D,€): Zf &)z — wp-1).-
Tyto soucty budeme nazyvat integrdlni soucty pro funkci f, déleni D a n-tici

vyznacnych bodi &.

Poznamka 11.2.15. Pro kazdou omezenou funkci f, déleni D € D(a,b) a libo-
volné zvolené vyznacné body & plati pfi oznaceni z Definice 11.2.14 pro integralni
soucty nerovnosti

s(f;D) <o(f;D,€) <S(f;D). (11.16)

Pfirozené se ndm vnucuje (spravnd) domnénka, Ze oba popsané ptistupy (tj. pt-
vodni Riemanntv s integralnimi souéty popsany v Historické pozndmce 11.2.13,
i modifikace Darbouxova) vedou k témuz pojmu.

Véta 11.2.16. Jestlize pro funkci f omezenou na[a,b] a pro kaZdou posloupnost
déleni Dy, € D(a,b), pro kterou limy_,o, v(Dy) = 0 existuje vlastni

klirn o(f; D, &) =1 (11.17)

nezdvisle na volbé vyznacnych bodi &, potom je f € R(a,b) f f=1r
Diikaz. Zvolme k & > 0 z posloupnosti {Dy.} déleni D tak, Ze pro kazdou volbu
vyznac¢nych bodu £ je
I-e<o(f;D,§)<I+e.
Je s(f; D) =inf{o(f;D,§); & a S(f; D) =sup{a(f; D,§); &}, takze
I—-e<s(f;D)<S(f,D)<I+c¢, (11.18)

z ¢ehoz plyne S(f; D) — s(f; D) < 3¢ a tedy f € R(a,b). Z nerovnosti
b
I—ESS(f;D)S/ f<S(f,.D)<I+e

vyplyvé rovnost f; f=1. O
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Véta 11.2.17. Je-li f € R(a,b), pak pro kaZdou posloupnost déleni {Dy}, pro
kterou v(Dy) — 0, je

thka, /f

Dikaz. Stadi dokazat, ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé déleni
D € D(a,b) s v(D) <4 je

0.9~ [ 1| <=
Vyuzijeme k tomu nerovnosti (11.16). Zvolme nejprve déleni D; tak, aby
€
S(f;D1) = s(f; D) < 3

z ¢ehoz vyplyva

S(f; Dy) /f< /f s(f;Dy) < %

Polozme dale 6 = £/2nf2, kde n + 1 je pocet vSech délicich bodt déleni D;
a 2 =sup{f(z) — f(y); =,y € [a,b]}. Zvolme libovolné déleni D s v(D) < ¢ a
ozna¢me Do := D U D, takze D3 je spoleéné zjemnéni D a D;. Podle Lem-
matu 11.2.6 je

b
[

a
Rozdélme pro D intervaly déleni [xx_1, 2z ], k = 1,2,...,m do dvou skupin: Do
prvni zafadime ty intervaly, pro které (xy_1,2x) N D1 # 0 a do druhé intervaly
zbyvajici. Intervaly druhé skupiny p¥ispivaji k hornim sou¢tiim S(f; D) a S(f; D2)
stejné a jejich ptispévky k rozdilu S(f; D) — S(f; D2) se zrusi. Analogicky to plati
i pro rozdil s(f; D2) — s(f; D). V kazdém z intervalt prvni skupiny lezi alespon
jeden délici bod déleni D rizny od krajnich bodi a, b; takovych bodu je (n —1).
Kazdy interval I z této skupiny se rozpadne na nékolik (alesponl dva) intervald
déleni Do, avSak soucet jejich délek nepievysi délku I odhadnutou shora ¢islem
0 a rozdil pfispévka k hornim i k dolnim souc¢tium je tedy odhadnut ¢islem 2.

Proto je

b b
<s(iD) < [ 128D [ £ (11.19)

N ™

S(f; D) — S(f; Ds) < (n—1) - Qa<m27Q g (11.20)

a analogicky

=<, (11.21)

s(f; D2) — s(f; D) <n0%_ 5
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Z (11.20) a (11.21) dostaneme s pfihlédnutim k (11.16)a (11.19) pro kazdou volbu £

b
/ foe<s(fiDs)— S <s(fiD) < ol(fiD.g) <

N ™

b
< S(f; D) SS(f;Dz)Jr%S/a f+e,

z ¢ehoz uz vyplyva dokazované tvrzeni. O

Poznamka 11.2.18. Pokud bychom neméli ve Vété 11.2.17 zarucenu existenci Rie-
mannova integralu z funkce f a pracovali pouze s funkci f omezenou na [a,b], dospéli
bychom analogicky k tvrzeni, ze pro kazdou posloupnost déleni Dj € D(a,b), pro niz
v(Dy) — 0 je S(f;Dr) — In(f;a,b). Obdobné lze dokazat za stejnych predpokladi
s(f; D) — La(f;a,0b).

Poznémka 11.2.19. Riemannuv integral nam umoziiuje definovat funkcional P( f;a, b)
z tlohy o plose tak, Ze jsou splnény vSechny potiebné podminky (O1) — (O3) pro P ze
zacatku Kapitoly 9.

Nagcrtnete-li si par ilustrativnich obrazkt, snadno nahlédnete, Ze horni a dolni soucty
jsou prirozengmi odhady plochy P(f;a,b). MuZeme na né pohlizet téz jako na integraly
jistych po ¢astech konstantnich funkci, které shora ¢i zdola omezuji funkci f.

Poznamenejme, Ze pomérné snadno miuzeme definovat Riemanniv integral komplex-
nich funkci redlné proménné: Jestlize pro takovou funkci f polozime f; = Re f, fo = Im f,

definujeme
b b b
[i=[n+if £

pokud existuji oba integraly na pravé strané rovnosti. Odtud je vsak zfejmé, Ze se prak-
ticky sta¢i zabyvat pouze redlnymi funkcemi redlné proménné.

Véta 11.2.20. Necht f je funkce definovand na intervalu [a,b] a necht je splnéna
aspon jedna z podminek

(1) fec(a,b]), (2) f je monotdnni na [a,b].

Potom integrdl ff f(z)dx ezistuje.

Diikaz. V obou piipadech je zfejmé f omezena na [a,b]. Je-li v(D) norma déleni
D (viz Definice 11.2.1, vztah (11.5)) a my, M}, jsou definovany jako v (11.6), je

n

S(f; D) = s(f; D) <D v(D)- (Mg —my). (11.22)
k=1

Je-li nyni f neklesajici na [a,b], je

Z(Mk —my) = Z (flxr) = f(zr-1)) = f(b) = f(a)
= k=

k=1 1
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a tak je vyraz vlevo v (11.22) odhadnout shora ¢islem v(D) (f(b) — f(a)). Ana-
logickou tivahu provedeme v piipadé nerostouci funkce a dostaneme odhad ¢is-
lem v(D) (f(a) — f(b)), takze pro kazdou monoténni funkci dostavdme odhad
¢islem v(D)|f(a) — f(b)|. Protoze lze pro libovolné ¢ > 0 volit v(D) tak, ze
v(D)| f(b) — f(a)| < &, dostaneme existenci integralu podle Véty 11.2.12.

UvaZzujme nyni pfipad f spojité na [a,b]. Potom je f podle Véty 11.1.3 i stej-
nomérné spojitd v [a,b] a lze k € > 0 volit § > 0 tak, ze

(z,y € [a,b], |z —y[ <d) = |f(z) — fly) <e.

Odtud ale plyne, Ze pro kazdé déleni D, pro néz v(D) < 6, je My — my, < g,
k=1,...,n, a tedy

S(f;D) —s(f;D)<e Zirkfzk 1)=¢(b—a).

Odtud opét plyne existence integralu pomoci Véty 11.2.12. O

Pfiklad 11.2.21. Necht m € N, A = {z1,..., 2} C [a,b], necht f je omezend
funkce a f(z) = 0 pro v8echna z € [a,b]\ A. Potom je

/abf:o.

Zvolme pro kazdé n € N takové déleni D,, € D(a,b), aby pro k = 1,...,n platilo
g —xp—1 = v(D,) = (b—a)/n; takové déleni, kterému se k4 ekvidistanind délent,
je jednozna¢né uréeno. Ozna¢me M = sup{|f(z)|; x € [a,b]}. Potom kazdy z
bodt x4, ...,z lezi nejvyse ve dvou délicich intervalech déleni D,,, takze

nlgx;o s(f; Dn) > nlin;o(—QMm(b —a)/n)=0,
lim S(f;D,) < lim 2Mm(b—a)/n) =0,

n—oo

a tedy i
lim (S(f;Dy) —s(f;Dn)) =0.

n—oo

Odtud plyne, Zze zkoumany integral existuje a jeho hodnota je rovna 0. Specidlné
to plati pro f = x4, tj. pro integral charakteristické funkce konecéné A C I.

Priklady 11.2.22. 1. Je-li § charakteristickd funkce mnoziny Q v R, neexistuje
Riemannuv integral funkce ¢ pfes interval [0,1]. Je totiz

s(6;D)=0<1=5(5;D)

pro libovolné zvolené D € D(0,1), a tedy I4(5;0,1) = 0, I,(6;0,1) = 1. Jak jiz
vime, funkce § je zndma pod jménem Dirichletova funkce.
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2. Necht ¢ je Riemannova funkce, definované v Pikladu 4.2.9. Tvrdime, ze

1
/ 0=0.
0

Prokazdé e > 0 je mnozina {z € [0,1]; o(z) > £/2} koneénd. P¥iddme-li k ni body
0 a 1, ziskdme jisté déleni D; = {0 =ty < t; < -+ < t, = 1}. Doporucujeme,
aby si ¢tenar kreslil obrazek. Kazdy z téchto délicich bodd umistime do jistého
intervalu déleni

D:{0:1'0<5U1 <"'<£L’2n+1:1}

s vlastnostmi:
Top <tp < xak41 prok=1,2,...,n—1,

g
$2k+1—$2k§2( prok=0,1,...,n;

n+1)

takové déleni existuje. Je-li My =sup{ f(t); t € [xx_1, 3] }, uvazme, Ze v prv-
nim souctu je

n
Mok <1 a Z($2k+1 —xop) < €/2,

k=0
zatimco ve druhém souctu je
n—1
My, < 5/2 a Z(xgk — :L’Qk_l) <1.
k=1

Z toho vyplyva S(D) < €. Pro vSechna D € D(0,1) je zfejmé s(o, D) = 0. Podle
Véty 11.2.12 integral existuje a je roven 0, coz je spole¢nd hodnota vSech dolnich
souc¢tt s(D).

3. Na pfedchézejicich dvou pfikladech je vhodné povsimnout si, Ze funkce § neni
spojitd v zadném bodé intervalu [0,1], zatimco ¢ je spojitd ve vSech bodech
mnoziny [0,1]\ Q.

Poznamka 11.2.23. Zamysleme se nad Ptiklady 11.2.22. Mnozina A := Q N [0,1]
je dosti velkd v tom smyslu, Ze kazdy (otevieny) interval I C [0,1] obsahuje dokonce
nekoneéné mnoho bodt mnoziny A. Je vSak zdroven v jistém smyslu mald, nebot ji
lze pokryt spocetnym systémem (otevienych) intervalil, soucet jejichz délek je libovolné
maly. Skute¢né, sefadime-li prvky A do prosté posloupnosti {r,} a zvolime-li libovolné
€ > 0, Ize polozit pro kazdé n € N

L= (rn—g/2" 1 + /271

Systém {I,; n € N} zfejmé pokryva A. Protoze délka d,, intervalu I,, je rovna £/2", je

= S | € 1
Zd"zizzin:ﬁfl/zzg’
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takze soucet délek vSech intervalti I, muze byt libovolné maly. To nas vede k tomuto
pojmu:

Definice 11.2.24. Je-li mozné mnozinu A C R pro kazdé ¢ > 0 pokryt spocetné
mnoha otevienymi intervaly s thrnnou délkou mensi nez ¢, fikdme, ze A méa nulovou
(Lebesgueovu) miru.

Poznamka 11.2.25. Lebesgueova mira A\ je zobecnénim délky intervalu, protoZe je
A(I) = b — a pro jakykoli interval o koncovych bodech a, b. Je to pojem dosti slozity,
zatim vSak vystaCime pouze s predchézejici definici. Plati nésledujici véta, kterou ne-
budeme dokazovat a kterd popisuje jinou nutnou a postacujici podminku pro existenci
Riemannova integralu. Véta v podstaté pochazi jiz od Riemanna, i kdyZ pojem miry se
konstituoval mnohem pozdéji. Dokézal ji HENRI LOuls LEBESGUE (1875 — 1941) v praci
[6] z r. 1904. Poznamenejme, Ze zajimavéjsi je pro pripad vicerozmérné integrace.

Véta 11.2.26. Necht omezend funkce f je definovdna na intervalu [a,b]. Potom Rie-
manniv integrdl z f na [a,b] existuje, prdvé kdyz md mnozina D vSech bodi nespojitosti
funkce f v [a,b] nulovou miru.

Piiklad 11.2.27. Je vcelku zfejmé, ze je-li A C [a,b] libovolnd spodetnd mnoZina, ma
nulovou miru. Predvedeny dikaz, ktery jsme pouzili pro specialni spoéetnou mnozinu
A, lze beze zmény provést pro obecnou spocetnou mnozinu A.

Snadno lze téz definovat funkci f na [a,b] tak, Ze neni spojitd prdvé v bodech mno-
Ziny A; viz Priklad 4.2.9. Vytvofime prostou posloupnost {z,} vSech bodi mnoZiny A
a pro libovolnou nerostouci posloupnost ¢&isel a, > 0, a, — 0 definujeme f(x,) = an,
n € Na f(xz) =0 pro vSechna z € [a,b] \ A.

Takto definovand zobecnénd Riemannova funkce neni spojitd pravé v bodech mno-
Ziny A, avSak neni obtizné dokdzat (podobnym zptsobem jako pro Riemannovu funkci,
dokonce jednoduseji), ze takto definovana funkce ma na [a,b] nulovy integral.

Poznamka 11.2.28. V dalSich tvrzenich odvodime jednoduché vlastnosti Rie-
mannova integralu, které budeme pozdéji interpretovat ve formé nésledujiciho
jednoduchého tvrzeni o funkcionalu, tj. zobrazeni

b
A:f»—>/f, feR(ab). (11.23)

Véta 11.2.29. Riemanniv integrdl (presnéji: funkciondl A definovany vztahem
(11.23)) je nezdapornym linedrnim funkciondlem na linedrnim prostoru R(a,b).

Lemma 11.2.30. Je-li f € R(a,b) a f >0, je také A(f) > 0.

Diikaz. Jelikoz jsou pro v8echna D € D(a,b) vSechny dolni soucty s(f; D) ziejmé
neziporné, je nezdporné i jejich supremum, tj. A(f). O
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Véta 11.2.31. Necht f,g € R(a,b). Potom je téZ f + g € R(a,b) a

/ab(f+g):/abf+/abg. (11.24)

Duikaz. Nejprve dokdzeme, Ze plati implikace
(f,9 € R(a,b)) = (f + g € R(a,b)).
V kazdém intervalu déleni [ zx_1, x| déleni D = {zg < -+ < x,} je
Mt = sup{f(t) +g(t) } < sup{f(8)} +sup{g(t)} = M + M,
kde supremum bereme pfes vSechna ¢ € [x;_1, 2% ]. Pro infimum plati nerovnost
mi +m{ = inf{f(t)} +inf{g(t)} <inf{f(t)+g(t)} = m{".

Z téchto nerovnosti snadno dostaneme nasobenim faktorem (z; —x;_1) a seCtenim
pro vSechna k=1,...,n

s(f; D) +s(g; D) < s(f +g;D) < S(f +g;D) < S(f; D)+ S(g; D),  (11.25)
z ¢ehoz vyplyva odhad
S(f+9;D) —s(f +g;D) < (S(f; D) — s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)) -

Odtud pomoci Véty 11.2.12 dostaneme dokazovanou implikaci.
Z prvni nerovnosti v (11.25) plyne pfechodem k supremu pfes mnozinu vSech
déleni D(a, b) nerovnost

Id(f;(l,b) + Id(g;avb) < Id(f + g;a, b) ’

a ze t¥eti nerovnosti v (11.25) dostaneme pfechodem k infimu pfes mnoZinu vSech
déleni D(a, b) nerovnost

In(f;a,b) + In(g; a,b) = In(f + g5 a,b).
Protoze je f,g € R(a,b), plyne odtud rovnost (11.24). O

Véta 11.2.32. Necht f € R(a,b). Potom pro vsechna ¢ € R plati rovnost

b b
/ cf(x)dx = c/ f(z)dz . (11.26)
Diikaz. Rovnost zfejmé plati pro ¢ = 0 a pro ¢ > 0 snadno nahlédneme, ze také
S(ef; D) =cS(f; D), a s(cf;D)=cs(f;D).

Je-li ¢ < 0, zfejmé plati S(cf; D) = c¢s(f; D) a s(ef; D) = ¢S(f; D). Odtud jiz
snadno obdrzime (11.26). O
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Jestlize uvazime obsah tvrzeni Lemmatu 11.2.30, Véty 11.2.31 a Véty 11.2.32,
vyplyva z nich tvrzeni Véty 11.2.29.

Lemma 11.2.33. Funkciondl A je neklesajici, tj. pro f,g € R(a,b) plati:
f<g=A(f) < Alg).

Diikaz. Pokud je f,g € R(a,b), pak z Vét 11.2.31 a 11.2.32 vyplyva pro rozdil
g—f €R(a,b). Z g— f >0 plyne podle Véty 11.2.30 a Véty 11.2.31 i nerovnost
A(g) — A(f) = A(g — f) > 0, éimz je tvrzeni dokazano. O

Tvrzeni plati ve zcela obecném kontextu: Nezdporny linedrni funkcional (na
linedrnim prostoru X) je ve zfejmém smyslu monoténni. Monotonie funkciondlu
A ma4 jeden zajimavy disledek. Nejprve pfipomeneme jiz diive uzivané oznaceni.

Oznaceni 11.2.34. Pro kazdé ¢islo a € R jsme zavedli v Poznamce 1.3.16 jeho
kladnou a zépornou ¢ast. Podobné zavadime kladnou cdst funkce f a zdpornou
cast funkce f vztahy

ffoa—(f)t, fra—(f(x)”, z€Dy.
Snadno nahlédneme, Ze je

_WHr =t
=t e

Lemma 11.2.35. Je-li f € R(a,b), lezi i funkce f*, f~ a|f| v R(a,b).

f=rr=f =+ r.

Dikaz. Je-li f € R(a,b), pak pro libovolné déleni D € D(a,b) plati

S(ft;D)—s(ft;D) < S(f; D) — s(f; D),
S(f75D)—s(f75D) < S(f; D) —s(f; D).

Prvni nerovnost je zfejma pro nezapornou funkci f, nastava totiz rovnost. Pro
kazdy interval [zp_1, 2k | déleni D € D(a,b) je

sup{f* (t)} — inf{f" ()} < sup{f(t)} — inf{f(t)} (11.27)

kde suprema i infima bereme pfes v8echna ¢ € [z;_1, 2y ]. Je-li f nezdpornd na
[zk—1,21], plati v (11.27) rovnost, je-li nekladnd, je na levé strané 0, vpravo
nezdporné ¢islo a nerovnost opét plati; pokud f nabyva na [zr_1, x| kladngch
i zapornych hodnot, nastava v (11.27) ostrd nerovnost. Jiz nékolikrat provadénym
prechodem k hornim sou¢ttim dostaneme prvni dokazovanou nerovnost, druha se
dokaze obdobné. S pouzitim Véty 11.2.12 a piedchazejici véty o linearité dosta-
neme odsud integrabilitu funkci f*, f~ a |f]. O

Z monotonie integralu a nerovnosti —| f| < f < |f| dostaneme snadno integraci
tento dtsledek:
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Dusledek 11.2.36. Pro kazdou f € R(a,b) plati nerovnost

bf‘ S/blfl. (11.28)

Specidlné pro f,g € R(a,b) plati

‘/ /9‘</ |f—gl. (11.29)

Poznamka 11.2.37. K nerovnosti (11.29) se v Kapitole 12 o metrickych prostorech
v Pozndmce 12.5.6 vratime. V51mnete si, ze jestlize se ,integralné“ mdlo lisi funkce f
a g, tj. ¢islo na pravé strané nerovnosti (11.29) je malé, pak je rozdil jejich Riemannovych
integrald rovnéz maly. Dale, pokud napt. |f(z) — g(x)| < € pro vSechna z € [a,b], lze
integral vlevo v (11.29) odhadnout éislem (b — a).

Poznamka 11.2.38. Nabyva-li f nenulovych hodnot jen na koneéné mnoziné AC[a,b],
a jeli g € R(a,b), je podle Véty 11.2.31 1 f + g € R(a,b), pfi¢emz a s pfihlédnutim
k vysledku Prikladu 11.2.21

/abf+9=/abf+/abg=/abg

Zménime-li tedy funkci g € R(a,b) na koneéné mnozing, bude novéa funkce opét inte-
grovatelnd a jeji integral bude roven f: g. Je-li funkce g definovana vsude v [a,b]\ A,
kde A je koneéna mnozina a jsou-li hi, hy funkce, definované vsude na [a,b] a rovné g
vsude v [a,b] \ A, jsou obé bud integrovatelné nebo obé& nejsou integrovatelné v [a,b].
V prvnim pfipadé maji integraly obou funkci stejnou hodnotu. To umoznuje zobecnit
puvodni definici Riemannova integralu takto:

Je-li funkce g omezend v [a,b] \ A, kde A je koneénd mnozina, a je-li h: [a,b] = R
rovna g vSude v [a,b] \ A, definujeme Riemanntv integral funkce g na intervalu [a,b]
rovnosti

/ g:= / h, existuje-li integral vpravo.

Jingmi slovy: Je-li Dy = [a,b] \ A, dodefinujeme g néjak na mnoziné A (tfeba tak, ze
ji tam polozime rovnou 0) a zjistime, zda vznikla funkce ma Riemanniiv integrél podle
puvodni definice. Pokud ano, nezalezi na tom, jak jsme funkci g dodefinovali; nemusime
ji tam tedy definovat vibec, a pfesto mizeme pracovat s jejim integralem — ovSem
podle nyni uvedené obecnéjsi definice.

Dohodneme se vSak, ze pokud budeme mluvit o Riemannové integralu f: g, budeme
mleky predpokliddat, ze g je definovana vsude v [a,b].

Pfi motiva¢nich avahéach pred zavedenim Newtonova integralu jsme pracovali
s nazornymi vlastnostmi obsahu ,podgrafu kladné spojité funkce“. Ukazeme, ze
lze tento obsah definovat pomoci Riemannova integralu. Je zfejmé, ze Riemanntv
integral je nezaporny (tedy monotdénni) funkciondl, ktery jako obsah mnoZiny pod
grafem konstantni kladné funkce ¢ dava oc¢ekdvany vysledek f: c(x)dz = c(b—a),
tedy obsah obdélniku se stranami o délkach b — a a c. Staci tedy pouze dokazat
aditivitu vici oboru.



308 KAPITOLA 11. Integrace
Lemma 11.2.39. Je-lia<c<d<b, ajeli f € R(a,b), jei f € R(c,d).

Diikaz. Piedpokladejme, Ze € > 0 a podle Véty 11.2.12 zvolme déleni D € D(a, b)
tak, Ze pro f a D plati (11.13), tj. S(f; D) —s(f; D) < . Potom pro D; € D(a,b),
Dy = DU{e,d} zfejmé podle Lemmatu 11.2.6 je rovnéz S(f; D1) — s(f; D1) < e.
Ozna¢me Dy = Dy N|[¢,d]. Ze zfejmé nerovnosti

S(f; D2) — s(f; D2) < S(f; D1) — s(f;D1) <e

(pfi pfechodu od D; k Dy vynechavdme ve vyjadieni S(f; D1) — s(f; D1) neza-
porné s¢itance), plyne ziddané tvrzeni. O

Véta 11.2.40. Necht a < ¢ < b, a,b,c € R, a necht f je funkce definovand na
[a,b]. Pak je

f € R(a,b), prdavé kdyz je (f € R(a,c)) A (f € R(e,b)), (11.30)

/abfz/achr/cbf. (11.31)

Diikaz. Existuje-li integral na levé strané (11.31), existuji podle Lemmatu 11.2.39
i oba integraly vpravo. Obracené: Existuji-li integraly vpravo, existuji pro kazdé
€ > 0 déleni D’ € D(a,c), D" € D(c,b) tak, ze

nacez

S(f;D")—s(f;D')<e/2 a S(f;D")—s(f;D")<e/2. (11.32)
Oznac¢ime-li D := D'U D", je D € D(a,b) a
S(f;D)=5S(f; D)+ S(f;D"), s(D)=s(f; D) +s(f; D),

takze S(f; D) —s(f; D) < e. Z toho podle Véty 11.2.12 plyne, Ze existuje f(f f. Ze
zékladni nerovnosti (11.8) a z (11.32) dostaneme

c b
D)< [ FEsfiD) vz s [ FEs(BD) v/ (1133
Jelikoz vime, ze s(D) = s(f; D) + s(f; D"), obdrzime odtud
b
siD) < [ f<s(fiD) e,

Je zfejmé, ze soucet [~ f + fcb f 1 integral f; f lezi v intervalu [s(D), s(D) + €]
délky e. ProtoZe € > 0 bylo libovolné, plati rovnost (11.31). O
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Definice 11.2.41. Az dosud jsme vzdy integrovali pfes interval [a,b] za pfed-
pokladu, Ze a < b. Jevi se i¢elné definovat

/aaf(:c)dx =0

AU@Mx:—Lmem

Poznamka 11.2.42. Ctenaf si miZe rozmyslit, Ze diky této imluvé plati vzorec
(11.31) pro libovolnou vzajemnou polohu bodi a, b, ¢, jakmile existuje Riemanniiv
integral na nejdelsimu z interval®, na kterych se ve vzorci integruje.

a také

je-li f € R(a,d).

Z uvahy o ploSe na zacatku Kapitoly 9, vyplyva, ze funkce

F(z) = / " ryat

je pro spojitou nezdpornou f € C([a,b]) primitivni funkci k f. Nyni provedeme
prakticky stejnou ivahu za obecnéjsich predpokladi.

Véta 11.2.43. Necht f € R(a,b), a < ¢ < b a necht ¢ je bod spojitosti funkce f.
Oznacime-li

F(x):= /mf(t)dt, x €lab], je F'(c)= flc).

Oznacime-li

b
G(x) ::/ f)dt, z €la,b], je G'(c)=—f(c).

Dikaz. Z podminky f € R(a,b) podle Lemmatu 11.2.39 vyplyva, ze obé funkce
F i G jsou definovany na [a,b]. Je-li h > 0 a body ¢, ¢+ h lezi v intervalu [a, b],

je podle (11.31) . .
/cc+ f:/ac-s- f_/acf

Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ plyne, Ze pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
je c+ 0 < b, a pro véechna = € [c,c+ 0] je —e < f(x) — f(c) < e. Je-li tedy
h € (0,9), je podle Lemmatu 11.2.33 a Véty 11.2.31

c+h
—fhs/ (f(z) - F(@))dt = F(c+h) — F(c) ~ hf(c) <h,

neboli
—flo)|<e. (11.34)
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Z toho je patrné, ze F (c) = f(c); analogicky se ukaze, ze i F’ (c) = f(c). Existuje
tedy derivace F’(c) a je rovna f(c). Dtikaz tvrzeni pro funkci G je obdobny. O

Poznamka 11.2.44. Ctenai si snadno rozmysli, Ze predchazejici tvrzeni lze roz-
§ifit i na jednostranné derivace v krajnich bodech intervalu [a, b]; princip ditkazu
je stejny.

Nyni jiz 1ze dokdzat Vétu 9.1.6, kterou jsme dosud uzivali bez dikazu:

Véta 11.2.45 (Cauchy 1823). Necht f € C(a,b), kde (a,b) C R je libovolny
otevieny interval. Potom existuje primitivnd funkce F k funkci f na (a,b).

Diikaz. Zvolme libovolné, ale pevné bod gy € (a,b) a polozme (srovnejte s Defi-
nici 11.2.41)

F(z) := /xf, x € (a,b); (11.35)

existence integrdlu pro vSechna = € (a,b) plyne ze spojitosti funkce f. Je-li
c € (a,b), zvolme o',V € (a,b) tak, ze body zg, c lezi v (a’,V’) a definujme funkci

G v (a’,b") rovnosti
Gla) = / 5

Podle Véty 11.2.43 je G'(¢) = f(c), a protoze se funkce G a

F(x) :G<x>+/a f.owe (@)

lis jen o aditivni konstantu, je F'(c) = G'(c¢) = f(c). Protoze ¢ € (a,b) bylo
libovolné ¢&islo, je F' = f v intervalu (a, b), takze funkce F' je skute¢né primitivni
funkei k f. 0

Poznamka 11.2.46. Je uzite¢né uvédomit si, jak volba bodu z¢ v pfedchazejici vété
souvisi s aditivni konstantou, az na kterou je primitivni funkce jednoznac¢né urcena.
Pomoci (11.35) definujeme primitivni funkci F' k f, pro kterou je F(zo) = 0.

Lemma 11.2.47. Necht f € R(a,b). Potom ezistuje M < oo tak, Ze pro libovolné
dva body x,y € (a,b) plati

y
‘ / f‘ < Mz —y|. (11.36)
Je-li funkce f € C(a,b) omezend v (a,b), je primitivni funkce definovand vzorcem
(11.35) stejnomérné spojitda na (a,b).

Diikaz. Je-li |f| < M na [a,b], je odhad (11.36) jednoduchym dusledkem (11.28)
z Lemmatu 11.2.36. Je-li f spojitd a | f| < M, zvolime k € > 0 ¢islo 6 > 0 tak,
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aby bylo M§ < e. ProtoZe pro z,y € (a,b) plyne z (Lagrangeovy) Véty 5.2.18
| F(z) = F(y)| < [f(Ollx = y| < M|z — y| dostdvdme

(lz =yl <d) = (F) - F@y)l <e),
¢imz je stejnomérnd spojitost funkce F' dokazéana. O

Az dosud jsme postupné dokazali, ze R(a,b) tvori linearni prostor a ze Riemanniv
integral je na tomto prostoru nezadpornym (a tedy monoténnim) linedrnim funkcionalem.
Plati vsak vice:

Véta 11.2.48. Necht funkce f, g jsou z prostoru R(a,b). Potom také funkce

Ifl, f-9g a h=yf>+g?
leZi v prostoru R(a,b).

Diikaz. Integrovatelnost funkce | f | jsme jiz dokdzali v Lemmatu 11.2.35. Z podminky
fy9 € R(a,b) vyplyva omezenost funkci f, g, existuje tedy K € (0, 4+00) tak, ze | f | < K,
lg| < K. Zvolme D € D(a,b) s délicimi body a = zo < z1 < -+ < T, = b a oznacme
prok=1,2...,n

Iy :=inf{g(z);z € [zh_1,2k ]|} , Lk :=sup{g(z);z € [zr_1,zk]},
mp = inf{f(2);x € [wp—1,2x ]}, Mp:=sup{f(2);2 € [Th—1,2x]}.
Ziejmeé je
inf{f(z)g(z); = € [zx—1, 2% ]} > mily, sup{f()g(z); z € [xp—1,2x]} < MiLy.
Protoze je
MLy — myle = (Mg — mi) L + me(Li — le) < K (Mg — my) + (L — ) ,
dostaneme nasobenim vyrazy (xr — zx—1) a setenim pfes vSechna uvazovand k
S(fg; D) = s(fg; D) < K((S(f; D) = s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D))) - (11.37)

Zvolime-li nyni k € > 0 takové D € D(a,b), aby

S(g; D) — s(g; D) < =—

S(f; D) —s(f; D) < 5K’

£
2K’
je splnéna podminka z Véty 11.2.12 a tedy fg € R(a,b).

V Lemmatu 8.1.4 jsme dokézali trojuhelnikovou nerovnost pro komplexni ¢isla: Pro
kazda dvé cisla z1, z2 € C plati

|21 + 22| < 21| + |22

Je-li z1 = a1 +ib1, 22 = a2 + ibs2, je tato nerovnost ekvivalentni s nerovnosti

V(a1 +a2)? + (b1 + b2)2 < \/a? + b3 + \/ag +b3. (11.38)
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Dosadme do (11.38) a1 = f(z), a2 = f(y) — f(z), b1 = g(z), b2 = g(y) —g(x) a pfevedme
prvni ¢len na pravé strané nerovnosti na jeji levou stranu. Dostaneme

V2 + 92(y) — V2 (@) + ¢2(2) < V() — F(2)2 + (9(y) — g(x))? <
<|f) = f@) |+ |9 —gx)],

kde posledni nerovnost je opét disledkem trojihelnikové nerovnosti. Porovname-li levou
stranu s definici funkce h, obdrzeli jsme

h(y) — h(z) < | f(y) = f() |+ ]9() — g(=) ]|

Odvozenou nerovnost pouzijeme k odhadu (uzijeme oznaceni z predchézejici ¢asti du-
kazu)

sup{h(z);x € [xr—1, 2]} — inf{h(z);x € [xp—1, 2k |} < Mk —mp) + (Lr — lk) .
Dale jiz postupujeme analogicky jako vyse a dostaneme nerovnost
S(h; D) — s(h; D) < (S(f; D) — s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)), (11.39)
ze které jiz plyne h € R(a,b). O

Poznamka 11.2.49. Z algebraického hlediska jsme ukazali, ze R(a,b) tvori vzhledem
k operacim s funkcemi dokonce algebru. Odhad (11.39) souvisi také s tim, Ze vzorec
(11.28) plati i pro komplexni funkci f redlné proménné v pfipadé, Ze jeji redlnd i imagi-
narni éast lezi v R(a,b).

11.3 Newtonuv integral

Poznamka 11.3.1. Zacneme konstatovinim, Ze se budeme snazit terminologicky a poj-
moveé co nejvice priblizit fadam. Z tohoto diivodu pracujeme i s integralem, nabyvajicim
nevlastnich hodnot +oo. Zvladnuti terminologie by proto nemélo délat ¢tenafi zadné
obtize. Poznamenejme jesté, ze budeme pracovat pouze s realnymi funkcemi, pfislusna
zobecnéni na komplexni funkce nejsou obtizna.

Definice 11.3.2. Rikdme, Ze F je zobecnénd primitivni funkce k funkci f na
intervalu I C R, je-li spojitd a plati-li rovnost F’(x) = f(x) pro v8echna z € I\ K,
kde K C I je néjaka konecnd mnozina. Mnozinu vSech zobecnénych primitivnich
funkei k funkci f na I budeme znaéit zpf(f; ) nebo jen zpf(f), bude-li interval
I ziejmy.

Poznamka 11.3.3. Kazda primitivni funkce F' k funkci f na otevieném intervalu I je
zdrovenl zobecnénou primitivni funkci k funkci f (vyjimeénd mnozina K je prazdnd).
Proto je Definice 11.3.2 rozsifenim jiz diive uvedené definice primitivni funkce. Na rozdil
od definice primitivni funkce se v definici zobecnéné primitivni funkce nepredpoklada, ze
interval I je otevieny (mtize byt libovolny). Funkce f nemusi byt definovana vsude v I,
ale jen vSude az na jistou kone¢nou mnozinu. Vsude tam, kde je to pro nas vyhodné,
v8ak muzeme predpokladat, ze f je definovana v I, protoze tam, kde definovana nebyla,
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ji mizeme definovat jakkoli (napf. jako 0). Souvisi to s platnosti tohoto jednoduchého
tvrzeni: Je-li f = g v I\ K, kde I je interval a K C I néjakd koneénd mnoZina, je
F € zpf(f; 1), prdvé kdyz F € zpf(g; I).

Zobecnéné primitivni funkce maji nékteré spoleéné vlastnosti s primitivnimi
funkcemi, zejména dutlezitou vlastnost, ze rozdil dvou zobecnéngch primitivnich
funkei k téze funkci f na (a,b) je funkce konstantni.

Lemma 11.3.4. Je-li f > 0 na intervalu I o F € zpf(f;I), je F neklesajici na I.
Dikaz. Jsou-li a, b koncové body intervalu I, sestrojme konecnou posloupnost
a=rg< 1< - <Ty=>
vSech bodt mnoziny K U {a, b}. Oznacime-li
I = [zp_1,2p NI, k=1,2,...,m,

je funkce F' podle Véty 5.2.22 neklesajici v kazdém Iy, protoze kromé krajnich
bodtt mé& v I nezdpornou derivaci F/ = f. Pro vS8echna k = 1,2,...,m je
I N Iy = {xr} # 0, z ¢ehoZ plyne, Ze je F neklesajici v I. O

Dusledek 11.3.5. Jsou-li F,G € zpf(f;I), je jejich rozdil F — G konstanini
funkce.

Dikaz. Funkce F' — G je spojita a jeji derivace je rovna 0 vSude v I\ K, kde K
je kone¢nd mnozina. Podle pfedchézejici véty je nerostouci i neklesajici (a tedy
konstantni) v I. O

Definice 11.3.6. Necht F' € zpf(f) na intervalu o koncovych bodech a,b, kde
—o0 < a < b< +o00. Potom definujeme

(M/ f(z)dz = Ilim F(z) — lim F(z),

b_ T—a4

pokud rozdil limit vpravo mé smysl, a fikame, Ze integrdl existuje. Jsou-li navic
obé limity kone¢né (a tedy i hodnota integralu je kone¢nd), fikdme, ze integral
konverguje. Vpravo stojici piiristek zobecnéné primitivni funkce znac¢ime zkracené

F(b—) = F(a4) = [F(2)]32, = [ F]

Tr=a a’

Poznamky 11.3.7. Dusledek 11.3.5 ukazuje, Zze Definice 11.3.6 je korektni, tj. neza-
visla na volbé zobecnéné primitivni funkce F'. Nékdy je tento integral nazyvan zobecneny
Newtontv integral a ndzev Newtontv integral se uziva pro pripad, kdy je interval I v De-
finici 11.3.6 otevieny a K = (). Casto se téz v Definici 11.3.6 Z4d4 konec¢nost integralu;
v tom pripadé splyva existence integrilu s jeho konvergenci.

Dtivod pro zavedeni ,,vyjimecné“ mnoziny K je nasledujici. Funkce sgn méa primitivni
funkci jak na intervalu I := (—1,0), tak na intervalu J := (0,1), ale nem4 primitivni
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funkci na intervalu L := (—1,1), protoZze kazd4 primitivni funkce na intervalu I ma
tvar —x 4 c¢1 a na intervalu J tvar x + c2, kde ci1, c2 jsou konstanty. Protoze kazda
primitivni funkce na L by musela byt spojitd v bodé 0, bylo by ¢1 = c2 =: ¢. Funkce
tvaru |z| + ¢ vSak nemd derivaci v bodé 0, tudiz funkce sgn nema primitivni funkci na
L. Srv. Priklad 9.1.11 *).

Pripusténi vyjimecné mnoziny K v definici zobecnéné primitivni funkce mé za nasle-
dek napft. existenci zobecnéné primitivni funkce k funkci sgn na L. Snadno téz ovéfime,
Ze spojita funkce

Glo) = {xaogm —1) pro e (R\{0}),
0 pro z=0,
je zobecnénou primitivni funkei k funkci log || na R.

Véty o Newtonové integralu zalozeném na pojmu zobecnéné primitivni funkce mohou
byt formulovany v elegantnéjsi formé. Pro pocetni stranku véci vSak nemé toto relativné
jednoduché zobecnéni velky smysl.

Na rozdil od Riemannova integradlu mtizeme s Newtonovym integralem pracovat
i s neomezenymi funkcemi a na neomezenych intervalech. Poznamenejme jesté, Ze je
mozné pracovat i se spocetnou ,vyjimecnou mnozinou“ K, coz je zaloZeno na tvrzeni,
ze i rozdil dvou takto definovanych zobecnénych primitivnich funkci je na intervalu kon-
stantni; viz napf. [1], str. 32.

Také o Newtonoveé integralu dokazeme nékolik tvrzeni, ktera jsou uzitecna pfi
vypoctech. Ozna¢me N (a,b) mnozinu vSech funkei f definovanych na intervalu I
o koncovych bodech a,b, —oco < a < b < 400, pro které konverguje Newtontv in-
tegral z f na I. ProtozZe jsou prislusné dikazy velmi jednoduché, uvedeme néktera
tvrzeni bez ditkazu. Symbol (N)- pied integralem budeme vynechévat.

Véta 11.3.8. Newtoniv integrdl je linedrnim funkciondlem na prostoru N (a,b),
tj. pro kaZdou dvojici funkci f,g € N(a,b) a kazdou dvojici cisel o, 3 € R je

/ab(aerﬁg):a/abwaﬂ/abg- (11.40)

Diikaz. Jsou-li F', G zobecnéné primitivni funkce k funkcim f, g, je oF + BG
ziejmé zobecnénd primitivni funkce k af + Bg. Déle je

limaF(z) + fG(x) = alim F(x) + flim G(z),

jak pfi x — b—, tak pfi * — a+ a vSechny tyto limity jsou konecné, z ¢ehoz jiz
vyplyva (11.40). O

Lemma 11.3.9. Plati-li nerovnost f < g vsude na intervalu I aZ na konecnou

mnozinu K, je
b b
/ f(z)dx S/ g(x)dx
a a

pokud oba integrdly existuji.

4) Mohli jsme se odvolat i na ,hlubsi“ Vétu 5.2.14 o Darbouxové vlastnosti derivace spojité
funkce.
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Diikaz je velmi jednoduchy. Stac¢i uvazit, ze existuje zobecnénd primitivni funkce
k g — f na I a pouzit Vétu 11.3.4.

Jako disledek dostaneme tvrzeni pro odhad absolutni hodnoty Newtonova
integralu. Z odhadu —|f(z)| < f(z) < |f(x)| vyplyva nerovnost

[ s < [isnar,

jakmile oba integraly existuji.

Definice 11.3.10. Pro kazdé a € R* a kazdou funkci f definujeme f(ff = 0.

Dale klademe X
[ =1
b a

existuje-li integral na pravé strané rovnosti podle dosavadni definice.

Véta 11.3.11. Euxistuje-li (resp. konverguje-li) Newtoniv integrdl fjf a je-li
a <c<d<b, existuje (resp. konverguge) i fcd f. Je-lia < c<b, plati rovnost

/:f/;f+/cbf,

konverguje-li bud integrdl vlevo nebo oba integrdly vpravo.

Dikaz. Je-li F € zpf(f;(a,b)), existuje f; f, pravé kdyz ma vyraz F(b—)—F(a+)
smysl. Kromé trividlniho pfipadu (c¢,d) = (a,b) lezi jeden z bodi ¢,d v (a,b) a
limita F' je v ném kone¢nd, protoze funkce F' je v ném spojita. Proto mé rozdil
F(d—) — F(c+) ve v8ech ptipadech smysl.

Konverguje-li integral vlevo a F' € zpf(f; (a,b)), je

F(b=) = F(a+) = (F(c—) — F(a+)) 4+ (F(b=) — F(c+)), (11.41)

protoze F' je spojitd v (a,b). Obracené: Konverguji-li integraly vpravo, existuji
Fy € zpf(f;(a,c)) a Fy € zpf(f;(c,b)) a vSechny limity Fi(a+), Fi(c—), Fa(c+),
F5(b—) jsou konecné. Polozime-li

F(x) = Fy
Fy(z) + Fi(c—) — Fa(c+) pro  zx € (c,b),
zrejmé F € zpf(f;(a,b)) a

F(b-)— F(a+) = (F(c—) — F(a+)) + (F(b—) — F(c+))
= (Fi(c—) — Fi(a+)) + (Fa(b—) — Fa(ct)),

¢imz je tvrzeni dokazano. O
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Nasledujici véta je jednoduchym, ale dulezitym kritériem konvergence Newto-
nova integralu.

Véta 11.3.12. Je-li f spojitd a omezend funkce na omezeném intervalu (a,b),
Newtonuv integrdl fab f konverguje.

Dikaz. Ze spojitosti funkce f plyne, Ze k ni existuje primitivni funkce na (a,b).
Je-li |f| < M < oo, pak pro primitivni funkci F' k f plati podle (Lagrangeovy)
Véty 5.2.18 pro libovolnd x,y € (a,b) nerovnost

|F(z) = F(y)| < M|z —y].

Odtud vyplyva, ze F je stejnomérné spojitd na (a,b), a lze ji tedy spojité rozsifit
na [a,b]. Zbytek je zfejmy (srov. s Lemmatem 11.2.47). O

Pro primitivni funkce jsme dokazali vétu o integraci per partes a vétu o substi-
tuci, tj. Véty 9.2.3 a 9.2.6. Po nezbytné modifikaci 1ze analogicka tvrzeni dokazat
i pro Newtontv integral.

Véta 11.3.13 (metoda per partes). Necht F' € zpf(f;(a,b)), G € zpf(g; (a,b))
a necht —oco < a < b < +oo. Pak je

b b
/ fG:[FG]g—/ Fg, (11.42)
jsou-li alesponi dva z vyrazid v rovnosti (11.42) koneéné.

Diikaz. Rozlisime dva pfipady, coz postaci: zaménou funkci f a g dostaneme ekvi-
valentni tvrzeni.

(1) Necht @ € zpf(fG) a ¥ € zpf(Fg), piicemz oba piiristky [@]2 a [¥]® jsou
konec¢né. Potom plati

(FG) = fG+Fg=%"+V' = (o+ V)
viude v (a,b) \ K, kde K je kone¢nd mnozina, a protoze FG a ® + ¥ jsou spojité
v (a,b), jsou to zobecnéné primitivni funkce k téZze funkci fG + Fg. Je tedy

[FG]Z=[¢]Z+[W]Z=/bf0+/ng,

coz jsme méli dokazat.
(2) Predpoklddejme, ze vyrazy na pravé strané vzorce (11.42), tj. [ FG]
f; Fg, jsou kone¢né. Necht ¥ € zpf(Fg); polozme & = FG — ¥. Potom

b

o a také

¢ =(FG-V) =fG+Fg—Fg=fG

viude az na koneény pocet bodt z (a,b), a P je spojitd, takze ¢ € zpf(fG).
Zbytek plyne z konecnosti piislusnych prirtstkd. O
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Véta 11.3.14 (substituéni metoda). Je-li ¢ : (o, ) 22 (a,b) spojitd ryze mo-
notonni funkce, kterd ma konecnou nenulovou derivaci vsude v (o, 8) \ K, kde
K C (o, B) je néjakd koneénd mnozina. Potom je

b B
/ f()de = / (foo)t)-I¢'(t)]dt (11.43)

ezistuje-li jeden z integrdld.

Dikaz. Necht existuje integral vlevo a ¢ je rostouci, takze je |¢'(t)| = ¢’ (). Necht
F'(z) = f(x) na (a,b)\ L, kde L je koneénd mnozina. Ozna¢ime-li G = F o p, pak
G' = (F'op)p = (fop)y plati v (o, 8) \ M, kde M = K U~ 1(L) je koneén4
mnozina. Funkce G je spojité, a tedy G € zpf((f o ) ¢'; (o, 5)) a je

G(a+) = F(a+), G(B—) = F(b-)

podle véty o limité slozené funkce. Odtud plyne existence integralu vpravo a do-
kazovana rovnost.

Existuje-li integrél na pravé strané (11.43), postupujeme podobné, ale s in-
verzni funkci ¢! na misté o:

/j(f op)y’ = /ab(f opop (Y op H(p ) = /abf'

Soucin poslednich dvou zévorek ve druhém integralu je roven 1 podle véty o de-
rivovani inverzni funkce (Véta 6.4.4).
Podobné probihé ditkaz pro ¢ klesajici, kdy je |¢'(t)| = —¢'(t) a zaroven

Glat) =F(b—), G(B=) = F(at).
Tim je dikaz dokoncen. O

Poznamka 11.3.15. Poznamenejme, Ze pti hledani primitivnich funkci jsme neuzivali
Zapis
[ 1@ = [t @ ®r, (11.44)

nebot funkce na obou stranach (11.44) maji obecné riizny defini¢ni obor. V (11.43) vsak
jde o rovnost ¢isel (integralti), nikoli integrovanych funkei.

Véta 11.3.16. Necht f € R(a,b) a F € zpf(f). Potom je

b b
®[ f@)ds = (F =00 f@)ds. (11.45)

Diikaz. Funkce f je omezend, a tak z Lemmatu 11.2.47 plyne, Ze zobecnénd pri-
mitivni funkce F' je stejnomérné spojitd na (a,b). Existuji tedy konecné limity
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F(a) := F(a+) a F(b) := F(b—), atedy, podle Véty 11.1.4, je F spojité rozsiti-
telnd na [a,b].

Déle existuje koneénd mnozina K C [a,b] takova, ze F'(z) = f(z) pro vSechna
x € [a,b] \ K. Zvolme déle libovolné déleni D € D(a,b) tak, aby toto déleni
D={a=2z9<w < -+ <, =Db} obsahovalo vSechny body z K. Podle Lagran-
geovy véty existuji body &, &k € (zr—1, k) tak, Ze

n

F(b) = F(a) =Y (F(ax) = F(wr-1)) = Y f(&) (@ —2x-1) -

k=1
ProtoZe posledni soucet lezi mezi s(f; D) a S(f; D), je
s(f; D) < F(b) — F(a) < S(f; D).

Prechodem k supremu pres vSechna déleni vlevo a k infimu pfes vSechna déleni
vpravo dostaneme s piihlédnutim k f € R(a,b) rovnost (11.45). O

Poznamka 11.3.17. Pravé dokézana véta mé zdsadni vyznam i pro vypoéty. Je to

tzv. zdkladni véta integrdlniho poctu. Tvrzeni analogickd k Vété 11.3.16 se dokazuji i pro

jiné (pripadné obecné&jsi) integraly. Vété lze dat i tento ,symetrict&jsi“ tvar:

Véta 11.3.18. Md-li funkce f na intervalu [a,b] jak Riemanniv tak Newtoniv
integrdl, maji oba integraly stejnou hodnotu.

Diikaz. Je-li f riemannovsky integrovatelnd, je funkce f omezend. Za téchto pod-
minek lze kazdou F' € zpf(f;(a,b)) spojité rozsifit na [a,b] a staci pak jen apli-
kovat Vétu 11.3.16. O

11.4 Nékteré aplikace

Zacneme tim, ze se vratime ke kritériim konvergence fad a ukdzeme, jak lze pii
rozhodovani o konvergenci fad vyuzit znalosti o integralu (ale i obracené).

Véta 11.4.1 (integralni kritérium, Euler 1736). Necht f € C([1,0)) je ne-
rostouct nezapornd funkce. Potom konverguje tada

Z f(k), prdvé kdyZ konverguje (/\f)/ ft)de . (11.46)
k=1 1
Ditkaz. Céstecné soudty s, := Y ,_, f(k), n € N, tvori neklesajici posloupnost

a funkce "
Pla) = /1 F(t)dt

je zobecnénou primitivni funkei k funkci f na intervalu [1,+o00); konvergence
fady i integralu v (11.46) je proto ekvivalentni s omezenosti {s,} a F shora.
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7 nerovnosti -
f0 = [ f@de = fer ), ke,
k

dostaneme ,sec¢tenim“ pro k = 1,...,n nerovnosti

n+1 n
= DA 2 [ Ot = Pt )= Y fh 1) = sy = (1) (1147)
1 k=1

1

Z nich je patrné, ze {s,} je (shora) omezena pravé kdyz je (shora) omezena po-
sloupnost {F'(n+1)}, a tedy pravé kdyz je (shora) omezena funkce F' na intervalu
[1,4+00). Nerovnost (11.47) je uZitend i pti odhadech ®). O

Poznamka 11.4.2. Uvahy z pravé provedeného diikazu ilustruje Obr. 1., na kterém je
f(z) =271 z € (1,00). Poznamenavame, ze souet obsaht na obrizku zvjraznéngch
ykFivodarych trojuhelnicka* (A+ B+ C + D + ---) je roven konstanté v, definované
v Prikladu 6.5.21.

-+

Obr. 1.

Piiklad je uziteény i k ilustraci vySe zminénych odhadii pro pfipad, Ze integral v (11.46)
diverguje. Neni totiz jednoduché najit napf. prvni ¢asteény soucet harmonické rady,
ktery je vétsi nez 100, pouhym s¢itanim ¢lent fady; ¢leny jsou pro vyssi indexy ,malé®,
pricemz se s¢itd ,mnoho* ¢isel. Jednoduchy hruby odhad dava pro nejmensi ¢astecny
soucet s, harmonické fady, ktery je vétsi nez 100, nerovnost

sn > log(n+1) > 100, tedy n+ 1> exp(100)>2'.

Museli bychom tedy se&ist cca 2'%° &lenti, abychom dosahli ¢asteéného souctu 100. Do-

porucujeme ¢tendii zkusit vypocet ,silou”, tj. s¢itanim a testovanim velikosti nalezeného
souctu vici danému ¢islu pomoci personalniho pocitace, napt. jen pro mez 10 misto 100.

Je zajimavé srovnat, jak pfesné jsou jednotlivé odhady casteénych soucti, které
jsme nalezli v prvnim dile této knihy v Kapitolach 2 a 3. Prvnim je standardni odhad,

5) Diikaz je velmi nazorny. Nerovnosti v (11.47) lze interpretovat i jako odhad integralu
pomoci dolnich a hornich sou¢ti pro vhodné déleni D intervalu [1,n + 1].



320 KAPITOLA 11. Integrace

pochézejici ze 14. stol., druhy vznikl podobné odhadovanim ,po desitkach*:

21 1 =1 on
sTL:ZEz(nJA)5 a swono1= Y T (11.48)
k=1

k=1

Z nich pro mez 10 dostaneme z prvniho, #e s, > 10 pro n > 2'% =52 105, ze druhého
snéaze obdrzime horsi odhad, totiz Ze s, > 10 pro n > 1,2-10*!. Pokud uvézime hodnotu
konstanty v = 0,577 a mame k dispozici hodnoty (pfirozenych) logaritmi ¢isel z N, obdr-
zime mnohem pfesnéjsi vysledek: s, > 10 pron > 12367; je totiz exp(10—v) = 12 366,97.
Ukazuje se tedy, ze odhady pro divergenci harmonické fady jsou sice jednoduché, ale
velmi nepresné.

Priklad 11.4.3. Jednoduchy vypocet

/l‘x’dx:[ml_aro _{1/(04_1) pro a > 1,

T 1—ale=1 +00 proa<1,

ukazuje, ze integral konverguje, pravé kdyz o > 1. Totéz tedy podle Véty 11.4.1
plati pro fadu >~ n~%. Soucasné jsme dokdzali jinym zptisobem konvergenci fady
>"1/k* az (11.47) dostali jiz v P¥ikladu 3.2.3 odvozeny hruby odhad jejiho souétu
5,5 < [[Ca7ldz <s— f(1), ktery tak ziejmé leZi v intervalu (1,2).

Je-li g spojitd vektorova funkee, tj. g = (g1,--.,9m), & sloZky gi jsou spojité
funkce pro vSechna k = 1,2,...,m, pak je pfrirozené graf tohoto zobrazeni pova-
zovat za kiivku v R™. Casto byva piimo toto zobrazeni nazg§vano krivkou v R™.
Tim se vyhneme tomu, ze bychom museli dokazovat nezavislost vlastnosti kiivky
na popisujici funkci (tzv. parametrizaci) g. Pak je napt. g : [a,b] — R? rovinnd
k¥ivka, nebo g : [a,b] — R® kfivka prostorovd. Jak lze definovat pro takovou
kfivku jeji délku? Definice by méla byt v souladu se zndmymi vysledky napf. pro
oblouk kruznice nebo paraboly.

Piiklad 11.4.4. Pro kiivku ¢ : [a,b] — R™ a pro déleni D € D(a,b), pro které je
D={a=z0<w1 <--- < zp=0b}, polozme

L(g; D) := z": dist (g(zk—1), g(xr)) (11.49)

kde dist znaci vzdalenost bodt v eukleidovském prostoru. Vyznam tohoto ¢isla je na-
zorny: mezi délicimi body zy, k = 0,...,n, jsme g nahradili linedrnim zobrazenim a se-
¢tenim zjistili délku vepsané ,lomené Gary“. Z trojiihelnikové nerovnosti %) vyplyva, ze
jsou-li D, D" € D(a,b), a D’ je zjemnénim déleni D, je

t(g;D) < t(g; D), (11.50)

6) Mame na mysli jeji geometrickou formu, zndmou ze st¥edoskolské latky: soucet délek dvou
stran trojuhelniku je vétsi nebo roven délce jeho treti strany, pficemz rovnost nastane v pripadeé,
ze trojuhelnik prejde v usecku.
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a tak se intuitivné muzeme zjemiiovanim déleni intervalu [a,b] k délce kiivky (nevime
zatim, co to je!) s libovolnou presnosti pfiblizovat. Jiz u Archimeda nachazime myslenku
urc¢it co nejpresnéji délku kruznice pomoci obvoda pravidelnych vepsanych n-tthelnika
zdvojnasobovanim poétu stran; srov. s vikladem v Uvodu tohoto textu. Na této myslence
je, zhruba feceno, zaloZena i moderni definice délky kiivky.

Uvahy z predchazejiciho piikladu nas vedou k definici:

Definice 11.4.5. Znamen4-li dist vzdalenost v R™ a je-li g : [a,b] — R™ zobra-
zeni se spojitymi slozkami, D :={a =29 <z1 < -+ <z, = b} a l(g; D) je dédno
vzorcem (11.49), definujeme délku L(g) kfivky g na [a,b] vzorcem

L(g) :=sup{l(g; D); D € D(a,b)} . (11.51)

Pf¥iklad 11.4.6. Polozme g(z) := (z, f(2)), © € (0,1], kde f(x) = 22 cos(n/z?),
g(0) := [0,0]. Potom dostaneme pro D := {0 < 1/y/n<1/\/n—1<--- <1}
podle Pythagorovy véty

n—1

) 1/2
w0z 5 (G- A=) () () =
> ‘f(ﬁ) B f(\/i)‘ kg ‘ cos km coskk++11 ‘ kzli

k=

-

a odtud je jiz snadno vidét, ze L(g) = +oo.

Priklad 11.4.7 (duleZity). Graf funkce f (tj. mnoZina {(z, f(z)); = € [a b]})
je identicky s grafem zobrazeni g : [a,b] — R? kde g : x +— [m f(x)], z € [a,b].
Ziejme je

D)= Z Viek —2e1)? + (f(or) — fep-1))? =
k=1

S o1+ (=S’

k= Tk—1

Pokud je funkce f spojitd a ma v (a,b) vSude derivaci, existuji uvnit¥ délicich
intervaltil déleni D body & tak, Ze lze soucet vyjadrit podle Lagrangeovy véty ve

tvaru
n

D (k=) VI + (F(&))2

k=1

Ozna¢me h = /14 (f")? na (a,b) a pfedpokladejme, ze h € R(a,b). Pak pro
posloupnost déleni {D,,}, D,, < Dy, 11, s v(D,) — 0 je

<Y (k=2 )V + (F/(&))% < S(h; Dy),
k=1
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pri¢em? prostfedni vyraz je tvaru o(h; D,,&) pro vhodnou volbu £. Limitnim
prechodem pro n — oo obdrzime pro délku grafu L(f) funkce f vzorec

L(f) = (R)/ VIt (F@)2de . (11.52)

Tak jsme dokazali nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 11.4.8. Je-li f € C([a,b]) a f' existuje v (a,b), plat{ vzorec (11.52)
pokud integrdl vpravo existuje.

Vzorec (11.52) neni idealni: nespo¢teme jim ani délku jednotkové piilkruznice

popsané funkci f(x) = /1 —22, z € [—1,1]. Derivace f'(z) = —z//1 — 2?2
neni omezend na intervalu (—1,1) a Riemanntv integrél je definovidn pouze pro
omezené funkce. Proto dokazeme jesté dalsi tvrzeni, které nam umozZni pouzit

Newtonilv integral.

Tvrzeni 11.4.9. Je-li f € C([a,b]) a derivace f' je spojitd v (a,b), je

b
L(f) = W) / VIt (F@)Pde . (11.53)

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze pro kazdy interval [a, 8] C (a,b) 1ze délku grafu

restrikce L(f|[«, 3]) spocist obéma vzorci (11.52) a (11.53) (s mezemi « a (3). Za

uvedenych pfedpokladi Riemanntv integral v (11.52) existuje a je roven Newto-

novu integralu. Pfitom primitivni funkce H k h = /1 + (f’)? je neklesajici.
Je-li D déleni intervalu [a, 8] a D' = D U {a, b}, je zfejmé

L(f;D) < L(f;D') atedy L(fl[e,B]) < L({).

Odtud dostavéme H () — H(a) = [7h < L(f) a také H(b—) — H(a+) < L(f).

Pokud H(b—) — H(a+) = [*h = 400, je i L(f) = +o0. Je-li L(f) < +00, zvolme
nejprve € > 0 a pak s vyuzitim spojitosti f v krajnich bodech [a,b] zvolme § > 0
tak, Ze

Ay(2) = ((z — a)? + (f(z) — £(a))?)"/* < /3 pro viechna x € (a,a + ),
As(z) = ((b—2)*+ (f(b) — f(ac))z)l/2 < ¢&/3 pro vSechna x € (b—4,b).
Daéle volme D’ € D(a,b) tak, aby ¢(f; D') > L(f) — e. S ohledem na (11.50) lze
predpokladat, ze pro D = {a =zg < x1 < -+ < Tp—1 < &, = b} je x1 € (a,a+9)
a Tn_1 € (b—4,b). Polozme jesté o, 8] = [x1,2n—1]. Déle volme D € D(a, )

tak, aby £(f; D) > L(f|[«, 8]) — £/3. Potom je
b B
[ b= [ h=Lla) 2 €0D) = (15D = D) = Balar) =
>((f; D) —2¢/3 > L(f) —e.
Tim je vSak vzorec (11.53) pro vypocet L(f) dokdzan. O
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Poznamka 11.4.10. Analogicky jako jsme pfi vySetfeni délky kiivky dospéli ke vzorci

b
/)= / VIt (F@)2de

lze definovat povrch P a objem V rotaéniho t&lesa T fror C R®, vzniklého rotaci ,pod-
grafu® spojité kladné funkce f na [a,b] s derivaci f’ spojitou na (a,b) ,kolem osy z“.
Téleso T frot je definovano pomoci vztahu

Tfrot = {[x,y,z] € ]R?’a y2+22 S f2(fL'), S [avb}} N

Definujeme

b
V(T frot) ::w/ 2, a P(Tfuor) :_27r/ V14 (f

pokud existuje integral na pravé strané defini¢ni rovnosti, at jiz v Riemannové ¢i New-
tonové smyslu.

Tak lze eventualné urcit napi. délku polokruznice, ¢i povrch a objem specialné polo-
7ené koule v R3. Na rozdil od délky k¥ivky chiapeme vzorce jako definice. Pokud bychom
se opreli o nazor a pracovali napf. s konecnym sjednocenim valeckd ¢i ¢asti kuzelovych
ploch, které télesu opiSeme nebo vepiseme, dospéli bychom ke shodé vzorecka s ,intui-
tivni predstavou“.

Piiklad 11.4.11 (délka polokruznice). Necht f(x) = V7?2 — 22,z € [—r,r]. Pak
plati
N TR R
fCE)_ﬂ’ L+ (£ @) _1+r27x2 T2 g2
Proto pro délka polokruZnice o rovnici y = v/r2 — x2 plati
L(f) = . % = [rarcsin%];iir =7r.

Piiklad 11.4.12. Rotaci podgrafu funkce f z predchéazejicitho piikladu vznikne koule
K := T .o, 0 rovnici 2 + y? + 2° < r2. Spo¢teme jeji objem

T 3717
V(K):TI'/ (r27m2)dmzw{r2x7%] zgwr?’.

Piiklad 11.4.13. Vypocet pro povrch koule K davéa

/ r\/r —z2dx
—27r

N = 2mr[x)i=", = dnr® .

Priklad 11.4.14. V Uvodni kapitole jsme se zminili o tom, Ze to byl jiZ ARCHIMEDES
(287 — 212 pied n. 1.), ktery jako prvni dokazal, Ze konstanty imeérnosti, vyskytujici se ve
vzorcich pro obvod a obsah kruhu, splyvaji (¢tenaf to nemusi shleddvat jako zajimavé,
kdyz vi, Ze se v obou téchto vzorcich vyskytuje jako konstanta umérnosti 7). Imitujte
tento dukaz tim, ze dokazete rovnost r - ,délka pulkruznice“ = 2 - jobsah pulkruhu®,
tj. (vyuzivame ¢asteéné Piiklad 11.4.11) rovnost

rdz "
T- —_— =2 Vr2 —z2dr .
J_ . r?— 22 J_r
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Jiz dfive jsme se nékolikrat setkali s ¢islem 7. Ukézeme si jednu ,teoretickou
aplikaci“.

Priklad 11.4.15. Definujeme-li

/2

In::/ sin"zdx, n €Ny,

0

je
/2 /2 /2
IOZ/ lde =7/2, 11:/ sinmdx:—[cosx]ziozl.
Jo Jo

Je-li n > 1, uzijeme Vétu 11.3.13; polozime-li

F(z)=sin" "'z, g(z)=sinz,

f(x)=(n—1)sin" *zcosz, G(z)=—cosz,
bude
/2
I, = f[sinnflxcosx]g/QJr(nfl)/ sin" 2 zcos?xdr =
0
/2
=(n— 1)/ sin" " ?z(1 —sin’z)dz = (n — 1)Ih—2 — (n — 1)1,
0
a je tedy
-1
nlp=m—1)Ina, In="""T, 5.

Z této rekurentni formule plyne ihned pro sudd n € N (n = 2m, m € N) rovnost

2m—1 2m—-3 2m—5 1 1-3:5...2m—1) =
Loy = . . =y A I 11.54
2m om  2m—2 2m—4 " 27° 2.4-6---2m 27 (11.54)

aprolichAn,neN,n>1(n=2m+1, meN)
2m 2m—2 2m —4 21 . 2:4-6---2m
2m+1 2m—1 2m—3 '3 ' 1.-3-5---(2m+1)’

(11.55)

Iomy1 =

Poznamka 11.4.16. Piiklad 11.4.15 vede k zajimavému vyjadfeni ¢isla . V intervalu
[0,7/2] je 0 < sin < 1, a tedy je (sin)™ > (sin)" ™', a napi. Lemma 11.3.9 dava pro
m € N nerovnosti Izm > Iom+1 > Iom+2, tj. podle (11.54), (11.55)
1:3:5..m-1)n_ 2:46..02m) _1:35..2m-)Cm+1)
2.4-6...2m) 2°-35-7..2m+1) - 2-4-6...Cm)2m+2) 2’

Odtud snadno dostaneme

™ 2-4-6...(2m) 2. 1 2m+1.z
2-\135..@2n-10) 2m+1-2m+2 2°

Limitnim pfechodem pro m — oo z toho podle Véty 2.3.2 plyne, ze
T 2-4-6...2m) \> 1
— = lim . =
2 1-3-5...(2m —1) 2m+1

~ lim 2:2:4-4-6-6---(2m) - (2m)

T m—01:3-3-5-5-7---(2m —1)-(2m + 1)

. (11.56)
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Néasobime-li zlomek vpravo vyrazem (2m + 2)/(2m + 1), ktery ma pro m — oo limitu 1,
dostaneme

- 2m - 2m - (2m+2)
2m—-1)-2m+1)-(2m+1)

e (11.57)
Oba tyto vzorce (11.56), (11.57) déavaji tzv. Wallisovu formuli.

Historickd poznamka 11.4.17. Vzorec odvodil JOHN WALLIS (1616 — 1703) r. 1655,
avSak podstatné jinym zpusobem nez my v predchozi poznamce. Nékolik generaci ma-
tematikt povédleéného obdobi se udilo analyzu prevazné z uéebnic VOJTECHA JARNIKA
(1897 — 1970). Jarnik byl velmi zruény poctar a tak neni divu, Ze pocetni partie jeho
ucebnic jsou skvéle napsany. Predchazejici priklad a poznamka jsou nepatrné upraveny
krécenim textu jeho ucebnice [4], str. 73.

11.5 Technika ,;slepovani‘

Pomérné casto se setkdavame s piipadem, kdy ndm existenéni véta zajistuje exis-
tenci primitivni funkce ke zkoumané funkci, ale pocetni metoda nam ji pfimo
neposkytuje. Pomineme-li ptfipady, kdy tuto primitivni funkci neumime pomoci
nam znamych funkci vyjadiit (napi. k funkcim exp(—z?) ¢ (logx)~!), zbudou
jesté napt. dulezité pripady vyzadujici ,lepeni“. Tuto techniku jsme jiz pouzili
pfi dikazu Véty 11.3.11 k vytvoreni zobecnéné primitivni funkce F' z funkci F; a
F5. Nyni si ,,vicendsobné lepeni“ primitivnich funkci objasnime na jednoduchém
prikladeé.

Priklad 11.5.1. Oznaéme
f(z) = dist(z, {2k; k € Z}),
kde vzdalenost dist bodu z od mnozZiny M je definovana vzorcem
dist(x, M) = inf{|z —y|;y € M}.
Snadno nahlédneme, Ze
flx) ==, z€[0,1], flx)=2—-=x, z€[l,2],
flxy=z-2, z€(2,3], f(x)=4—=z, z€][3,4],...

a ze f je 2-periodickéd funkce na R, jejiz graf je znazornén na Obr. 1. Bez obtizi
spocteme, Ze F'(z) = x2/2 je zobecnénou primitivn{ funkef k funkei f na intervalu
[0,1], a lim,_;_ F(x) = 1/2. Polozime-li G(z) = 2z — 2%/2, je G € zpf(f;[1,2]
alim, ., G(z) = 3/2.

Abychom vyrovnali rozdil mezi F(1) a G(1), definujeme jesté dalsi funkci
G1(x) = G(z) — 1, pro kterou je G1(1) = 1/2, a definujme

[ F(x), =e[0,1],
Fl(m){ Gi(z), ze€[1,2].
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1 2 3 4 ) 6 7 8

Obr. 1.

Potom F; € zpf(f;[0,2]) a protoze F{(1) = (G1)".(1) = G'.(1) =1 = f(1), je na
intervalu (0,2) primitivni funkei k f. Kromé toho

Fi(0)=0, F(2)=1, F(0+)=F(2-)=0. (11.58)
Vytvofime 2-periodické rozsiteni Fs funkce Fi z intervalu [0,2) na R:
Fy(z) := Fy(x —2k), z€[2k2(k+1)), keZ. (11.59)

Funkce F3 ma v bodech tvaru 2k, k € Z, hodnotu 0 a limitu zleva rovnou 1. Graf

této funkce je zndzornén na Obr. 2. Tato funkce neni spojité, avsak pro vSechna
x € (R\{2k;k € Z}) je Fi(x) = f(x).

Obr. 2.

7 toho je patrné, Ze funkce
H(z):= Fy(z) +k, zc[2k2k+1)), keZ (11.60)

pro kterou je H(2k) = H(2k—) = 2k, bude spojita na R. Dale je H! (2k) = 0
a ze spojitosti H a H'(2k—) = 0 dostaneme podle Véty 7.1.2 také H' (2k) = 0,
takZe existuje oboustrannd derivace H'(2k) = f(2k) = 0. Odtud vyplyvé, ze H je
primitivni funkce k f na R. Definujeme-li h(z) := [2/2], kde [.] znaéi funkeci celd
Cast, je zapis (11.60) ekvivalentni se zapisem

H(z) = Fy(z) + [2/2]. (11.61)
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1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 3.

Graf funkce h je na Obr. 3, vysledna hledand funkce H je zobrazena na Obr. 4.
Zde ,slepovanim“ rozumime nalezeni funkce h takové, aby po pric¢teni h k F5 byla

tato funkce spojita na R.
/ H

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 4.

Poznamka 11.5.2. Casto Ize zapis Feseni piikladii analogickych k Piikladu 11.5.1 zkra-
tit tim, Ze hodnoty v bodech ,slepeni“ explicitné nepocitame. V Piikladu 11.5.1 bychom
tak definovali F» pouze na mnoziné R\ {2k; k € Z } a popsali H jako spojité rozsifeni
F2 na R.

Obratme se nyni k technicky slozité&jsimu prikladu, jehoZ Feseni jsme odlozili na
pozdéjsi dobu (srovnej s Piikladem 9.3.19). Poznamenejme, Ze s piiklady tohoto
typu se zpravidla programy typu Mathematica, nebo Maple 7) (programy pro

7) Zde je nutno poznamenat, ze relativné méné komplexni a nepomérné lacin€jsi Derive je
zvlada.
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,computer algebra“, coz je nevhodny, nicméné standardizovany nazev, ktery proto
radéji nepfelozime) neuméji vyrovnat.
Piiklad 11.5.3. Hledejme primitivni funkci k funkci

1

V Kapitole 8 v Prikladu 9.3.19 jsme se dostali az k vyjadreni

/ dz 2 2tg(x/2) +1 .

=

= —— arctg

sinx—|—2_\/§ V3

proz € ((2k—1)m, (2k4+1)7), k € Z. Nyni postupujeme déle jako v P¥ikladu 11.5.1.
Spocteme limity

(x) (11.63)

™
lm F(x)=-———, lim F(z)=
T——T ( ) \/g T—T ( )

Odtud plyne, Ze (zobecnény) ptiriistek funkce F' na interval
¢ini 27//3. Sestrojime funkci h

5l

(—m 4 2km, m+ 2km)

=

h(z) ::21 {x—&-w} 7

V3| 27

jejimz prictenim k nalezené funkci F' ziskdme funkci H na R\ {(2k +1)m; k € Z},
kterd mimo tyto body mé za derivaci funkci f a ktera je spojité rozgiritelna na R.
Na libovolném omezeném intervalu (a,b) je toto spojité rozsiteni H zobecnénou
primitivni funkci k funkci f, a tedy i primitivni funkci k f. V bodech ,lepeni“ to
proto nemusime ani ovéfovat vypoctem, je H'(z) = f(x), x € R. Funkce H je tak
popséana jako spojité rozsifeni funkce

larct 2tg(z/2) + 1 277[x+7r
BT A V3| om

na R a kazda jina primitivni funkce k f na R se od H 1isi jen o aditivni konstantu.

} , zeR\{Q2k+1)m keZ}

11.6 Konvergence Newtonova integralu

Priklad 11.6.1. UkaZzme elementdrné, ze konverguje integral

(-M)/OOO sinxdx'

T

Protoze integrovanou funkci lze spojité rozsifit na interval [0,1] tim, Ze ji
poloZime rovnu 1 v bodé€ 0, jeji integral od 0 do 1 konverguje. Stac¢i proto dokazat

konvergenci integralu
/ ST e, (11.64)
1

xT
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ktera je podle Véty 11.3.14 o substituci ekvivalentni s konvergenci integralu

1
1 1

/ —sin —dzx .
0o T T

o . 0 . 1
/ Smxdx z/ M (—ufz) du z/ 1sinldu .
1T 1 L/u o U u

Metodou per partes spocteme

1 1 1
1 1 1 1
/cosdaz[mcos} 7/ —sin —dzx
0 X X 0 o T X

a protoZe prvni ¢len na pravé strané rovnosti je koneény a cos(1/z) je spojita
omezend funkce na intervalu (0, 1), konverguje i integral na pravé strané rovnosti.
Nyni dokazeme, ze je

Je totiz

m/ Isinzl 10 Lo
0 i

Protoze integral od 0 do 7 z integrované f}mkce je koneény, staci dokazat, ze limita
neklesajict primitivn{ funkce G(z) := [7(|sint|/t)dt mé v 400 limitu +oo, coz
je ekvivalentni s [ (|sint|/t) d¢ = +oc. Na intervalu [k, (k+1)7] pro k € N je

| sin x| | sin x| /(kﬂ)“
> a

7 ¢ehoz dostavame

|sinz|dx =2,
™

2~ 1
G Dr)y>=y ——.
[RINEES L
Odtud vsak jiz plyne, Ze lim, 1o G(z) = +00.

Vidime, ze pro Newtontv integral muze nastat pripad, kdy
b b
/ f konverguje a / |f| = +o0. (11.65)
Definice 11.6.2. Jestlize oba integraly v (11.65) konverguji, fikame, Ze
b
/ f(@)dx  konverguje absolutné.
Za situace (11.65) fikame, Ze
b
/ f(z)dx  konverguje neabsolutné.

(Srovnejte s analogickou terminologii u absolutni a neabsolutni konvergence fad).
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V praktickych piikladech se zpravidla da interval, pfes ktery se integruje, roz-
délit na konecny pocet intervald, v nichz se existence integralu vysSetiuje snadnéji.
Neékdy lze srovnanim rozhodnout o absolutni konvergenci pomérné jednoduse:

Véta 11.6.3. Necht —oo < a < b < +00 a necht f je spojitd v [a,b). Necht exis-
tuje funkce g takovd, Ze |f| < g (na[a,b)) a Ze Newtondv integrdl f; g konverguje.

Potom konverguji ¢ integrdly
b b
/ f a / lf]. (11.66)

Analogickd véta plati i pro interval (a,b].

Diikaz. ProtoZe ze spojitosti f plyne spojitost |f| a protoze f; g konverguje, kon-
verguji pro kazdé x € (a,b) integraly

F@)= [ f0a, B = [l ow)= [ g

které jsou zaroveii zobecnénymi primitivnimi funkcemi k f, |f| a g v (a,b). Kon-
vergence integralti od a do b funkci f, |f| a g je ekvivalentni s existenci koneénych
limit Fy(b—), Fo(b—) a G(b—), tedy s platnosti pfislusnych Bolzano-Cauchyho
podminek. Pro funkci G je tato podminka splnéna, pro funkce F; a F; ji doka-
zZeme.

Vime, ze pro kazdé € > 0 existuje b, a < b’ < b tak, Ze

W <r<y<bd) = (0<Gy) —Gx)<e). (11.67)

Funkce G je neklesajici, protoze g je nezapornd, takze |G(y)—G(z)| = G(y) —G(x)
a pro zobecnénou primitivni funkci Fy k f na (a,bd) je

/:f‘f/:f|SLy9=G<y)—G(x)<g,

priemz fj |f| = Fa(y) — Fa(x); z toho je patrné, ze Bolzano-Cauchyho podminka
pro existenci koneénych limit F;(b—) a F»(b—) je skuteéné splnéna. O

|F1(y) — Fi(z)| =

Poznamky 11.6.4. 1. Pracujeme-li s nezdpornymi funkcemi f, g, které jsou spojité
na [a,b), 1ze vyslovit vétu jesté podobné&jsi srovnavacimu kritériu pro fady: necht

0<f<g na [ab).

Potom . .
/ g konverguje = / f konverguje

b b
/fz—l—oo = /gz—i—oo.

a také
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Doporuéujeme ¢tenaii, aby se pokusil zformulovat a dokézat obdobnou vétu pro pfipad,
ze

limsz, A€ (0,00).

z—b g(a:)
Tak se dostane uzitec¢ny nastroj pro praktické vypocty.

2. Podle Véty 11.6.3 s ohledem na nerovnost

. o o)
‘smm‘si7 z€([l,00), a / i:[,l} =1
1

72 72
 sinx
5 dx
J1 x

Analogicky pfistup k integrélu (srovnej Pfiklad 11.6.1)

- .
sinx
/ dz
1 T

vSak selze. Tak jako Leibnizovo kritérium umoznovalo rozhodnout o konvergenci né-
kterych neabsolutné konvergentnich fad, existuji téz kritéria pro existenci neabsolutné
konvergentnich integralu. Je jiz pak véci praxe pri studiu konkrétnich prikladd nalézt
zpusob, jak eventualné rozdélit integracni obor na ¢asti, na nichz mizeme nalezena kri-
téria pouzit. Vyslovime proto prislusna kritéria ve velmi jednoduché podobé. Diive vSak
dokazeme tzv. véty o stredni hodnoté integrdlniho poctu, které budeme k dalsimu dikazu
potiebovat.

dostaneme existenci integralu

Véta 11.6.5 (1. véta o stfedni hodnoté, Cauchy 1821). Necht funkce f, g
jsou z C([a,b]), g > 0. Potom existuje ¢ € [a,b] tak, Ze

/abfg=f(C)/abg-

Diikaz. Pro g =0v [a,b] véta plati s libovolnym ¢ € [a,b]. Neni-li g = 0, existuje
bod ¢ € (a,b) tak, ze g(c) > 0. Ze spojitosti funkce g plyne existence intervalu
(v,0) C (a,b), obsahujiciho bod ¢, v némz je vsude g > g(c)/2. Z toho plyne, Ze

/abgz/;g-l-[jg-l-/ébg20+g(c)(6—fy)/2+0>0. (11.68)

Jsou-li m, M minimum a maximum f na [a,b], je
mg < fg < Mg,

a tedy téz

b b b b b o1
m/gé/fgéM/ g, t. mé/fg(/ g) <M.
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Z Darbouxovy véty plyne existence ¢ € [a,b], pro néz je

o= [so([ 9

coz dava zadanou rovnost. O

Véta 11.6.6 (2. véta o stiedni hodnoté). Necht f,g jsou spojité funkce na
[a,b], necht g je monotonni na [a,b] a ¢’ je spojitd na (a,b). Potom existuje

¢ €la,b] tak, Ze
b ¢ b
=g(a b . .
/afg g<>/a f+g<>/C / (11.69)

Dikaz. Je-li g’ > 0, a F primitivni funkce k f, pak dostavame integraci per partes

/abfg: [Fg]Z—/ang' (11.70)

a podle 1. véty o stfedni hodnoté rovnost

[ ra=r0 [[4= PO o)~ o0)]. (11.71)

a a

Rozepieme-li prvni €len v (11.70) a uzijeme-li (11.71), dostaneme

/ fg9 = F(b)g(b) — F(a)g(a) — F(O)g(b) + F(O)g(a),

coz je jen jiny tvar (11.69).

Obdobné 1ze postupovat v p¥ipadé, Ze g je nerostouci; jednodussi ale je apli-
kovat (11.69) na funkci —g. O
Véta 11.6.7 (Abel, Dirichlet). Necht funkce f a g’ jsou spojité v[a,b) a necht
g je monotonni. Potom integrdl

b
(/\f)/ fg konverguje,
a
je-li spinéna nékterd z ndsledugicich podminek:

(1) (Abel) konverguje (./\/')fabf a g je omezend v [a,b);

(2) (Dirichlet) funkce f md v [a,b) omezenou zobecnénou primitivni funkci
ag(x) —0prox—b_.

Obdobné turzend plati i pro intervaly (a,b].
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Diikaz. ProtoZe predpoklady zarucuji existenci @ € zpf(fg; (a,b)), zbyva dokazat
existenci koneéné limity @(b—). Uzijeme k tomu piislusnou Bolzano-Cauchyho
podminku spolu s 2. vétou o stfedni hodnoté.

Necht plati (1) a necht F' € zpf(f;(a,b)). Protoze F' ma kone¢nou limitu
F(b—) a protoZe |g| < M pro vhodné M € (0, 00), existuje pro kazdé ¢ > 0 bod
b € (a,b) tak, ze z,y € (V',b) = (|F(y) — F(z)| < ¢/2M), takze pro vhodné
C € (z,y) je

2() - o)l = | [ o <

< |g(@)IF(C) — F(@)| + |g)|[F(y) — F(Q)| < 2M5—

2M

Plati-li podminka (2), necht F' € zpf(f;(a,b)) vyhovuje podmince |F| < M
s vhodnym M € (0, 00), a tedy i podmince =,y € (a,b) = |F(y')—F(2")] < 2M.
Protoze g(b—) € R, existuje pro kazdé e > 0 bod V' € (a,b) tak, ze |g| < /4M
v intervalu (b',b), na¢ez podobné jako v (11.6) miizeme odhadnout s vhodnym
¢ € (2,9)

€. (11.72)

V<z<y<b = |y — &)=
€

= lg@)IIF(C) = F(@)[ + g F(y) = F(O] < 77, @M +2M) =e¢.

Tim je dikaz dokoncen. O
Poznamka 11.6.8. Jak ukdZeme v posledni kapitole, plati analogické tvrzeni i pro rady.

Priklady 11.6.9. 1. Pomoci Vét 11.6.3 a 11.6.7 dokdZeme pro vSechna o > 0 konver-

genci integralu
/ T e (11.73)
1

:L’Ct
Je-li a > 1, staci integrand odhadnout funkei 1/2%, protoze [ 1/x%dx konverguje.
Podle Véty 11.6.3 je v tomto piipadé konvergence integralu v (11.73) absolutni. Je-li
0 < a <1, staéi vzit v vahu, Ze funkce sinz mé omezenou primitivni funkci (— cosx)
a ze funkce 1/z“ je klesajici a ma v 4+o0 limitu 0. V tomto pfipadé snadno nahlédneme
(srov. s Prikladem 11.6.1), ze konvergence je neabsolutni.

2. Pomoci Véty 11.6.3 a analogie Véty 11.6.7 pro intervaly tvaru (a, b] ukazme, Ze integral

0 2
expr’  cosx

—_— dx 11.74

,[w1+expx2 Izl ( )

konverguje neabsolutné. Ozna¢me f(z) := cosz/+/|z|. Protoze funkce cosz méa na in-

tervalu (—oo,0) omezenou primitivni funkci sinz a protoze funkce 1/4/|z| je rostouci
a omezend v (—oo, —1], integral f:olo f konverguje neabsolutné. V intervalu (—1,0) je
0 < f(z) <1/4/]z| =: g(z), pFiCemz f31 g = 2 a tedy tento integral konverguje. Podle
Véty 11.6.3 konverguje i .LOI f, a to absolutné. Tim je dokdzana neabsolutni konvergence

integralu [°__ f.
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Jak snadno nahlédneme, funkce h(z) := (expa?)/(exp2®+1) je v intervalu (—oo, 0)
klesajici a omezend (je 1/2 < h(z) < 1), takze podle Abelova kritéria konverguje neab-
solutné nejen fi}o f, ale i integral v (11.74).

Historické poznamky 11.6.10. K vétam, které jsme pouze pripomnéli, se vratime
jen velmi stru¢né. Véta 2.1.19, resp. jeji modifikace (Véta 2.2.12) souviseji se zakladni
vlastnosti R, obsazenou v axiomu (13). Také Véta 2.4.1 je jen jinou variantou Véty 2.1.19.
Patrné pro svilij velmi nazorny charakter byla pokladana za ,samozifejmou® davno pred
tim, nez si BERNARD BOLZANO (1781 — 1848) uvédomil, Ze je nutno ji dokdzat, a nez
matematici nastoupili cestu k reformé, spocivajici v polozeni lepsich zakladu pro budo-
vani matematickych teorii. Ta nebyla dilem jedince, ale mnoha téch, ktefi riznou mérou
prispéli k procesu, zapocatému Bolzanem, Cauchym, a NIELSEM HENRIKEM ABELEM
(1802 — 1829) a zavrSenému pozdéji CARLEM THEODOREM WILHELMEM WEIERSTRAS-
SEM (1815 — 1897), GEORGEM CANTOREM (1845 — 1918) a dalsimi.

Véta 2.4.1 byla dokézana teprve Weierstrassem, ale tak jako u ostatnich tvrzeni $lo
o dovrseni dlouhého vyvoje, ktery byl podrobnéji popsan jiz v predchéazejicich komenta-
fich. Véta 5.2.26 nemé zasadni prakticky vyznam. Je ukdzkou jiné cesty k feSeni rovnice
y = 0 na intervalu bez pouZiti véty o stfedni hodnoté. Ukazali jsme jeji pouziti p¥i
dikazu Lemmatu 11.3.4.

Vétu 2.4.4 dokazal Weierstrass r. 1874, véty s ni souvisejici jsou zpravidla jen jejimi
variacemi. I pojmy limsupa, a liminfa, znal v podstaté jiz dlouho pfed Cauchym
(1800) CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855) a Abel (nepublikovano). Jsou pfipisovany
Cauchymu (1821), oznaceni pochdzi patrné od MORITZE PASCHE (1843 — 1930).

Véty o spojitych funkcich na uzavieném intervalu tvofi jeden z vrchold zakladd ana-
Iyzy. Vétu 4.3.31 uvadél Weierstrass ve svych prednaskach jiz r. 1861, publikoval ji vSak
Cantor (1870). Véta 4.3.32 byla intuitivné dlouhou dobu ,geometricky ziejma“. Uzival
ji napf. jiz r. 1594 SIMON STEVIN (1548 — 1620). Bolzano a Cauchy byli patrné prvni,
kteri si uvédomili, ze takové tvrzeni neni zfejmé a je nutné ho dokazovat. Zobecnéni pro
funkce vice proménnych dokazal Darboux r. 1872.

Skuteéné zasadni vyznam Véty 4.3.46 o pokryvani pro dalsi vyvoj matematiky bude
Ctenari ziejméjsi az po precteni Kapitol 12 a 13 o metrickych prostorech. U nas byva casto
nazyvana po EMILU BORELOVI (1871 — 1956) a Lebesgueovi . Borel ji vSak dokazal r. 1895
pro spocetnd oteviena pokryti a teprve Lebesgue dokazal verzi s libovolnym otevienym
pokrytim. Jesté diive dokdzal EDUARD HEINRICH HEINE (1821 — 1881) tvrzeni, které
néktefi autofi povazuji za rozhodujici krok pro dikaz Véty 4.3.46. Proto uzivaji pro
Vétu 4.3.46 oznaceni Véta Heine-Borelova (je to napf. bézné v rusky psané literatufe).

Vétu 11.1.3 o stejnomérné spojitosti dokazal podle jinych prament jiz r. 1854 Jo-
HANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859). Pfinos Heineho je zde nepopi-
ratelny, ¢asto vSak nova metoda dikazu ovlivni i terminologii. JEAN GASTON DARBOUX
(1842 — 1917) se nejen velmi zaslouzil o prozkouméni vlastnosti nabyvani mezihodnot,
ale patfi mu i myslenka uziti horniho a dolniho Riemannova integralu. S ohledem na to,
Ze jsme v této kapitole zavedli mnoziny nulové Lebesgueovy miry, dopliime jesté jednu
informaci o vlastnostech funkci, které maji Darbouxovu vlastnost. Da se dokazat, ze
k jakékoli funkci f definované na R existuje funkce s Darbouxovou vlastnosti g tak, ze

Az e R; f(z) # g(2)}) =0,

tj. Ze g se lisi od f nejvySe na mnoziné Lebesgueovy miry 0 (viz Definici 11.2.24).
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N4&s pristup k Riemannovu integralu je poplatny dalsimu vyvoji v 19. stoleti, o néjz se
zaslouzil mimo Darbouxe i PAUL DU Bois REYMOND (1831 — 1899). N&kolik poznamek
k vyvoji pojmu integralu jsme uvedli jiz v textu této kapitoly. Pfesto to zajimavéjsi, tedy
dalsi vyvoj integralu v tomto stoleti, nebylo mozné popsat, nebot to znacné presahuje
ramec této knihy.

Moderni partie matematiky i jejich aplikace jsou zalozeny na daleko obecné&jSim
Lebesgueove integralu, ktery ma navic ve srovnani s Riemannovym integralem podstatné
jednodussi vlastnosti. Zajemce o blizsi poznani historie teorie integralu odkazujeme na
knizku [8].

Cesta k diukazu existence primitivni funkce ke spojité funkci pfes Riemannuv inte-
gral neni jedind mozna. Zabyvali jsme se jim mj. proto, Ze jsme pomoci néj dokazali
Vétu 11.2.45. Pocetni vyznam ma vsak spiSe integral Newtontv, s trochou nadsazky je
totiz jedinym integralem, ktery umime podcitat. Vypocet integralu Riemannova se na
vypocet Newtonova integralu prevadi. V tom mé zasadni vyznam Véta 11.3.16.

Prvni vétu o stfedni hodnoté integralniho poctu lze nalézt opét jiz u Cauchyho
(1821), ale i ona prosla uréitym vyvojem. Cauchy soucasné dokdzal nejprve verzis g = 1,
kterd ukazuje do jisté miry souvislost integralu a obecnéji chiapaného pruméru: je-li
f €C([a,b]), existuje bod ¢ € [a,b] tak, ze

/ f@)de = F(O)(b—a).

Neékdy byva Véta 11.6.5 pripisovana, stejné jako véta Lagrangeova, OSSIANU BONNETOVI
(1819 — 1892) (1849). Vétu 11.6.6 dokazal prvni patrné Du Bois Reymond.

Posledni pozndmku vénujme 20. stoleti. Lebesgue vytvofil nyni vSeobecné pouzi-
vanou teorii integralu, ktery nese jeho jméno, r. 1902. I tento integral vSak mé své
nedostatky. Je potésitelné, ze integral, ktery zobecnuje Riemanniv postup, nese jméno
¢eského matematika. Definoval jej totiz JAROSLAV KURZWEIL (1926 — ) a nezavisle téz
RALPH HENSTOCK (1923 — ). Jejich definice je zaloZena na souc¢tech podobnych o(f; D, §)
dava vSsak mnohem §irsi tfidu integrovatelnych funkci. Pro jeji pochopeni je vSak pred-
chozi sezndmeni s Riemannovym integralem velmi vyhodné.

I dalsi Cesti matematici prispéli vyznamné k propagaci uzivani tohoto integralu.
U nés je snadno dostupnd kniha [7], kterd ja vénovéna teorii tohoto integralu.
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