Priklady ke cviceni z Miry a integralu IT 2012/13

Vétsina nasledujicich cviceni je vybrana ze skript J. Lukes: Priklady z matematickée
analyzy I. Priklady k teorii Lebesgueova integralu a ze skript I. Netuka, J. Vesely:
Priklady z matematickeé analyzy. Mira a integral. Mala ¢ast ma ,folklorni* charakter
nebo je vybrana z jinych zdrojt. Tam, kde jsem nechtél zasahovat do ptvodnich
znéni prikladii, se mohou nékteré jejich ¢asti opakovat.

Cvicenil: Necht Ay C X, k=1,2,...,n. Popiste vSechny prvky o-algebry gene-
rované {A;, Ao, ..., A, }.

Cviceni2: Pro dané a, 0 < a < 1, sestrojte v intervalu [0, 1] dokonalou Fidkou
podmnozinu Lebesgueovy miry a. Lze takovou podmnozinu sestrojit pro a = 17
Lze sestrojit v intervalu [0, 1] podmnozinu 1. kategorie, ktera by méla Lebesgueovu
miru 17

Cviceni 3: Dokazte, Ze pro a,b € R, 0 < a < b, plati

> dx . ,
/ —  konverguje, pravé kdyz o >1,
x
a

b de )
/ —— konverguje, pravé kdyz o < 1.
a (IL‘ - a)a

Cviceni4: Dokazte, ze e~ je lebesgueovsky integrovatelnd na RT, tj. Ze plati
2
e €L !

Cviceni 5 : Ukazte nékolika zpiisoby, Ze e™* € Lo ) !

Cviceni 6 : U funkci (integrali) z nasledujiciho seznamu zkoumejte existenci a kon-
vergenci Lebesgueova integralu, ev. rozhodnéte také, zda integral existuje jako Rie-
mannuv ¢i Newtonav. Pro kontrolu je vzdy uveden vysledek (£ uzivame k oznaceni
L-integrovatelnych funkci, £* oznacuje systém vsech funkci, jejichz L-integral exis-
tuje).

1. e* € L£(0,00) 2. logz € L£(0,1)
log(1 — log(1

3, w € £(0,1) 4. w £(0,1)
log log

5. . € L£(0,1) 6. 1422 € L£(0,00)

7. logsinz € L£(0,7/2) 8. (1—aMHY* < L£(0,1)

9. (logz)™'  €L£(0,1)\£L(0,1) 10. (a(e®—e2)) € £(0,1)

o 0o 1
11, [T g g 12. [°———— - de < +oo
x z(z?+ 1)



13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.
27.

29.
31.
33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

3 ::_ - € L£(0,00)

I ;; _:C 1 [ konverguje]

foﬂ \/Sdlxm [ konverguje]

fol (logz)-e~® dz  [konverguje]

fol % dz [konverguje]

I % [ konverguje]

fooole(de*' *)dz  [konverguje]
ogxdx

foz 2g— T -

1 e1/96
sin —‘ ) dz [konverguje]
x

4 (

fol (log z) sin(1/x) dz [konverguje]

o logx
dr =
f2 . r = 400
oo T2+ 1
fl por dr = 400
Ve € £(0,1)

V31—t
1 \/E dz .
In T [ konverguje]

~/2 logsinx

I

:L‘2

dz [konverguje]

T € L£(0,00)
m%)g, € £(0, 0)

I ﬁ [diverguje]
ffl (x()llx/s [ konverguje]

14.

16.

18.

w
e

34.

36.

38.

50.

o z3dz )

I o [ konverguje]
1

sin? — € L(1,00)
T

fol e~ dz  [konverguje]

oo sin(1 :
N % dz [konverguje]
fl logzdr o

O zv/1— 22

s d
J. 2L [ konverguje]

0 v tgx

[75 2™ dz = 400

1
f_llcos [sin - +e1/“”} dz [konverguje]
T

Jo e "sinzdz [konverguje]

fol = 1/3sin(1/z)dz  [konverguje]
1

m € E(l, OO)

IS log(1 + x2)

1 dr = +o0

Xz

1 dzx
fo evr — 1

fl dx
0 e — cosx

0o T+1
fl xg_ldm:—koo

[ konverguje]

[ diverguje]

[ konverguje]

o VE
fO 1+$2dx
dx

fo Va3 +5x+3
2 dx
fl xlo

g T
1 4z dx
1.4 1

[ konverguje]

[ diverguje]

1 [ diverguje]
x p—

Cviceni 7 : Necht f je méfitelna funkce definovana na R a necht f*: z — ( f (m))k
Rozhodnéte v zavislosti na k € N o méfitelnosti funkce f*.

Cviceni 8: Nechf f je funkce definovand na R a necht f*

k

T (f(:zc)) je

méfitelnd. Rozhodnéte v zavislosti na £ € N o méfitelnosti funkce f .

Cviceni9: Ukazte, ze prostor C([a,b]) vSech spojitych funkci na intervalu [a,b]

neni Gplny v ,integralni metrice“ p(f,g) = ff \f —gl, f,g € C([a,b]). Zkoumejte
zuplnéni tohoto metrického prostoru.



Cviceni 10 : Dokazte, Ze integral

> arctg x
/ & dx
0 x>

konverguje, pravé kdyz a € (1,2)!

Cviceni 11 : Dokazte, Ze integral

o
/ * e % dx
0

konverguje, pravé kdyz s € (0,00)! Integral definuje hodnotu funkce I'(s).

Cviceni 12 : Dokazte, ze plati

0
1. / e’*dx konverguje, pravé kdyz p >0,

2. x?cosaxr € £(0,2r) konverguje pro kazdé a € R,

3. jeli a€(0,00), pak S

e e L(0,00)

o0
4. / z¥dz  diverguje pro viechna k € R,
0

* log(1
5. / log(1 + z) dz konverguje, pravé kdyz n € (1,2).
0 x"

Cvicéeni 13 : Provedte diskusi existence a konvergence integralu

o .
sinx

dx .
o ¢

Pro srovnani provedte stejnou diskusi pro Newtontv integral !

Cviceni 14 : Dokazte, Ze
sinx c

(1 —22)

sin
(1 —2x2)

L£(-1,1) pro a€ (—o0,1), apro a>1 je

méfitelnd, ale integral na intervalu (—1,1) neexistuje!
Cviceni 15 : Dokazte, ze neexistuji Lebesgueovy integraly
/ sgnxdx, / coszdr, / — >

—00 —00 oo LT+ 1

* 1
— dz
| s

existuje, avsak je roven +oo!



Cviceni 16: (%) VySetfujte existenci integralu

/OO dz
o €%|sinz|®

v zavislosti na redlném parametru a !

Cviceni 17 : Necht funkce f mé na intervalu (a, b) vSude vlastni derivaci. Dokazte,
ze pak je f’ bodovou limitou spojitych funkci (a je tedy méfitelnd).

Cviéeni 18: (x) Necht funkce f je derivaci funkce 2 — 22 sin % na intervalu (0,1).

Ukazte, ze pak je f na tomto intervalu newtonovsky integrovatelna, ale Lebesguetv
integral fol f(z) dz neexistuje.

Cviceni 19: Sestrojte funkci f s omezenou derivaci f’ na [0,1], pro kterou Rie-
mannuv integral z f’ pfes interval [0, 1] neexistuje.

Cvi¢eni20: Definujme f(z) = z71/2(1 + \10g:1:|)71, z € (0,400). Ukazte, ze
f € LP(0,400), pravé kdyz je p = 2.

Cviceni 21 : Ukazte, Ze je
1

. xz n
dn ), () o=

Cviceni 22 : Ukazte, ze je

Cviceni 23 : Dokazte, Ze je

Cviceni 24 : Dokazte pfimym vypoctem a také pomoci Lebesgueovy véty, ze je

1
lim —— — dz =0!

n—oo Jo 1+ n2x?

Cviceni 25 : Ukazte pomoci Leviho a Lebesgueovy véty, Ze je

oo xn

1 [ — — 0!
nan;O ; 1+x2ndx 0!



Cviceni 26 : Zjistéte defini¢ni obor funkce F' proménné «, definované vzorcem

e 2
F(a) ::/ e " dx
0
a funkci podrobnéji vysetiete !

Cviceni 27 : Spoctéte limity funkce

P(s)z/ 5 le ™ da
0

v krajnich bodech ,definiéniho oboru“ (0, co)!

Cviceni 28 : Ukazte, Ze

oo

lim e
n—oo [q €T

g SiDaT

dr =0

pro jakékoli a € R!

Cviceni 29 : Necht {ry,ra,73,...} je prosta posloupnost vsech ¢isel z QN (0,1) a
necht f,, je charakteristickd funkce mnoziny {rq,...7,}, n = 1,2,... ,n. Ukaizte,
ze fn tvori rostouci posloupnost, konvergujici k restrikci Dirichletovy funkce na
(0,1). Vysetfete integrabilitu vSech zminénych funkci a limitni pfechod s ohledem
na tvrzeni, ktera znate.

Cviceni 30 : Necht 1 < p < +o0. Polozme f,, :=n - X[1/n,2/n], 7 € N. Dokazte, Ze
pro posloupnost {f,,} potom plati

(a) limy, oo fn(x) = 0 pro vSechna z € R;

(b) {fn} nekonverguje v LP pro vSechna p € [1,+00);

(¢) {fn} konverguje podle miry;

(d) {f.} konverguje skoro stejnomérné, tj. pro kazdé e > 0 existuje A C R,
M(A) < g, pfidemz f,(x) =0 na R\ A.

Cviceni 31: VysSetfujte opravnénost limitnitho prechodu za znamenim integralu,

tj. zkoumejte, zda plati
/ lim f, = lim fn
M n—oo n—oo M
v nasledujicich pripadech:

pro z € [n,00), f, =0na M\ [n,00), kde M =R;
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Cviceni 32: Urcete ve vSech nasledujicich pfipadech

lim [ fn,d\!

n—oo R

a porovnejte vysledky s konvergen¢nimi vétami:

(a) fn = X[0,n]; (b) fn = n_1X[n,oo];
(€) fo=n""X[0n]; (d)  fa=nX[1/n2/n]-

Cviceni 33 : Spocitejte limity:

(a) limy_o [, e "¥sinzdz;

(b) limy—o [, e ¥ cosazda;
. 1 o—=2(t2+1)
() limgoo fo Sy —dt.

Cviceni 34 : Na posloupnosti { f,,} funkci f,, := X[, 4o0), 7 € N, ukazte, Ze pred-
poklad konec¢nosti miry je v Jegorovoveé vété podstatny.

Cvic¢eni 35 : Na N uvazujte aritmetickou miru u. PoloZte
x
fulz) ==, reN, n=12,....
Ukazte, ze predpoklad konecnosti miry je v Jegorovoveé vété podstatny.

Cviceni 36 : Ukazte, ze konverguje fada > o, k=2! Jeji soucet je (jak pozdéji
dok4zeme, jde o tzv. Basilejsky problém) roven 72/6. Ukazte, ze odtud vyplyva

napfr.
2

—~ 1 2 > 1 oo oo(—l)k_ﬂ"
Z(zk)fﬂ’ Z(2k_1)2_§’ D (k)2 — 12

k=1 k=1 k=1

Cviceni 37 : Dokazte, ze
1 2 1 o0 2
log(1 + x) s / log(1 — x) 1 T
/0 x YT 120 0 x v ; k2 6
Cviceni 38 : Rozhodnéte, zda plati
/OO xdx _7r2 /OO xdx _7'('2 |
o e —1 6 o er+1 12
Cviceni 39 : Dokazte, ze plati

o T o T
log (1—e ) de = —— | / log (1+e %) de = — .
/O og(1—e ) dr =" oz (147 dr = T




Cviceni 40 : Dokazte, ze

oo

/OOO e " cosvxdr = 7;) (- 1)71(277;)!
Cviceni 41 : Dokazte, ze pro p > —1 je
/lep-logidx: m !
Cviceni 42 : Dokazte, ze pro p > —1 je
/01 1$—px 1og%dx:§(p+;+1)2 !

Cviceni 43 : Dokazte, Ze je

7.(.2

1
/ logz - log(l1—z)de=2— — !
0 6

Cviceni 44 : Dokazte, Ze je

1
1
/ log +xdx:210g2!
0 1-=z

Cviceni 45 : Funkce v,, jsou definovany piedpisem
vp(x) =n2z"t — (n4+1)z", x€(0,1).

Déle definujme na intervalu (0, 1) funkci v predpisem v = Y~ | v,,. Ukazte, Ze je

1 1 1 oo 41
v = 1-dz=1, ale /vn:O, a tedy /vnzo.
I 0 >

0o
n=1

oo 1
Z/ | vy (z)| dz < o0
n=170

Dokazte pak primo, ze fada Y _ | v, na intervalu (0, 1) nekonverguje stejnomérné

a ze neplatt
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Cvideni 46 : Reste nasledujici tlohy o fadach funkci:

(1) Zkoumejte, zda lze nasledujici fady integrovat ¢len po ¢lenu, tj. zda plati rovnost

kde
(a) Up () = ae™" —be "™ M = (0, 00),
(b)  une) =2 p>1 M =(0,1),
(c) up(z) = (=1)"2", M =(0,1),
(d) un () = x”_l(l - ac2") , M =(0,00).

- x 3
oo
d
(c) / SRR pro vSechna a >0,
0 etz — 1
>~ d log 2
(d) / v _ % pro vsechna a >0, .
o €41 a

Cvideni 47 : Spoctéte dvojrozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny omezené v R?
kiivkami [o rovnicich |

=2, y=x, xy =1!

Abychom mohli takto (neptfesné) formulovanou tlohu fesit, budeme muset uzaviit
ur¢ité amluvy o (obecné velmi ¢asto) uzivanych formulacich, coz pfi precizaci této
alohy udélame.

Cviceni48: Necht M = {[ac,y] ER?;1<2<5,y<3,zy > 1}. Spoctéte miru
A2 (M) mnoziny M ! [A2(M) =12 —logh]

Cviceni 49 : Spoctéte vzdy miru mnoziny M omezené kiivkami

Q
SN—

20—y =0,2x—y—7=0, 2—4y+7=0, z—4y+14 =0, [I(M)=7]
b

(

(b) x= (y2+b?)/2b, x = (y>+a?)/2a, (0<b<a), [X(M)= %(a—b)\/a_]
(c) y=4—2%,3z—-2y—6=0, [X(M)=1331/48]

(d) M={[z,y]eR?;2>2, 0<y<z 2}, [I(M)=1/2]

(e) M={[z,y]eR?;2>2, 0<y<z '}, [I(M)=+c0]
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Cviceni 50 : Dokazujte nasledujici tvrzeni (mnozina M je vZdy omezena kiivkami):

dad
xy = log(25/24), kde M =[3,4]x[L,2],

(a) ffM

T
- = — k M = 1 1
(b) ff”l dedy TR de [0,1] x [0,1],

1

(c) ffMZL‘ —l—y)dxdy—g kde M: y=0,y=1—2, y=1+zx,
33

(d) ffo +y)dxdy—m kde M : y:$2,y2=x,

(e) [fyv? \/RQ—:czda:dy——RE’ kde

M={[z,y] eR*;2® +y* <R},  R>0.

Cviceni 51 : Nasledujici problém je spojovan se jménem Vincenza Vivianiho: Pro
R > 0 ozna¢me

M={[z,y,2] €ER*; 2* + 9> + 22 < R?, 2* + 9> < Ra}.

Dokazte, Ze plati A\3(M) = (4R3)/3[(r/2) — (2/3)]!

Cviceni 52: Integrujte funkci f(x,y) = e *¥Ysinx pfes M = (0,a) x (0,00) a
ukazte, ze

% sinx e < ye W
/ dxzz—cosa/ © 2dy—sina/ ye—zdy.
0o 2 o 1ty o 14wy

Odtud dokazte, ze

lim
a—oo J €T
, v v v X0 gj . v o . , . .
a zaroven ukazte, Ze SIT do jakoZto Lebesguetv integral neexistuje.
? 0 x

Cviceni 53 : Pro R > 0 ozna¢me

M={[z,y,2] ER*; 2 + 9> + 22 < R?*, 2* + 9> + 22 <2Rz}.

59
dzdydz = —7R®.
///M”‘ VT a5

Potom je
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Cviceni 54 : Dokazte néasledujici tvrzeni:

7'('
(a) [[[, zdrdydz = Zabc2, kde

2 2 2
. 3‘.73 y z
M_{[x’y’z]ER’ﬁ—i_b_Q—{_c?_

<1, z>0},

4
(b) fffM($2+y2+22)d$dydz:%abc(a2+62+62)7 kde

2 2 2

z Y
M:{[I’,y,Z]GRS; §+b_2

27

z
+c—2§1},

(c) fffodxddeZZa M: z=0,y=0,2=0,2r+2y+2-6=0

1
(d) fffMa:yzdxdydz:%, M: y=2?, 2=vy?, z2=2y, 2=0,

© [ffyrdedyds=4, M: ©=0,y=0,2=0,y=3, s+z=2.

Cviceni 55 : Ukazte, Ze funkce

o] e~ oL
F = d
(a) / <

je spojitou funkci na intervalu [0, 00) !

Cviceni 56 : Ukazte, Ze funkce

F(a) :/0 e " dg

je spojitou funkei na intervalu (0, co)!

Cviceni 57 : Vysetfete spojitost funkce

F(a) ::/0 © dz!

1+ 22

Cviceni 58 : Vysetrete spojitost funkce

F(a) := /1 e=otn(z=1) 4y
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Cviceni 59 : VySetiete spojitost funkce

F(a) ::/0 Sln\/Ee_az‘rdx!

T

Cviceni 60 : Dokazte, ze funkce

F(Oz):/0 e ““dz

ma v intervalu (0, 00) derivace vSech fadi a tyto derivace spoctéte! Déale dokazte,
Ze je

k!
ak+

F®)(a) = (—1)k/ zk . em 1 dy =
0

Cviceni 61 : Ukazte, Ze funkce T', tj.
['(s) = / 5 le "dz, s¢€(0,+00),
0
je spojita v intervalu (0, 00) a Ze jednostranné limity v obou krajnich bodech tohoto

intervalu jsou rovny +oo.

Cviceni 62 : Dokazte, ze funkce I' je t¥idy C* na intervalu (0, c0) a Ze je na tomto
intervalu konvexni.

Cviceni 63 : Ukazte, ze je ['(1) = 1 a ze funkce I" vyhovuje funkcionalni rovnici

f(s+1)=s-f(s), s € (0,00).

Ptipominame, ze témto podminkam vyhovuje jedina logaritmicky konvexni funkce
(tj. kladna funkce f takova, ze slozena funkce logof je konvexni na uvazovaném
intervalu). Tuto vétu dokazali H. Bohr a Mollerup a jejich diikaz vyznamné zjedno-
dusil Artin, my ji dokazovat nebudeme.

Cviceni 64 : Dokazte, Ze je

™ (s) = / ¥ te " (logz)"dz, s (0,+00), n€N.
0

Cviceni 65 : Ukazte, ze plati

r(3) = v

N~

K integraliim zavislym na parametru se jesté vratime.
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Cvi¢eni 66 : (Polarni soufadnice) Definujeme zobrazeni F' z R? do R? piedpisem
F(r,p)=xz,y], kde

T =Tcosp,

y=rsinp.
Vysettete toto zobrazeni a ukazte, ze to je prosté regularni zobrazeni na mnoziné

L={[r,e]€R?*; re(0,00),p€(0,2m)},
a 7ze L zobrazuje na mnozinu R? \ N, kde
N ={[z,y] €R?*;x€[0,00),y=0}.

Mnozina N ma dvourozmérnou Lebesgueovu miru 0. Hodnota jakobidnu zobrazeni
F' je v tomto pripadé r a F' je prosté regularni zobrazeni na kazdé oteviené mnoziné
L, C L (to budeme ¢asto pouzivat).

CvicCeni 67 : Pripomerite, jak se pomoci véty o substituci spocte I = ffooo e~ dur.

Cviceni 68 : (Sférické souradnice) Definujeme zobrazeni F' z R? do R3 piedpisem
F(r,p,9) =[z,y, 2], kde

X = 7 Ccospcosy, T =1rcospsind,

y=rsinpcosd, resp. y =rsinysind,

z =rsind, z=1rcos?.

VySetfete obé tato zobrazeni (v8imnéte si rozdilu v hodnotéch jakobianu a obort)
a pro prvé z nich ukazte, Ze je regularni a prosté na mnoziné

L={[r,p,0] €R’; 1 € (0,00),p € (0,2m),0 € (—m/2,7/2) },
kterou zobrazuje na mnozinu R3 \ N, kde

N ={[z,y,2] € R*; 2 € [0,00),y =0} .

Mnozina N mé trojrozmérnou Lebesgueovu miru 0. Hodnota jakobidnu zobrazeni
F je v tomto piipadé 7% cosd a F je prosté reguldrni zobrazeni na kazdé oteviené
mnoziné L, C L.

Cviceni 69 : Zformulujte samostatné analogické tvrzeni jako byla ta, ktera jsme
zkoumali v pfedchazejicich dvou cvicenich, pro tzv. valcové soutadnice !

Cviceni 70 : Spoctéte pomoci Fubiniovy véty a pak pomoci véty o substituci inte-
gral
dzd
// J M = {[z,y] € R*; 2* +y* <1},
M

/1—x2—y2’

a dokazte, Ze jeho hodnota je 27!
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Cviceni 71 : Spoctéte integral

drd
// — M:{[$7y]ER2;x2+y2§x}a
M

a dokazte, ze jeho hodnota je 2!

Cviceni72: Pro a > 0 polozme

M = {[z,y] € R*; (a? +y*)? < 2a°(a® — y)} .
Dokazte, ze mnozina M je méfitelnd a Ze jeji Lebesgueova mira je Ao(M) = 242!
[K¥ivka o rovnici (22 + y2)? = 2a%(2? — y?) se nazyva lemniskdta a tak vlastné
uloha 7ada spocteni ,plochy“ mnoziny omezené lemniskatou. ]

Cviceni 73 : Spoc¢teme nékolik ptikladii na obsahy obrazct M, kdy bude vyhodné
uzit méné standardni substituce

(a) M= {[z,y] e R*;2<ax+y<3,r <y < 3z}, piiemz zkuste vypocet
pfimo pomoci Fubiniovy véty, a pak zkuste substituci

u=z+y, v=y/x. [A2(M) =5/8]

(b) Totéz pro M = {[z,y] € R?;py < 22 < qy, ax < y* < bz}, kde je
0<p<gq,0<a<b. Zkuste substituci
Y T 1
L o= DM =(b—a)(g—
w=T, v= [A2(M) = 2(b—a)(g—p)]
(c) M ={[z,y] e R?;a <2y <b, py <z < qy}, kde je opét 0 < p < ¢,
0 < a < b. Zkuste substituci

u=uzy, vzg. [Xo(M) =

N =

q
(b—a)log]—?]

(d) M = {[x,y] € R?; (22 + y?)? < 2ax3}, kde a > 0. PouZijte polarni sourad-
nice a dokazte, ze
)
Ao(M) = 3 ma® .

Cviceni 74 : Necht je funkce f definovdna na intervalu I = [0,1] x [0,1] C R?
predpisem

1
= pro 0<z<y<l1,
Yy
— 1
fz,y) —= pro O0<y<z<l1,
x
0 vsude jinde v I.

o o - , 1, 1 1,1 .
Spoctéte dvojndsobné integraly [ ( [y f(z,y)dz)dya [y ([, f(z,y)dy) dz a odi-
vodnéte, pro¢ nedostavame ,spor v matematice”. Jakd bude hodnota integralu
fol (fol |f(z,y)|dz) dy ? Ovéite to pfimym vypoctem! Jak je to s existenci dvoj-
nasobnych integralt, pokud je budeme chapat v Riemannové smyslu ?
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Cviceni 75 : Rozhodnéte o existenci (Lebesgueova) integralu

// v’ —y 5 drdy,
xQ—y

kde M = {[z,y] € R?; z,y € (0,1)}. Spoctéte oba dvojnasobné integraly vzniklé
pouzitim mechanické aplikace Fubiniovy véty a porovnejte s pristupem pres vétu o
substituci.

[ Miizete vyuzit poznatku (ovéite!), ze

2 () - Bt
Oy \x? + y? (22 — y2)2 '

CvicCeni 76 : Ukazte, Ze

1 1 1 1
_ 1 _
/(/ —ydy>dx— /(/ —ydx>dy—
o Vo (@+y)? 2’ o VJo (+y)?
Odtud odvodte neexistenci prislusného dvojného Lebesgueova integralu pomoci Fu-
biniovy véty.

Cviceni 77 : Dokazte, ze

1 1 1 1
1y ry .
————dy)dxr=0= — 7 _dx)d
/1 </1 (22 +y?)? y> ! /1 </1 (2 +y?)? x) v
ryY .
———=drdy neexistuje.
//[—1,1]><[—1,1] (22 +y?)?

Cviceni 78: Necht M = {[z,y] € R?; x > 0,y > 0}. Zkoumejte existenci inte-
gralu [, f, kde f(z,y) = sgn(z — y) e~ |#=vl. [Zkuste spocitat oba dvojnasobné
integraly z f.]

Cviceni 79 : Jaka je hodnota integralu

myzdxdydz
(1—a22— 22120

kde M = {[z,y,2] € R3; 22 + y? + 22 < 1} ? Jak se zméni vysledek, nahradime-li
exponent 1/2 ve jmenovateli exponentem 1 ?

Cviceni 80 : Nechf je a > 0. Polozme
M={]z,y,2] € R®; 2® + > + 2% < 2az, 2* +¢y* < 2*}.

Pokuste se naértnout obrazek mnoziny M ! Oduvodnéte, ze M € M3 (M je méfi-

telnd podmnoZina R?) a spoctéte A3(M) = 7 a®!
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Cviceni 81 : Dokazte, e pro M = {[z,y] € R?; 22 + 3> + 22 < 2 } je

/// Vaz+y? + 22dedydz = iy

. 10

Cviceni 82 : (parabolickd tise¢) Necht je M = { [z,y] € R?; 22 <y < x + 2}. Pak
je M € My a Aa(M) = 9/2. Dokazte.

Cviceni 83 : Urcete miru mnoziny M C R? omezené plochami uréenymi vztahy

2 2

(a) :1::(),a::a,y:O,y:b,z:O,z:;c—p—kg—q,kdea,b,p,q,zjmu
bra®> b2
vesmés kladn ¢isla [As(M) = 2 (a_ + —) I;
6\p ¢
(b) 22 +y?+22=R%, 22+ > <r?,0<r<R
[A3(M) = 47 (R? — (R? —r%)/?) | ;
80
(c) 22 +y?>+22=16, 22 +y*+22-82=0 [Ag(M):Eﬂ'];
4
(d) 22+y*=R%, 22 +y* =2, 2=0 [A;;(M):%};
2
© ) (et oy Do -2

Cviceni 84 : (%) Urcete objem télesa M \ N, kde R > 0 a
M= {[z,y,z] €R®;2® + 9> + 22 < R*},
N ={[z,y,2] €R®; (2x — R)* + 4y* < R*}.

Pfipomerite si jiz probirané ukazky funkci, zavislych na parametru (cvi¢eni 55—62).
Zacneme latkou, souvisejici s Fubiniovou vétou (tzv. integrace podle parametru®).

Cviceni 85 : Spoctéte pro 0 < b < a (jednorozmérny) integral

I(a,b) :/ arctg ax — arctg bx da
0 X

a zvazte, ze pii a < 0, b > 0 tento integral diverguje (podobné pii a >0, b < 0).

Cviceni 86 : Dokazte, ze pro a > —1, b > —1, plati rovnost

bab — g b+1
/x L dz = log + .
o logzx a+1

Jsou jesté jiné hodnoty a a b, pro které vysettovany integral konverguje ?
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Cviceni 87 : Dokazte néasledujici tvrzeni:

(a) Proa>0,b>0 je (uzijte vysledek o Laplaceové integralu)
00 e—am2 o e—bac2
/ —————dz =V7b— Vma.
0 X

(b) Proa>0,b>0je

0o —az? _ —bz? 1 b
/ € % dr=-log-.
0 T 2 a

(c) Proa>0,b>0je

oo —ax __ ,—bx b
/ "% dr=log-.
0 X a

(d) Proa,beRje

dz =m(a—0).

/°° log(1 + a?x?) — log(1 + b%z?)
2
0

T

() Proa>0,b>0je

/2 bsin x T Va2 +b2+b
- arctg dr = - log ——8M8M88 .
o sinz a 2 a

[ Napovéda: pouzijte rovnost

1 bsi ! b
- arctg il :/ a —5 dy}.
sin x a 0o a®+b2y?sin®x

00 o—t(z”+1)
f(t) = / ———dz, te€[0,+00), ukazte, ze
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o v , ~ v 2 T 42 . ’ .
CvicCeni 89 : Dokazte, ze funkce f : z — €” fo e~ ! dt je rostouci na intervalu
(0, +00). Naleznéte diferencialni rovnici prvniho ¥adu, které f vyhovuje a urcete
prislusnou pocatecni podminku.

Cviéeni 90 : Pro

00 o—(z?+1) t?
F(t) = / s
0 - +1

. ‘oz . v s . - o SIS
odvodte derivovanim za integra¢nim znamenim, ze [ = [~ e ™ dz = /7.

Cviceni 91 : Spoctéte I = fooo et dt = \/7/2 podle tohoto navodu: je

“+o0 “+o0o - +o0 +oo R 9
I? :/ (/ e vt dt) dy :/ (/ ye v (Fe )dx) dy
0 0 0 0

[substituce t = yx|; aplikujte Fubiniovu vétu.

Cviceni92: Pro kazdé a > 0 vypoctéte hodnotu integralt
(a) C(b) = / e " cosbr dz, (b) S(b) = / e~ sinbx dz ;
0 0

[Pro (a) derivujte podle parametru b a integrujte per partes, ¢imz obdrzite difer-
encialni rovnici

b
2a

C'(b) =

Po jejim vyfeseni uzijte hodnoty C(0) k uréeni integrac¢ni konstanty. Je

[Bliie viz Jarnik: Integralni pocet II, kap. VII, §8]
Cviceni 94 : Dokazte, Ze nasledujici integral konverguje pro a € R, b € R\ {0}, a
7e je

> log(a® + x?) s
K(a,b) := ———Fdr = —1 bl).
@b = [ do = Totog(jal + )
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Cvi¢eni 95 : Necht je M =: { [z, y]; 22+y? < 1}. Zkoumejte konvergenci integralii

dz dy dz dy
(b) 3
(222 + 3y?) M (22 + 2y + y?)

v zavislosti na parametru «. Dokazte, Ze integral v (a) a stejné tak integral v (b)
konverguje, prave kdyz je o < 1. Ve druhém pripadé je vyhodné pouzit rovnost

// dz dy B /2” do /1 dr
v (22 43y +y2)° o (L+sing cosp)® J, r2e-1’
Cvi¢eni 96 : (x) Ozna¢me pro M := {[t,x] e R?;t € (0,00), = € (0,00) } a

L= //M (1+ tc;t(;h: t22)

Je jednak (jednodussi ¢ast)

I:/OOO</OOO (1“)((1313“902))(175:%2,

ale také (trochu pracnéjsi vzhledem k rozkladu na parcidlni zlomky)

> o dt > logx
/0 (/0 (1+t)(1+t:1:2)> o /0 221"

Pak se vyuzije vztahu k integralu, ktery jsme pocitali ve Cviceni 37; dostaneme tak
feSeni Basilejského problému.
[Upravte

1 oo 1 00
log(1 — 1 1
/de:/ ngdx:...ataké/ ;)g:v dx:/...+/
0 T 1—-x o x=—1 0 1
Mizete zkusit i podobnym zpiisobem postupovat s integralem

// dtdx
14tz )(14 ta?)’

kde M := {[t,z] € R?; t € (0,00), = € (1,00) }. Vyuzijte pak vztahu k integralu
ze Cviceni 37.

Cviceni 97 : Necht 12
T dx
F()\)_/O 14+ N2tg2a’
Ukazte postupné, ze integral existuje jako Riemanniiv pro vSechna A\ € R, funkce
F je suda a pomoci substituce tgxz = ¢ odvodte pro vSechna A\ # =+1 rovnost
F(\) = (7/2) - (1 + |\])~L. Vyuzijte spojité zavislosti integralu na parametru; spo-
¢téte F(1) a F'(—1) také pfimo.
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Cviceni 98 : Dokazte, Ze je

// ded\ T
v 1+ N2tg2z 2 B
kde M = {[x,\] € R?; z € (0,7/2), A € (0,1) }.

Cviceni 99 : Dokazte, ze plati

7T/4 dx
llm —_— 0 = — xXO !
a—=1-J,  log(a —sinx)

[J e priklad na Leviho vétu: Pomoci ni dokazte, ze

w/4 dr /4 dux
[ b
a—1- [y  log(a —sinx) o log(l—sinx)

a integral na pravé strané rovnosti spoctéte! (Horni mez 7/4 je v poradku.) |

Cviceni 100 : Dokazte, ze funkce

1
F(a):/ va?+a?dr, a€eR,
—1

je spojitda v R. Vsimnéte si, ze integral existuje jako Riemanntv pro kazdé a € R.
Funkce F' je suda — spoctéte jeji hodnoty !

Cviceni 101 : Dokazte, ze funkce

a € R\ {0},

1
1
F(a) = —duz,
(@) /o /x? 4+ a?

je konecéna v R\ {0}. VSimnéte si, Ze integral opét (viz predchazejici cviceni) existuje
jako Riemanntv pro kazdé a € R\ {0} a definuje sudou funkci spojitou v R\ {0}.

Cviceni 102 : Vysetiujte spojitost funkci

(a) Fla)=[," e=2*" dz na intervalu (0, 00),
(b) F(a) = f02 r?cosardr na R,

1 m :
(c) F(y) = [, arctg +dz  naintervalu (0,00).

Cviceni 103 : Ukazte, Ze funkce

[ cosxy [ sinxy
C(y)—/O 22 9% S(y)—/0 T2 3%

jsou spojité na R!

Pro dalsi cviceni je vhodné si zopakovat ,,derivovani podle parametru“. Timto pos-
tupem se Tesi nékteré nasledujici tlohy.
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Cviceni 104 : Dokazte, Ze pro vSechna a € R plati

/"/2 arctg(atgx)
0

taz dz = glog(l—l—|a|)sgna !

Cviceni 105 : PoloZte

oo 1 _e—ax

K(a):/o de

a dokazte, Ze tento integral konverguje pro a € (—1,00) a ze K(a) = —oo pro
a € (—oo,—1]. Potom pomoci véty o derivovani podle parametru odvodte rovnost
K(a) =log(1 4+ a) pro vSechna a € (—1,400).

Cviceni 106 : Spoctéte integral

0o —ax? —ba?
— 1 b
/ e T qr—lieg?
0 x 2 a

pomoci derivovani podle parametru! [viz Cviceni 87 (b) ]

Cvic¢eni 107 : Dokazte, Ze nasledujici funkce jsou nekoneénékrat diferencovatelné
na uvedenych oborech a odvodte odtud uvedené vzorce

(a) F(a)= fol r%dz na intervalu (—1,00), a je

1 )
a n _ (_1)nn| - iy —a n . n!
/0 x (10g [13) dr = m ; (Je tez , T (lOg ZC’) dx = m) .

(b) F(a)= [ (a+2*)~'dz naintervalu (0,00),

(c) F(a)= [~ e~ dz  na intervalu (0, 00).

Cviceni 108 : Spoctéte integral

™ log(1
J(a):/ og( +a008x)dx:7rarcsina, ac[-1,1],
0

COS T

pomoci derivovani podle parametru!

[ Plati
J'(a) = %, atedy J(a)=marcsina.|
—a

Cviceni 109 : Spoctéte

/2 1+acosz\ dxz
J(a):/ log< )
0

1 —acosx/ cosx

Upravte J'(a) na tvar (substituce tgx =t
[ g

T =

a tedy opét J(a) = marcsina.]
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Cviceni 110 : Spoctéte

w/2
F(a,b) = / log(a?sin® & + b2 cos? z) dz .
0

fﬂ/z 2 a?sin® x

0 dx

; vyjdéte z F)(a,b) =

b
[Je F(a,b) = mlog ot

aa?sin®x + b2 cos2 x

Cviceni 111 : Dokazte, Ze pro vSechna a,b > 0 a k € R je

T k k
I(a,b,0) =0 .

oo —ax _ ,—bx b
I(a,b k) := / "%  Ginkzdzr= arctg — — arctg 4 , k#0, resp.
0

Cvicéeni 112 : Dokazte, ze pro vSechna a,b >0 a k € R je

Ooe—am_e—b:r 1 b2+k‘2
b, k) = —————— coskxdr = = log—5——- !
J(a,b, k) /0 . coskrdr = 2 log 5=~

Cvic¢eni 113 : Dokazte, ze pro vSechna a > 0 a b,c € R je

> sin bx — sin cx b c
F(a,b,c) := / e 4. dz = arctg — — arctg — !
0 x a a

Cviceni 114 : Dokazte, Ze pro vSechna b € R je

J(b) := / e~ cos2bx dx = 46_172 !
0

Cvideni 115 : PoloZzme

oo eft:v d
F = —— dt.
(2) / 1+t2

Ukazte, ze tento integral konverguje pro vsechna =z > 0 a ze funkce F' vyhovuje na
intervalu (0, co) diferencialni rovnici

y// + y ==
T
Cviceni 116 : Vysetfete pribéh funkce F' z predchazejiciho piikladu a dokazte :
(a) Funkce F' je definovana a je spojita na intervalu [0, c0) .
(b) lim, o F(x) =0.
(c) Funkce F je klesajici na intervalu [0, c0) .
(d) Oborem hodnot funkce F' je interval Hp = (0,7/2].
(e) Funkce F' je konvexni na intervalu (0, 00).

Zde je jesté nékolik rtuznorodych prikladi k samostatnému procvicovani:
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Cviceni 117 : Dokazte, ze pro p € (0, 00) plati:

1 D 2 1 D 2
/ og(l = &) do = -2, / og(l + 27) do = .
0 x 6p 0 x 12p

Derivovanim podle parametru odtud odvodte

1 p—1 1 2 1 p—1 1 2
/ * log—dx:L / z log—dx:L
0 P 0

Cviceni 118 : Zopakujte si vypocet ze Cviceni 86. Pomoci vysledku odvodte

/133—1 V-1
0

3
dx = log —.
v = log o

dz =log?2,
log x o logx

Cviceni119: Pro a > 0 polozme

Mt :={[z,y]e R?: (z +1y)* < az’y, z > 0},

M~ = {[z,y] €R*; (z +y)* <az’y,z <0}.
DokaZte, Ze ob& mnoziny M a M~ jsou lebesgueovsky méfitelné, a Ze je

a2

)\Q(M—’_):m, )\Q(M_):+OO

Cviceni 120 : Spoctéte pro vsechna a, b, pro néz integral konverguje, jeho hodnotu:

K(a,b) := / (efcﬂ/mz - e,b2/zz> da [ﬁ(b _ a)]
0
Cviceni 121 : Dokazte, ze pro vSechna p € (0,00) plati

/11—xp—1_°°< 1 1 )'
o l—= — k+1 k+p

Cviceni122: (x) Dokazte, ze pro (tzv. Fresneluv) integral plati

B S _ 1y,
I.—/O sm(a:)dx—2 5!

[ Pro Newtontv integral dostaneme substituci I = (1/2) [~ (sint)/v/¢dt a uzijeme
rovnost

1 2 a2
— == e ay;

Vi~ VRl

je nutno postupovat opatrné, funkce f(¢,y) = e~ sint neni lebesgueovsky inte-
grovatelna pres prvni kvadrant, je nutno aplikovat Fubiniovu vétu pro rovnost

/OA(/OOOJ"(t,y)dy) dlt:/ooo (/OAf(t,y)dt> dy

a pak provést limitni prechod pro A — —I—oo]
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Cviceni123: Urcete A2(M) pro
M:={[z,y] € R*; x(2* +y*) <2* —y*, >0} resp. pro
M:={[z,y]eR*; 23 +y® <ay,z>0,y>0}

[(4—m)/2, resp. 1/6]

Cviceni 124 : Spoctéte pro a > 0 (jako Newtonovy integraly)
> b o a
/ e “sinbrdr = 5—5, / e “ceosbrdr = ——5,
0 a*+b 0 a® + b2
a odtud odvodte

[e%¢) 2 2
Caz - a®—b

/ re “Psinbrdx =

0

2ab R
2 a ; e cosbxdx:m.

(a® + b2
Cviceni125: Proa > 0, a > 0 a b, 3 € R spoctéte

F(a,b,a,ﬂ):/oooe

[Spoététe derivaci F' podle a a podle b a ukazte, ze

—axr

% cosbr —e cos Bx

dx

T

F(a, b, a, B) = —% log(a® +b%) + C(a, f) .

Pak ukazte, ze

1 a? + 32
F(a, b, a, ﬁ):—ﬁlo (a2+b2

) a,a >0, b,BER.]
Cviceni 126 : Dokazte, Ze téleso ohrani¢ené plochami (je a,b,c > 0) o rovnicich

2 2 2

x Yy N\2Z oz
(5+%) +5=1.2=0.y=0, 2=0,

m4 objem m2abc/16 .

Cviceni 127 : Dokazte, Ze téleso ohrani¢ené plochami (je a,b,c > 0) o rovnicich
2 2 2 2 2, 2 2 2
x z x x
L+5+5=1, (5+5)=5-¢
a c a b?

a2
mé objem 2 abe (3w + 20 — 16v/2).

Cviceni 128 : Odvodte pro a > 0
[Tt 2 1 ) e
0

2k+1

Cviceni129: (x) Dokazte, ze pro kazdé r € R je

I(r) /Wl (1+2 +7%)d {O
r) = (0] rCOoST T T =
0 8 2wlogr pro |r|> 1.

pro |r| <1,

Cvideni 130: Ukazte, Ze pro M := {[z,y] e R?; y < 2? <4y, 2z <y? <3z} je
mira mnoziny Ao (M) = 1.



