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Text stale neni definitivni a upravuje se!

Tento ucebni text vznikl jako pomucka pro pripravu studenttt Technické univerzity v Li-
berci k praktickému feseni linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu a soustav linearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu. Teoreticka ¢ast textu poskytuje minimalni nezbytné
zézemi pro Teseni konkrétnich tloh, diiraz je kladen na jejich praktické feseni. Text je rozvi-
nutim starsich textti obou autori a je doplnén fesenymi priklady i piiklady k samostatnému
procvicovani. Terminologie a nezbytna tvrzeni jsou vzdy pripomenuta v tvodnich ¢astech
kapitol.

Cést textu je vénovana také pfipomenuti pojmt a vysledki z linedrni algebry. Vyklad
je veden tak, aby vynikly vzajemné souvislosti. Nékteré pocetni postupy, a to predevsim
hledani vlastnich c¢isel a vlastnich vektor® matic, jsou v konkrétnich prikladech sice jed-
noduché, ale ¢asové narocnéjsi. Jejich diikladné procviceni vyzaduje samostatnou domaéci
praci studentii. K ziskani pocetni zrucnosti pti feSeni tloh nestaci pouhé precteni fesenych
uloh a cviceni a je proto vhodné jesté pouzit vhodnou sbirku tloh z matematiky, napt. [6].

Liberec, ¢ervenec 2012 M. Brzezina a J. Vesely
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Kapitola 1

Diferencialni rovnice prvniho radu

Tato kapitola ma charakter tivodu. Jsou v ni pfipomenuty zakladni pojmy a je

IS A

dussi diferencialni rovnice mohou popisovat praktické tlohy, jejichz feSeni je pro
nas nejen zajimavé, ale i uzitecné.
1.1 Linearni rovnice — pripomenuti

Pti zavadéni exponencidly jste poznali, Ze tato funkce vyhovuje na R rovnici f' — f = 0,
tj. rovnici

fl(x) — f(x) =0, zeR. (1.1)
Takova rovnice (1.1) se obvykle zapisuje ve tvaru (nezndmd funkce se znaciva y)
y—y=0. (1.2)

Rovnici se snazime Fesit na co nejvétsim otevieném intervalu; v pfipadé rovnice (1.2) je
to interval (—oo,+00); nékdy ho budeme znacit R. Z rovnice (1.2) plyne, Ze y mé ve
vsech bodech R kone¢nou derivaci a proto je spojita. Snadno nahlédneme, ze y ma spojité
derivace libovolného tadu, tj. Ze y € C(R). Dosazenim zjistime, Ze jednim FeSenim rovnice
(1.2) na R je funkce exponenciala exp; pro toto feseni je exp0 = 1. Snadno ovéfime, Ze
i kazda funkce tvaru C - exp, kde C' € R je libovolnd konstanta, je feSenim (1.2). Tato
funkce nabyva v bodé 0 hodnoty C.

Najit feSeni exp rovnice (1.2) a tim dokazat ezxistenci FeSeni na R bylo v tomto pfipadé
velmi jednoduché, protoze je stacilo uhadnout a dosadit do rovnice. Odpovéd na zdsadni?t)
otazku, jestli méa rovnice (1.2) kromé uvedenych FeSeni jesté néjakd dalsi feseni, spolu
s nalezenim podminky, ktera by kazdé takové feseni urcila jednoznacne, je slozitéjsi.

Potfebujeme k tomu vétu o priristku funkce, resp. jeji dusledek : Funkce f, pro kterou
je f'(t) = 0 pro vSechna t € (c,d), je na (c,d) konstantni. | Zvolime-li libovolné x¢ € (¢, d)
a pak jakékoli x # x, plyne z véty o prirustku

f(@) — f(x0)

r — XTo

=f'(¢)=0,

1) Tato otézka je diilezita napt. z hlediska aplikaci. Pfedstavme si, Ze diferencialni rovnice modeluje
néjaky proces, ktery bychom chtéli popsat jinym vztahem, ve kterém nevystupuji derivace. Tento vztah
nam poskytne feseni. Pokud neni jediné, vybirame si takové, které je z praktickych divodu nejlepsi. K tomu
ale potrebujeme znat vsechna feseni, jinak bychom nemuseli k optiméalnimu feseni dospét.
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neboli f(x) = f(xo). Z toho v8ak vyplyva, 7e takova funkce je konstantni. Ctenaf si jisté
snadno uvédomi jak je podstatné, ze pracujeme s intervalem. |
Piedpokladejme nyni, Ze y € CV(R) je né&jaké feseni rovnice (1.2). Protoze

/

( y )’ _Yexp—yexp Yy -y
exp (exp)? exp

=0,

je podil y/exp konstantni na R, tj. existuje konstanta C' € R tak, ze y/exp = C na R.
Kazdé feSeni rovnice (1.2) na R m4 tedy tvar Cexp, kde C' je néjakd konstanta a zadna
jind TeSeni neexistuji.

Funkce y € CV(R) je feSenim rovnice (1.2) na R, pravé kdyz ma tvar C exp, kde C' € R.
Jedinou konstantou C, pro niz méa feSeni v bodé 0 (pfedem danou) hodnotu yo € R, je
ziejmé C' = yo. Konstantu C' lze tedy jednoznacné urcit tim, Ze predepiseme, jakou hodnotu
ma resent nabyvat v bodeé 0.

Obecngji: Je-li [zg, yo | libovolny bod roviny R?, existuje zfejmé pravé jedna konstanta
C tak, ze yo = C exp xo; je to konstanta C' = yy exp(—x¢). Kazdym bodem roviny prochézi
graf pravé jednoho feSeni rovnice (1.2). Proto obecnéjsi podminka, Ze graf reseni obsahugje
(predem dany) bod [z, yo ], urcuje reseni rovnice (1.2) jednoznacné.

Snadno lze ovéfit, ze FeSenim diferencidlni rovnice y” +y = 0 na R je funkce cos. Dalsim
feSenim na R je funkce sin a také kazda funkce tvaru Cicosx + Chysinz s C1,Cy € R
[snadno se o tom presvéd¢éime dosazenim |. Viibec v8ak neni ziejmé, zda lze kaZdé resent
rovnice y" + vy = 0 vyjadrit v tomto tvaru. Naznacené otazky patii v teorii diferencialnich
rovnic k tém jednodussim. Budeme je postupné tesit, avsak v obecnéjsim kontextu.

Umluva 1.1.1. Zatim jsme nékteré pojmy chépali intuitivné, pfipomenme proto termi-
nologii a bézné uzivané oznaceni. Neznama funkce se obvykle znaci y a jeji proménna se
pri zapisu zpravidla vynechava. Tak napt. piSeme ponékud nelogicky

y =27, x€(0,00), (1.3)

coZ je Tovnice zndma z vysetfovani | pfirozeného] logaritmu. Casto se té% vynechava inter-
val, na kterém mame rovnici fesit. Pokud bychom v (1.3) vynechali z € (0, 00), rozumi se
automaticky, Ze hledame FeSeni na vSech intervalech I C R\ {0}, tedy na vSech intervalech,
kde méa rovnice smysl. Poznamenejme jesté, ze ve fyzice a technice se ¢asto pri derivovani
funkce zavislé na Case uziva k oznaceni derivace misto ¢arky tecka.

Nejvyssi derivace neznamé funkce, ktera se v rovnici ,efektivné vyskytuje“, urcuje fad
rovnice. Objasnime to na prikladech: rovnice y” + 3’ — y = 0 je diferencidlni rovnice
druhého tadu, rovnice y"” — y” + 3’ — y = 0 je diferencidlni rovnice proniho fadu, zatimco
rovnici ¢y — ¢y’ — y = 2z za diferencialni rovnici viibec nepovazujeme. V této kapitole se
budeme pfevazné vénovat zkoumani velmi jednoduchych, pro fyziku vsak znac¢né duilezitych
rovnic 1. fadu, které se uzivaji napf. k popisu radioaktivniho rozpadu, ale i k popisu ristu
populaci, atp. Jsou to rovnice tvaru

v +a(x)y=>b(z), x€/(cd)), (1.4)

kde a, b jsou spojité funkce na intervalu (c, d). [ VSechny spojité funkce na intervalu (c, d)
tvori linearni prostor C((c,d)) ]. S nékterymi rovnicemi tohoto typu jsme se jiz diive sezna-
mili.
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I kdyz jsme pii popisu metod hledani primitivnich funkci vyslovné o diferencialnich
rovnicich nemluvili, Ize tlohu nalézt primitivni funkci k dané funkci f interpretovat jako
jednoduchou diferencialni rovnici. Dilezitym tvrzenim, které budeme velmi ¢asto uzivat, je
véta o existenci primitivni funkce F' k funkci f spojité na (¢, d) C R [Jeji dikaz je slozitéjsi
a lze ho zalozit napt. na zakladnich poznatcich z teorie Riemannova integralu nebo na
stejnomérné aproximaci spojité funkce na uzavieném intervalu polynomy (Weierstrassova

véta) |.

Definice 1.1.2. Kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (v,9) C (c,d), pro kterou
existuje derivace ¢’ na (y,0) a

¢'(z) + a(z) p(x) = b(x), =z € (v,9),
nazyvame feSenim rovnice (1.4).

Poznamky 1.1.3. 1. Protoze predpoklidime spojitost funkci a a b v intervalu (c,d) a
protoze kazdé feSeni y rovnice (1.4) v intervalu (v,d) C (¢, d) je spojité, plyne z identity
y =b—ay, zey € CV((v,6)) [Linearni prostor viech funkei f na (7, §), které maji spojitou
n-tou derivaci (a tedy vsechny derivace f*) pro k = 1,2,...,n), zna¢ime C™((v,4))].
Vidime tedy, 7e staci hledat feseni pouze mezi funkcemi z CV((v,0)).

2. O rovnici (1.4) fikame, ze je to linearni diferencialni rovnice 1. fadu s pravou stranou
b?). Pti feSeni této rovnice hraje vyznamnou roli té7 rovnice

v +ax)y=0, z¢€(cd)), (1.5)

kterou z rovnice (1.4) dostaneme volbou b = 0. O ni zpravidla mluvime jako o rovnici
s nulovou pravou stranou nebo jako o homogenni rovnici. Ponékud absurdnimu (ale
nékdy uzivanému) terminu ,rovnice bez pravé strany“ se budeme zasadné vyhybat. Tato
umluva ndm umoziuje kratce a jednodusSe se o obou rovnicich (1.4) a (1.5) domlouvat.
Obecné je nutno dévat pozor na kontext, nebot termin ,homogenni“ se v piibuznych
matematickych disciplinach vyskytuje také v jinych vyznamech.

3. Termin linearni v tomto kontextu souvisi s tim, Ze oznac¢ime-li

Lly) =y +a(@)y, yecP((cd), (1.6)

je L linedrni zobrazeni z CV((e,d)) do C((c, d)) (P¥ipomeiime, ze piedpokladdme spojitost
funkce a; jak se ukaze, je to dokonce zobrazeni na C((c,d))). Zfejmé pro kazdé dvé funkce
y1, 92 € CY((c,d)) a viechna oy, ay € R je tedy

L(oqyr + agye) = a1 L(y1) + a2 L(y2) .

Linearita zobrazeni na levé strané rovnice znacné usnadinuje nalezeni vSech jejich TeSeni;
pozdéji se ukaze, ze stejnym zplisobem lze linearitu vyuzit i za mnohem obecnéjsi situace.

4. Pracujeme s funkcemi jediné redlné proménné a jejich derivacemi. Protoze mluvime o de-
rivacich a nikoli o parcidlnich derivacich, je zvykem oznacovat nami studované rovnice jako
obycejné diferencialni rovnice (ODR) a tak je odliSovat od parciadlnich diferencialnich
rovnic (PDR). Obé zkratky se uzivaji i v anglicky psané literatufe, pii¢emz napt. ODR
zkracuje vyraz ,ordinary differential equation®.

2) Hlubsi pohled na diferencialni rovnice ziska ¢tenai teprve po piecteni dalsi ¢asti textu.
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Definice 1.1.4. Necht ¢ je pevné zvolenym FeSenim diferencialni rovnice (1.4) v intervalu
(,6). Jestlize pro kazdé feSeni 1) rovnice (1.4) definované na intervalu (y1,6;) D (7,9)
plyne z rovnosti ¥|(7y,0) = ¢ i rovnost (v,d) = (71,01), nazyva se feSeni ¢ maximalni
feSeni (1.4). Jinak feceno: maximalni feSeni neni netrividini restrikci zadného jiného FeSeni.
Systém wvsech mazimdalnich TeSend rovnice (1.4) nazyvame obecné Feseni rovnice (1.4).

Resit jakoukoli ODR znamena najit jeji obecné feSeni. Neni-li obor vymezen pfesné,
fesime rovnici na vSech maximalnich otevienych intervalech, na nichz mé rovnice smysl;
to je tmluva, kterou se fidime pii feseni prikladi, u kterych se casto specifikace intervalu,
vi¢i némuz obecné feseni hledame, vynechava. Poznamenejme jesté, ze kdyz mame najit
napt. takové maximélni feseni rovnice (1.4), které vyhovuje pro danou dvojici [ zg, yo ] € R?,
xy € (¢, d), podmince y(z) = yo, je to jind Gloha, s niz se setkime pozdéji.

Piiklad 1.1.5. Mnozina funkci {log +C; C € R} je obecnym feSenim diferencidlni rovnice
y =1/z, x € (0,00). Funkce log je charakterizovdna touto diferencidlni rovnici spolu s dalsi
podminkou, nap¥. y(1) = 0; takovym zptsobem se nékdy funkce (pfirozeny) logaritmus definuje.
Povsimnéte si, ze pracujeme s feSenimi vZdy na intervalu, podobny pojem pro obecnéjsi mnozinu
nezavadime. Pokud by nebyl specifikovan interval (0, 00), museli bychom nalézt téZ obecné feseni
rovnice na intervalu (—o0,0).

Neékdy se setkate, napf. v tabulkach, se vzorcem

/ﬁzlog|m|—|—0.
T

Ten naznacuje, ze vSechny primitivni funkce k funkei 1/x tvoii systém {log |x|+C', C € R}, to je
vsak Spatné. Funkce vlevo i vpravo v této rovnosti jsou definovany na sjednoceni dvou disjunktnich
intervali (—o0,0) U (0, +00). Spravné musi byt vzorec chdpan tak, ze vSechny primitivni funkce
k funkci 1/x, z € (0,+00), tvori systém {logz + C1; C1 € R}, z € (0,400) a soucasné vSechny
primitivni funkce k funkci 1/z, x € (—00,0), tvoii systém {log(—x)+Ca; Ca € R}, € (—00,0).
Konstanty C1, Cs jsou vSak navzajem zcela nezdvislé !

Vénujme se nyni rovnici (1.5). DokdZeme, Ze pro ni je struktura Feseni podobnd jako
u rovnice (1.2). Pfipomenime, Ze pfitom podstatné vyuzivime Pozndmky 1.1.3.

Lemma 1.1.6. Vsechna feseni rovnice (1.5) definovand na intervalu (v, 0) tvori linedrni
podprostor prostoru CV((v,6)). Dimenze tohoto prostoru je 1 3).

Diikaz. Z linearity operatoru L z (1.6) plyne, Ze jsou-li 47, yo FeSenimi rovnice (1.5) na
(7,6) a c1,c0 € R, je také c1y; + coyo FeSenim rovnice (1.5) na (v, 6), tj. plati

L(ciyr + cay2) =0.

K difikazu, e maximélni feseni tvoii jednodimenzionalni podprostor prostoru C((v, d))
uzijeme podobného obratu jako vyse. Je-li A primitivni funkce k funkci a, tj. plati A’ = a
potom se lze dosazenim snadno presvédcit, ze funkce

)
I

y(r) = exp(=A(x)), e (7,9), (1.7)

3) Pouzijeme-li znalosti z linearni algebry, je tento prostor jadrem Ker L operatoru L.
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je TeSenim (1.5). Z Poznamky 1.1.3 (3) plyne, Ze pro kazdé C' € R je také funkce Cy
feSenim rovnice (1.5). Nyni dokdzeme, ze kaZdé teseni rovnice (1.5) je ndsobkem funkce
exp(—A(z)). K tomu staci uvazit, ze pro kazdé feSeni y rovnice (1.5) na (v, ) plati

( y(x) )’:y’(w)exp(—A(x))+y(x)exp(—A(x))a(:c):
exp(—A(z)) exp?(—A(z))

@) talln)
exp(—A(z)) ’
takze je tento podil konstantni funkei na (7, ). Tim je diikaz dokoncen. O

Poznamka 1.1.7. Maximalni interval, na némz existuje primitivni funkce k funkci a,
pomoci které popisujeme feseni (1.5) vztahem (1.7), je interval (¢, d) z (1.4).

Lemma 1.1.8. Je-li y; 7esent rovnice (1.4) na (v,0) a yo TeSent rovnice (1.5) na (7,9),
pak je soucet y; + yo Tesenim rovnice (1.4) na (7, ). Jsou-li yy, yo dvé Fesent rovnice (1.4)
na intervalu (vy,9), je jejich rozdil y; — yo TeSenim rovnice (1.5) na (v, 0).

Diikaz. Primy vypocet dava L(yi + y2) = L(y1) + L(y2) = b+ 0 = b. Podobné snadno
spoc¢teme L(y; — y2) = L(y1) — L(y2) =b— b= 0. O

Teoreticky 1ze obecné feseni rovnice (1.4) uréit dvojim nalezenim primitivnich funkci *):
Je-1i y FeSeni této rovnice a je-li A néjaka primitivni funkce k funkei a v intervalu (c, d), je

(y(a?) eA(x))/ = (y'(x) + a(x) y)eA(x) = b(x) @) — B'(z), (1.8)

kde B = B(z) je n&jaka primitivni funkce k funkci b(x) eA® . Porovname-li prvni a posledni
vyraz v (1.8), pak z jiZz zminéného dusledku véty o stfedni hodnoté plyne pro vSechna
€ (¢,d) a vhodné zvolenou konstantni funkci C

y(z)e™ = C + B(x); (1.9)
odtud snadno plyne
y(z) = (C+ B(z))e ) = Ce™4® 4 B(z)e ). (1.10)

V tomto tvaru lze napsat kterékoli feseni rovnice (1.4). Obracené: Ma-li funkce y na inter-
valu (c,d) tento tvar s libovolné zvolenou konstantni funkci C, je

Y = (B'(2) - a(2)(C + B(x))) exp(~A(x)).

takze pomoci (1.8) dostavame
Y +a(z)y = B'(z)e 4@ = (b(z) eA(x)) e @ = p(z);

funkce y popsand pomoci (1.10) je tedy fesenim rovnice (1.4). Shrneme-li pfedchézejici
uvahy, mizeme zformulovat vysledek: Pri zavedeném oznaceni je y tesenim rovnice (1.4),
pravé kdy? plati (1.10), kde C' je konstantni redind funkce ). Popsany postup feseni budeme
nazjvat metoda integra¢niho faktoru. Integra¢nim faktorem je zde funkce eA®).

Je vhodné si jesté uvédomit, Ze je sice existence primitivnich funkei k funkci a(x) a
k funkci b(x)exp(A(x)), © € (¢, d), zarucena jejich spojitosti, ale tyto primitivni funkce
mohou byt jen velmi obtizné popsatelné pomoci tzv. elementarnich funkci, pripadné je to
dokonce nemozné. Vysledky shrneme do néasledujici véty:

1) 'V dnes jiz neuzivané terminologii dvoji kvadraturou.
%) Zpravidla do zapisu vysledku pfidavame C' € R a chapeme rovnost (1.10) ,bodové“.
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Véta 1.1.9. Je-li y; jakékoli mazimdlni resent rovnice (1.4), je obecné tesent rovnice (1.4)
identické s mnoZinou vsSech souctu tvaru y, + yo, kde yo je néjaké mazrimdlni reseni rovnice
(1.5). Jinak teceno: abychom ziskali obecné teseni rovnice (1.4), stacéi ke vSem prvkim
obecného Teseni (1.5) pricist jedno pevné zvolené mazimdlni Tesent yo rovnice (1.4) 9).

Diikaz. Zvolme jedno maximalni feSeni y; rovnice (1.4). Je-li y libovolné maximalni FeSeni
rovnice (1.4), plati y = y1 + (y —y1), z ¢ehoz pomoci Lemmatu 1.1.8 plyne tvrzeni véty. [

Poznamka 1.1.10. Zname-li tvar feSeni rovnice (1.5), lze uréeni jednoho (partikularniho) fe-
Seni rovnice (1.4) do zna¢né miry ,zmechanizovat®. Dalsi metoda feSeni rovnice, kterou pozdéji
zobecnime, se nazyva metoda variace konstant. V tomto pripadé jde o jedinou konstantu, takze
vypocet je opét jednoduchy. Jiz vime, ze pro kazdé C' € R je

y(z) = Cexp(=A(z)), =€ (cd),
obecnym FeSenim (1.5), pokud A’ = a. Budeme nyni hledat FeSeni rovnice (1.4) ve tvaru
y(z) = Clx)exp(=A(z)), =€ (c,d),

kde C je (néjaka) funkce, kterd ma vlastni derivaci pro v8echna x € (¢, d). Zderivovanim a dosa-
zenim do (1.4) dostaneme pro vSechna tato x

C'(x) exp(—A(x)) + C(z) exp(—A(2))(—a(z)) +
+ C(x) exp(—A(x)) a(x) = b(x),

tj. plati (mame i zaroven jakousi kontrolu, ¢leny na druhém a tfetim misté na levé strané se vZdy
musi ,,zrusit“)

C'(z) = b(x) exp(A(x)) . (1.11)

Vpravo je funkce z C((c,d)), existuje tedy k ni (alesponi jedna) primitivni funkce a ta po dosazeni
za C(x) da vzorec pro partikuldrni FeSeni rovnice (1.4). Uzitim (1.11) snadno nahlédneme, zZe
funkce C je vidy z C((c,d)). Ctenaf si miize poviimnout, Ze pii tomto postupu hleddme tytéz
dvé primitivni funkce, jejichz existenci jsme vysSe dostali ze spojitosti. Ukazkam praktického feseni
linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu je vénovan napi. §30 uéebniho textu [10].

Priklad 1.1.11. Pro ilustraci feSme obéma metodami na R rovnici
Y+ 2zy = 223 (1.12)

Nejprve fesme pomoci integracniho faktoru. Snadno nahlédneme, Ze (3:2)/ = 2z, takZe integrac¢ni
faktor je exp(x?). Nasobime jim tedy celou rovnici a obdrzime

(y exp(:n2)), = (y' + 2zy) exp(z?) = 22° exp(2?) = (exp(z?)(2? — 1)),, (1.13)
a tedy
yexp(z?) = exp(z?)(2? — 1)+ C. (1.14)
Odtud dostaneme jednoduchou tpravou
y=Cexp(—z?)+22 -1, C eR. (1.15)

N

feSeni yo Casto nazyva partikuldrni fesend rovnice (1.4).
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Resme nyni tilohu metodou variace konstant(y). Rovnice 3’ + 22y = 0 m4 pak obecné feseni
tvaru y(z) = Cexp(—z2), o Gemz se lze presvédcit dosazenim. Je-li nyni C € C(W(R) a y(z) =
C(z) exp(—x?), dostaneme po zderivovani a dosazeni do (1.12)

C'(z) exp(—2?) — 22C(z) exp(—22) + 22C(z) exp(—2z?) = 223, (1.16)
z ¢ehoz dostaneme po uréeni (jedné) primitivni funkce k 223 exp(22) napft.
C(x) = (2% — 1) exp(z?).
Obecné feseni rovnice (1.12) je tedy podle Véty 1.1.9 tvaru

y(z) = Cexp(—2?) + 22 — 1, CeR.

1.2 Ukazky pouziti

Nasledujici tii priklady ukazuji jednoduché modely situaci, které Ize popsat pomoci diferencialnich
rovnic. Je uzite¢né si uvédomit jiz nyni jistou univerzalitu : ¢asto prakticky stejny model popisuje
velmi riéiznorodé jevy.

Piiklad 1.2.1 (exponencialni rust). Populace bakterii v roztoku zavisi na ¢ase; ozna¢me
P(t) pocet bakterii v ¢ase t. Necht AP := P(t+At)— P(t) je ptirtstek po¢tu bakterii za (kratkou)
dobu At; z pozorovani je zndmo, Ze prirtistek AP je tmérny velikosti populace P(t) a dobé At.
To zapiseme ve tvaru

AP ~ aP(t)At, resp. AP/At= aP(t),

kde « je kladna konstanta. Je to poznatek podloZeny zkusenosti z experimenti. Symbol ~ ma
¢tenaie upozornit na to, ze jde o hypotetickou ptibliznou rovnost. Po provedeni limitniho pfechodu
pro At — 0. vlevo v poslednim vztahu a nahrazeni ~ symbolem = dostaneme matematicky model,
popisujici jistou zjednodusenou situaci. Tento model je popsan jednoduchou diferencidlni rovnici

P —aP =0. (1.17)
Jak jsme vySe odvodili, obecné feseni této rovnice ma tvar
P(t) = Pye™, teR,

kde Py > 0 je velikost populace v ¢ase t = 0 7). Tento jednoduchy zédkon ristu populace neni
specificky pro populaci bakterii a je aplikovatelny na lidskou populaci, populaci rostlin nebo zvirat
urcitého druhu.

Zname-li kromé Py téz P, := P(t1) pro néjaké t; > 0, mizeme vypocitat konstantu «; zfejmé

z rovnosti P} = Pyexp at; plyne
1 P
= —log —. 1.18
a=logp (1.18)

Oznacme ¢ Cas, za ktery se velikost populace zdvojnasobi. Snadno dostaneme

o Pt+9) _ Py e(t+9)

_ad

P(t)  Byet

a tedy 6 = (log2)/a. Je pozoruhodné, Ze tento rustovy zakon i pres velké€ zjednoduseni redlné
situace dava pro urcita casova obdobi vysledky velmi blizké empiricky ziskanym datdm.

") Zpravidla nas zajimé pouze chovani P od jistého okamziku, jemuz odpovid4 v matematickém modelu
obvykle ¢t = 0.
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Poznamka 1.2.2. Statistickd data ukazuji, Ze se po dlouhou dobu podet obyvatel na Zemi
zdvojnéasobuje pfiblizné kazdych 35 let. Podle idaji OSN v r. 1986 Zilo na Zemi asi 5 miliard
lidi. Z téchto udaji snadno urc¢ime potfebné konstanty, takze pro pocet lidi na Zemi dostavame
VZOrec

P(1986 4 t) = 5-10% . 202t

Podle néj provedeme vypocet predpokladaného poctu obyvatel Zemé v budoucnosti; po zaokrouh-
leni pifslusngch hodnot dostaneme tabulku 8)

Rok Obyvatel Zemé  U.S. Census B.

1986 5 miliard 4,935 miliard
2000 6,6 miliard 6,081 miliard
2050 18,0 miliard 9,224  miliard

2100 48,9 miliard
2300 2,7 biliénd
2501 148,7 biliénid

To by znamenalo, ze v r. 2501 bude mit kazdy obyvatel Zemé k dispozici cca 1m?. I kdyz model
poskytuje v kratsich ¢asovych intervalech vcelku prijatelné hodnoty, posledni idaj ukazuje, ze
pouziti popsaného modelu pro dlouhé ¢asové tseky déva absurdni vysledky. Pro zajimavost: Dne
12.10.1999 symbolicky uvital generalni sekreta¥ OSN Kofi Annan prvniho obana sedmé miliardy
obyvatel Zemé a prvni obcan osmé miliardy obyvatel Zemé pfisel pry na sveét 31. fijna 2011. Podle
naseho jednoduchého vzorce dostaneme P(2011) = 5-10? - %5 = 8,244 miliardy, a to na konci
roku 2011.

V dalsim piikladu uz budeme ponékud strucénéjsi, nebot jde o ivahy podobného typu
jako v predchazejicim prikladu.

Piiklad 1.2.3 (linearni dietni model). Hmotnost ¢lovéka z4visi na mnoha vécech, ale
v prvinim priblizeni je funkci pfisunu energie v potravinich a jeji ,spotfeby*; ta zavisi na ¢in-
nosti, kterou ¢lovék vykonava, ale i na véku a pohlavi jedince, na metabolickych faktorech apod.
Denni spotfeba jedince ¢ini obvykle 30 az 40 kilokalorii (kcal) na kazdy kilogram jeho vahy w.
Pri primérném energetickém prisunu 35 kcal denné na kazdy kilogram vahy jedince lze ocekavat,
ze se jeho vaha stabilizuje. Z pozorovani dospivame k piedstavé, ze zména vahy je pfimo tmeérna
prebytku resp. nedostatku v energetickém prisunu. Podle ni napf. ¢loveék o vaze 70 kg pri denni
konzumaci 70 x 35 = 2450 kcal nebude na véze ani pribirat, ani ubirat, avSak kazdych cca 7000
kcal prebytku v celkovém piisunu vyvola nasledné zvyseni vahy o 1 kg. Tato predstava nas dovadi
k modelu, popsanému diferencidlni rovnici
, 35(c—w) . w’
7000 ' T w—c
ve které jsme c oznacili vahu sledovaného ¢lovéka, kterd by odpovidala ustdlenému stavu pii
konstantnim dennim energetickém piisunu. ReSenim této rovnice dostavame

= —0,005,

w(t) = ¢+ (w(0) — ¢)e” %005

Jestlize pan Tlusty, vazici 95 kg, omezi sviij celkovy denni pfisun na 2625 kcal, bude jeho vaha
v zavislosti na case ¢t vyhovovat vztahu

w(t) =75+ 20 exp(— 0,005t) .

8) Posledni sloupec tabulky udava skuteény stav a také predpovéd pro r. 2050 tak, jak byla uvedena
v mezinarodni databazi U.S. Census Bureau (stav k 26.4.2005). Detailni a aktualni pohled na dnesni stav
uvadime v Kapitole 3.9 v Poznamce 8.2.2. Srov. [34].
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V tom piipadé se podle naseho modelu bude vaha pana Tlustého postupné blizit 75 kg (je totiz
2625 = 35 x 75), pticemz vahy 80kg (!) dosdhne teoreticky za 278 dni, tedy za vice nez t¥i étvrté
roku?). Proto patrné tolik dobryjch predsevzeti konéi fiaskem! (Srovnej s [31].) V dalsim textu
ukazeme, ze jednoduchy odvozeny model je pouzitelny i v dalsich situacich s praktickym
vyuzitim.

Priklad 1.2.4 (traktrix). Piemysleli jste nékdy o tom, po jaké kiivce se bude pohybovat
vzpirajici se pes, kterého tahne na voditku za sebou jeho pan? Patrné ne. Je to vsak tloha
(viz Historické poznamky v Kapitole 9). Tato kiivka je zndma téz pod jménem psi kFivka nebo
stihaci kfivka a v obecnéjsi formulaci popisuje drahu bodu A, ktery se pohybuje konstantni
rychlosti 1 vzdy ve sméru k bodu B, pohybujicimu se konstantni rychlosti 7o po pfimce p. Ac
jde zdanlivé o hiicku, je zde souvislost napt. s letectvim.

Budeme se zabyvat jen piipadem traktrix.
Bod A = [a,0] je pocéatecni polohou psa, bod
B =10,0] je pocéate¢ni polohou jeho pana (na
ilustra¢nim obrazku je a = 4). Je-li pan pfi
rovnomérném pohybu ,vzhiru“ v bodé B’, je
pes na kiivce v bodé A’ a vzdélenosti AB a
A’B’ jsou rovny a, pFicemz smér usecky A’'B’
je smérem teény kiivky v bodé A’.

Vyuzitim poznatki elementarni geometrie
tak dospéjeme k rovnici

) 2 _ 22
Yy =—7m"")
x
pficemz je zfejmé y(0) = 0. ReSeni muzeme
zapsat ve tvaru

a /42 .2
y’:/ VE T g,
X
xr

“

coz nam po integraci dava (znaménko ,,—* odpovida pohybu pana ,dolia“, tj. ve sméru zaporné
poloosy y; tak dostaneme druhou vétev kiivky)

/a2 — 12
y==+ (a logﬁ# —\/a? —3:2> (1.19)

Pokud bychom chtéli traktrix vyjadrit parametricky, pak po substituci x = acost a upraveé
dostaneme | +sint
sin
z(t)=acost, y(t)==xa <log _— = sint)
Poznamky 1.2.5. Uvedme bez diikazu par zajimavosti: Systém ortogonalnich k¥ivek k traktrix
(nékdy téz trajektorii) je popsén diferencialni rovnici

’ x

V= E—a

9) Pro milovniky SI soustavy uvadime ptfevodni vztah 1 kcal = 4,186 kJ. Pro milovniky piva uvddime
jesté dalsi pfevodni vztah 11 Gambrinusu 12° = 1860kJ. Podle tohoto modelu by tedy teoreticky pfi
konzumaci pouze 1 litru Gambrinusu denné dosahl pan Tlusty vahy 80 kg jiz za cca 38,5 dne.
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je to tedy systém kruznic 22 + (y — C')? = a?. Obalkou teden traktrix (tzv. evolutou této kiivky)
je fetézovka o rovnici

Yy
T = acosh =
a

a obsah neomezeného obrazce mezi traktrix a kiivkou s ni symetrickou podle osy y je roven mwa?. Se
zdmeénou os, abychom dostali fetézovku v ,,pfirozené poloze* a pii volbé a = 1 vypada prislusny
obrazek takto:

Lze ocekéavat, ze nalezené vysledky o linearnich rovnicich bude mozno déle zobecnit,
napt. pro linedarni rovnice n-tého radu a to v dalsim textu skutecné udélame. Na zavér
stoji snad za zminku, ze fadu dalsich zajimavych piikladi nalezne ¢tenar v [3], jedné
z ,nejctivéjsich” ucebnic, které pojednéavaji o diferencialnich rovnicich. Dalsimi knihami
tohoto typu jsou [1] a [8].

1.3 Cviceni

1. Ukaite, Ze funkce y(z) = Cz 4+ C(1 + C?)~1/2 je pro kazdé C € R feSenim rovnice
y—ay = ¥,
1+ (y)?

2. Ukaite, Ze pro kazdé C € R je funkce y = C% + 2 C(x — C) fesenim rovnice

(y/)2 —day’ +4y =0! (%)

2

Je to obecné feseni rovnice (x) 7 Je funkce y = z* feSenim (x) 7

3. Dokazte, Ze funkce (eax + e ) /2a + C je feSenim rovnice

Y = ay/TT P!

4. Reste rovnici
2 2
Y+ 2zy =227 [y(z) = (22 +C)e™® ]
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5. Reste rovnici

10.

11.

12.

13.

14.

y — 2zy = 322 — 22! [y(z) = (:E?’e_xz—l— ) e =23+ C’exz] .

Reste rovnici

C

zy + (1 —x)y=ze"! [y(x) = ex<% + —) ; vSimnéte si D,, v zavislosti na C}
x

Reste rovnici

v + (y — 2sinx)cosz = 0! [y(x) zzsinx_2+ce—sinm:|

Reste rovnici

Y +y=cosz! [y(zn):icoszn—;—smx_i_ce_x]
Reste rovnici
y —2xy ==
IR 3o — 1
s pocateéni podminkou y(0) = 1! [y(m) = 5 ]

Urcete obecné feSeni rovnice

1+ 22y +xy = (1 4 22)%/2!

5 3
x 2x 1
Rovnici nejprve délte vyrazem (1 + 22); y(z) = (— 4+ —4x+ C’) 7}
[ 1+ ) = (5 +5 —
Reste rovnici

yty=e

xr 3 —T

s pocateéni podminkou y(0) = 2! [ y(z) = e—i_%}
Reste rovnici

Yy +y=e"

s pocateéni podminkou y(0) = 3! [ y(z) = (x + l)e_“"”}
Najdéte obecné feseni rovnice
2z
/

" =1
y 1+a:2y

a pak urc¢ete maximalni feSeni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 1!
y(z) = (arctgz + O) (1 + 2?); y(z) = (arctgz + 1) (1 + 22) na R]
Najdéte obecné feseni rovnice
1
y+—5y=0
x

a pak uréete maximalni feSeni vyhovujici poéateéni podmince y(—1) = 2!

obecné feseni: y(z) = Crel/?); z € (—00,0), C; #0 a y(z) = Cyel/?), 2 € (0 + o0),

Cy # 0; piislusné maximalni feeni je tvaru y(z) = 2e0+%)/%): 1 € (-0, 0) ]
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15. Najdéte obecné feSeni rovnice
1
/
+
Y +

a pak urcete maximalni feSeni vyhovujici poc¢ateéni podmince y(0) = 1!

y=0

[obecné feseni: y(z) = C1(1 4+ 2)7 Y o € (—o00,—1), C1 # 0 a y(x)=Ce(l+x)7},

x € (—1,4+00), C # 0; piislusné maximélni feseni je tvaru y(z) = (1+2)~1; 2 € (—1, +o0)
16. Najdéte obecné feseni rovnice
y +ycosx = e SinT
a pak uréete maximalni feSeni vyhovujici po¢atecni podmince y(0) = 1!

[obecné feSeni: y(x) = (z + C)e™¥"%; piisludné maximalni feseni je tvaru

y(z) = (r+e)e 5% r c R



Kapitola 2
Zakladni pojmy

V Kapitole 1 jsme Fesili jednoduché diferencialni rovnice. I kdyz jsme potiebné po-
jmy ve specialnich pfipadech jiz jednou definovali, udélame to nyni stru¢né v obec-
néjsi situaci znova. Budeme podstatné vyuzivat zakladni poznatky z algebry a
nékteré elementarni vlastnosti funkci vice proménnych, nebudeme je vSak dokazo-
vat. Vyklad bude mit navic volnéjsi popisnou formu, nebot striktni formalizace by
byla pro nase potieby prili§ naroéna a netcelnd. Pokud nebude vyslovné feceno
néco jiného, pracujeme v této kapitole pouze s realnymi funkcemi.

2.1 Uvod

Oznaceni 2.1.1. Obycejnou diferencialni rovnici budeme rozumét rovnici
F(z,y,9,...,y™) =0, (2.1)

kde F' je funkce definovana na né&jaké oblasti G C R"*2. Nejvyssi fad derivace efektivné
vystupujici v rovnici nazyvame fad rovnice. Je-li ' polynom, pak jeho stupen je stupném
rovnice. Resenim rovnice (2.1), podrobnéji feSenim rovnice (2.1) na intervalu (c,d),
nazyvame kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (¢, d) takovou, Ze existuje jeji derivace
©™ na (c,d), je [z,¢(x),...,¢"™(z)] € G pro viechna z € (c,d) a

F(x,go(x),...,go(”)(x)) =0, z € (c,d).

Reseni rovnice (2.1) se nazyva maximalni feSeni (nékdy se uziva i termin aplné fedeni), je-
li definovano na maximalnim intervalu, tj. neni restrikci feseni rovnice (2.1), definovaného
na intervalu (¢, d’), pro néjz (¢,d) C (d,d") # (¢,d). Mnozinu vSech maximélnich feSeni
rovnice (2.1) nazyvame obecnym feSenim (2.1). Kazdé feSeni rovnice (2.1) je tedy restrikei
néjakého maximalniho feseni, tj. jednoho prvku obecného feseni. Nebyva vétsinou obtizné
zjistit, zda je funkce Tesenim dané diferencialni rovnice. VyTesit ji, tj. nalézt jeji obecné

vvvvv

Poznamka 2.1.2. Velmi ¢asto pracujeme s rovnicemi tvaru

(n) = f('r7 y7 y/7 A y(n_l)) Y (2'2)

které jsou rozreseny vzhledem k nejvyssi derivaci. Jelikoz vlevo stoji derivace y™ ne-
znamé spojité funkce y™1), je tato rovnice fesitelnd pouze v piipadé, Ze i funkce f na
pravé strané v (2.2) je ,dostatetné rozumna®. My se v dal$im vykladu omezime na piipad
spojité funkce f.

Y

13
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Budeme nejprve vysetfovat jednodussi pripad diferencialni rovnice prvniho radu se
spojitou funkci f. Uvedeme tlohu s predpoklady, se kterymi budeme nadale pracovat.

Umluva 2.1.3 (dtleZitd). Resime-li diferencidlni rovnici

y' = f(z,y) (2.3)

s funkei f spojitou na oblasti (tj. oteviené souvislé mnozing) G C R?, kterd je zaroven
defini¢nim oborem f, ¢asto pro [xg,yo| € G budeme hledat jeji feseni ¢ definované na
néjakém intervalu (¢, d) C R obsahujicim bod xg, pro néz bude platit

(o) = o (2.4)

Podrobnéji: zddame, aby feSeni vyhovovalo podmince

P(x) = fz,0(x)), = €(cd),

(plyne z ni i inkluze {[z,¢(z)]; z € (¢,d)} C G) a soucasné spliiovalo rovnost (2.4).
S ohledem na nékteré fyzikalni aplikace, kde proménnou z byva casto cas, se tato tloha
nazyva pocatecni tlohou nebo také Cauchyho tlohou pro rovnici (2.3) . Obvykle uzivany
struény zapis tlohy je tvaru

y/ = f(xv y(l’)) ) y(l'o) = Yo,

kde rovnost y(x¢) = yo vyjadfuje tzv. pocate€ni podminku.

Pti geometrické interpretaci FeSeni jakozto ,kifivky“ popsané funkci ¢ (zde v8ak pra-
cujeme s otevienym intervalem) hovofime pak o FeSeni, prochazejicim bodem [z, ].
Pfirozené otazky, na které budeme hledat odpovéd, jsou dvé:

(a) kdy existuje feSeni rovnice (2.3) vyhovujici po¢ateéni podmince (2.4) a

(b) kdy ke kazdym dvéma feSenim této tlohy existuje okoli U(zp) bodu zy, na kterém
tato Teseni splyvaji.

V tomto smyslu také popsany problém chiapeme jednak jako problém existence reSeni
(2.3) prochazejiciho bodem [z, yo] a problém jeho jednoznacnosti.

Poznamka 2.1.4. Pro nizorné chapani feseni uvedme jesté jednu interpretaci fyzikalné-geo-
metrického charakteru. Diferencialni rovnice (2.3) je jakymsi ,kompasem*, ktery v bodech [,y ]
Gasti roviny zpravidla ukazuje, jakym smérem se z néj mame pohybovat. Vyfesit diferencialni
rovnici (2.3) pak znamend ,projit ¢asti roviny“ podle tohoto kompasu. Kfivka, po niz se pohy-
bujeme, je grafem (n&jakého) feseni. Casto se v této souvislosti mluvi o smérovém poli uréeném
rovnici (2.3) a to se téz graficky znézornuje. Srovnejte se schematickym nacrtkem na nésledujicim
Obr. 2.1.
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Obr. 2.1

Nacrt na obrazku by vSak nemél vzbudit ve ¢tenafi predstavu, ze chovani feSeni v blizkosti ,kraje
oblasti“ musi byt jednoduché, napt. ze funkce popisujici feSeni musi mit v krajnich bodech svého
defini¢niho oboru limitu, nebo Ze se feSeni v néjakém bodé nemuze ,rozstépit”.

2.2 Existenc¢ni véty

Nejprve dokazeme jednoduché lemma, jimz po¢ateéni tlohu z piedchazejici Umluvy 2.1.3 budeme
prevadét do jiného tvaru.

Lemma 2.2.1. Necht ¢ je, v kontextu Umluvy 2.1.8, spojitd funkce na otevieném intervalu
I obsahugicim bod xy. Potom ¢ je TeSenim pocatecni ulohy na I, prave kdyzZ pro vsechna
x €l jelx,p(x)] € G ap je Tesenim tzv. integralni rovnice

o) =0+ [ flto®)dt. (25)
Zo
Diikaz. Pripomenme jiz zavedené oznaceni: mame Tesit rovnici

y' = f(z,y) (2.6)

spolu s pocate¢ni podminkou (2.4), tj. y(zo) = yo. Pokud plati (2.5), pak integrél ze spojité
funkce f(x,p(x)), x € I [skldddme spojité funkce| v této rovnici vpravo je primitivni
funkei k integrandu, takze odtud zderivovanim |potfebujeme k tomu tvrzeni o derivovani
integralu podle meze| plyne (2.3). Pro x = x¢ dostaneme () = yo. Obracené, z rovnice
(2.3) plyne integraci rovnost funkei

/wap/(t)dt :/wf(t,ap(t))dt, rel,;

integrél na levé strané predchazejici rovnice je roven p(x) — p(z9) = @(z) — Yo, z ¢ehoz jiz
dostaneme (2.5) jednoduchou upravou. O

Nyni se seznamime s tvrzenim casto oznacovanym jako Peanova existenéni véta. Na
zékladé prace, v niz bylo toto tvrzeni dokazano, ziskal r. 1886 italsky matematik GIUSEPPE
PEANO (1858 -1932) doktorat. Casto se vak cituje aZ jeho prace z r. 1890.
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Tvrzeni 2.2.2 (Peano 1886). Predpoklddejme, Ze v rovnici (2.3), tj. rovnici

y' = f(z,9)
je funkce f spojita na oblasti G C R? a Ze plati [z, yo| € G. Potom ezistuje a > 0 a funkce
¢ (rg — a,x0 + @) — R tak, Ze pro vSechna x z tohoto intervalu [z, p(z)] € G a plati

@l(x) :f(l’,ﬁp(l’)), xr e (SL’O—OA,SL’O—FQ),
©(T0) = yo, (2.7)

tj. pocatecni uloha ma alespon jedno resent.

Uvedend Peanova véta nezarucuje jednozna¢nost feSeni rovnice (2.3), a to ani lokalné.
To bude dobie patrné z néasledujiciho piikladu, ktery rovnéz pochézi od Peana.

Piiklad 2.2.3 (Peano 1890). Re$me rovnici

y =342, (2.8)

Kazdé feSeni rovnice (2.8) je funkce neklesajici, protoze prava strana v (2.8) je nezaporné. Pokud
tedy pro néjaké feSeni y a x1 < x9 nastavaji rovnosti y(z1) = y(z2) = 0, je y(z) = 0 pro vSechna
x € [x1,22] [pFipoustime i degenerované intervaly, tedy pfipad, kdy x1 = z2]. Mnozina N (y)
nulovych bodt feSeni y je proto bud prazdnd, nebo je to interval obsahujici své krajni body,
pokud je v nich (spojitd) funkce y definovéna.

Je-li feSeni y v intervalu (v, §) vSude nenulové, je (2.8) v tomto intervalu ekvivalentni s rovnosti
(yl/ 3)/ =1, a také, jak zjistime snadnym vypoctem, s rovnosti

y(x) = (z = C)°, (2.9)

kde C' € R nelezi v intervalu (v,d). Snadno se presvédéime, Ze rovnost (2.9) pro € R definuje
feSeni v R; toto reseni je samoziejmé maximalni.

Jiz vime, Ze N(y) je bud () (tento pfipad nenastéva), omezeny uzavieny interval (to je dusledek
spojitosti y), nebo interval neomezeny. Je-li interval degenerovany, ozna¢me C' jediny nulovy
bod maximalniho feseni y; existuji tedy C1,Cy € R, pro néz y(x) = (z — C1), » € (—0,C), a
y(z) = (x — C2)3, x € (C, +00). Ze spojitosti v nulovém bodé C ale vyplyva C = C; = Cy a toto
maximalni feseni jsme jiz nalezli. Je-li viak C1 < O3, N(y) = [C1,Cs ], dostavame feseni 1)

(x—C1)? pro =z € (—00,C],
y(x) == 0 pro =z € (Cy,Cy), (2.10)
(x —Cy)* pro z € [Cy +00).

Tato feSeni jsou ,nova“, vzorec (2.9) lze mezi né zahrnout, nahradime-li na druhém fadku
v (2.10) otevieny interval intervalem uzavienym a pfipustime moznost degenerace intervalu.
Zbyvéa vsak jesté ptipad, kdy intervaly N(y) nejsou omezené.

Podobnou tivahou dostaneme pro piipad N(y) = (—oo, C']

0 pro x € (—o0,C],

y(x) = { (x—C) pro z€(C,+0), (2.11)

1) Diferencovatelnost tohoto feseni v bodech ,lepeni“ je zfejm4, obé jednostranné derivace jsou v nich
rovny 0.
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a pro piipad N(y) = [C, +0o0)

x—C)* pro z€(—o00,C],
y(o) = { | 0 ) gro x E EC’, +oo)]. (2.12)

Piipad N(y) = R vede na jiz nalezené feSeni y = 0. Protoze jsme vycerpali vSechny mozné tvary
mnoziny N(y), je jiz seznam nalezenych maximéalnich feSeni rovnice (2.8) uplny. Poznamenejme
jesté, ze vzorec (2.10) formélné popisuje obecné feSeni v zavislosti na parametrech C; < Co,
Cy,Cy € R* [pfipadim C; > Cy a € = Cy = 00 zadné feSeni neodpovidaji].

Jestlize budeme zkoumat vSechna takova FeSeni y rovnice (2.8), pro ktera je y(1) = 1, pak
tato feseni v néjakém okoli bodu zg = 1 splynou; v tomto pripadeé je vSak i takovych splyvajicich
mazimalnich feseni nekoneéné mnoho. Podobnou vlastnost jako prévé zvoleny bod [1,1] maji
vSechny body v roviné kromé bodu osy z, tj. bodi, lezicich na pfimce o rovnici y = 0. Témito
body prochéazeji také grafy nekoneéné mnoha maximélnich feseni (vSechna jsou definovana na R),
avSak ke kazdému zy € R a kazdému jeho okoli U(z() 1ze nalézt takova dvé feSeni y1, y2 na R,
ktera na U (zo) nesplyvaji [napt. pro bod zg = 0 stadi volit y1(z) =0, x € Rays(z) =23, 2 € R;
tato dvé feSeni nabyvaji stejné hodnoty pouze v bodé xy = 0].

Poznamka 2.2.4. Uvedend Peanova véta nezarucuje jednoznac¢nost feSeni rovnice (2.3)
ani lokalné. Jestlize si Ctenaf jesté jednou projde predchéazejici Priklad 2.2.3, snadno na-
hlédne, zZe na libovolné malém otevieném intervalu obsahujicim bod zy mohou existovat
dvé riizna feSeni (dokonce i nekoneéné mnoho) rovnice (2.3), spliiujici podminku (2.4). Jiz
v 1. 1925 byl dokonce sestrojen priklad takové rovnice tvaru (2.3) se spojitou funkei f,
ze dokonce kazdym bodem [xg,yo] € G prochazeji alesponn dvé feSeni, kterd nesplyvaji
v zadném okoli bodu x.

Tvrzeni 2.2.2 nebudeme dokazovat, popiseme vSak v hrubych rysech postup jeho dikazu. Nize
zminované Ascoliho véta patfi svoji povahou do vykladu o metrickych prostorech.

(K1) Od pocéteéni tlohy se nejdiive ptejde k ,lépe zvladnutelné“ ekvivalentni tloze.
(K2) Zavede se pro € > 0 pojem tzv. e-pfiblizného FeSeni.

(K3) Pak se vytvoii pro &, — 04 posloupnost &,-pfibliznych FeSeni ¢,, na vhodném intervalu
I obsahujicim bod x( z poc¢ate¢ni podminky.

(K4) Vyuzije se dusledek tzv. Ascoliho véty a z posloupnosti {¢,} se vybere podposloupnost
stejnomérné konvergentni na I k ¢.

(K5) Dokése se, 7e ¢ je hledanym feSenfm podatedni dlohy.
Véta 2.2.5 (Picard 1890, Lindelsf 1894). Necht 6 > 0 a necht
I = (zg — 20,0 + 20) X (yo — 20, yo + 26) .
Predpokladejme, Ze v rovnici (2.3)
J = f(z.), (23)

je funkce f spojitda na intervalu I a Ze existuje kladné cislo K takové, Ze pro wsechna
x € (xg — 29,29 + 20) a pro viechna y1,y2 € (Yo — 20, yo + 29) plati

|f(x, 1) — f(z,y2)] < Kly1 — 2|

(strucnéji Fikdme, Ze f(x, -) jsou pro @ € (wg — 28,z + 20) (stejné) lipschitzovské v pro-
menné y € (yo — 26, yo + 25)). Potom plati:



18 KAPITOLA 2. Zakladni pojmy
(a) Existuje interval (c,d) a resSeni ¢ rovnice (2.3) na intervalu (c,d) takové, Ze je
xo € (¢,d) a o(xo) = Yo, tj. TeSend vyhovuje pocatetni podmince (2.4).

(b) Jestlize Tesent w1, o spliugi podminku (2.4), ezistuje okoli bodu xq, na kterém tato
resent splyvagi.

Toto tvrzeni se zpravidla dokazuje jako aplikace tzv. Banachovy véty o pevném bodu,

vz

ktera je jednim z nejdtilezitéjsich tvrzeni o uplnych metrickych prostorech. V tomto piipadé
to je prostor vSech spojitych funkci na jistém uzavieném intervalu.

2.3 Rovnice vyssich radua

y(n) = f(x7 y7 y/7 A 7y(n_1))

muzeme formalné upravit. Polozime-li

y(@) =), Y@ =p@), ... y" (@)=,

y1:y27 Y =Yz, -, y;:f(x7y17y27"'7yn)'

Bez zjevného zvysSeni obtiznosti lze vySetfovat soustavu tvaru

yi = f1($7y17y27”’7yn)7
yé = f2('r7y17y27"'7yn)7

y;L = fn(x7y17y27 s 7yn) .

Strucnéjsi zapis této soustavy vyuziva vektorového oznaceni: y' = f(z,y). Vektorova
funkce

Y=y ")
zobrazuje interval I na realné ose do R™. Funkce f = (f', f2,...,f™) je definovina na

oblasti G C R™™! a zobrazuje G do R™. Pro funkci g = (¢',¢% ...,¢") na I se spojitymi
slozkami g% definujeme v piipadé I = [a,b]

19 lloo = max {sup{| g“(t) | t € [a,b]}, k= 1,...,n}.

Mnozinu vSech takovych funkci oznac¢ime C,([a,b]); jde tedy vlastné o kartézsky soucin n
prostort C([a, b]). Zformulujme vétu obdobnou ptfedchozi Vété 2.2.5:

Véta 2.3.1. Necht § > 0 a necht
I = (w9 — 26,79 + 26) X (yg — 20, yg + 20) X -+ x (yg — 26, yo + 29) .
Nechty = (y',...,y") a f = (f',..., f"). Predpoklddejme, Ze v rovnici

Y = f(z,y) (2.13)
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je zobrazeni f spojité v intervalu I. Ddale predpokladdme, Ze existuje kladné c¢islo K takove,
Ze pro viechna (x,y,), (z,y,) € I plati ?)

1 F(zy1) = F@,92) oo < Kl ys = 92 oo,
takze f je (stejné) lipschitzovskd vici y pro vSechna x v (xg — 26, x9 + 29). Potom
(a) ezistuje Teseni ¢ rovnice (2.13) na intervalu (c,d) obsahujicim x takové, Ze plati
o(10) = yo, (po slozkdch: ¢"(xo) =yt k=1,...,n), (2.14)
tj. resent @ vyhovuje predchazejici pocdtecni podmince;

(b) resent je uréeno lokdlné jednoznacné, tj. kaZdd dvé takovad tesent splyvaji na néjakém
okoli xg.

Drikaz tohoto tvrzeni se myslenkové nelisi od diikkazu predchazejici Véty 2.2.5, je vsak technicky
teoreticky zaklad zkoumani obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Diikazy lze nalézt napi. v [35].

Pii praktickém ovéreni podminky, Ze vektorova funkce f je lipschitzovskd vzhledem
k proménné y, je uzitecné nasledujici tvrzeni:

Lemma 2.3.2.  Jestlize existuje konstanta M > 0 tak, Ze pro vSechna x z intervalu
(,’L’o - 257:1:0 + 25) ay = (y17y27"'7yn)7 yk S (yg - 257yg + 25)7 k = 1,2,...,77, a pro
f=(fL f% ..., f") plati pro vSechna i,j=1,....n

oft

—($791,92>- L) yn) S M>
QY

pak jsou splnény predpoklady Veéty 2.3.1 o funkci £ (,lipschitzovskost® vzhledem k pro-
mennéy ).

Priklad 2.3.3. Uvazujme soustavu (uzijeme tentokrat oznaceni derivace teckou, které je ob-
vyklejsi ve fyzice)

(/'51: 2(51 — )

(/'52: xr1 + 31‘2 ’ (2.15)

Ziejmé je fi(t,x1,22) = 221 — x2, fo(t,x1,22) = 21 + 322 a tedy

afl . 8f1 _
—axl (t,l’l,l’Q) = 2, 8332 (t,:El,:Eg) = 1,
afg . 8f2 _
—axl (t,l’l,l’Q) =1, 9y (t,:El,:Eg) =3,

tj. ‘% <3 naR3proi,j=1,2 a tedy vektorova funkce f = (f1, fo) je lipschitzovska vzhledem

k x na R3. Podle véty o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyho tlohy mé tato uloha pro
soustavu (2.15), x(tg) = x°, jediné feseni pro libovolné x* € R? a tq € R.

%) Oznaceni || - |lo znaéi ,supremovou normu“, ale uzitd norma neni podstatna. Proto se ¢asto index
oo vynechava.
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Jako dusledek predchéazejici véty dostaneme vétu pro pocatecni Glohu pro rovnici
n-tého fadu; uzijeme oznaceni standardniho v ODE i za cenu ztraty pfimé souvislosti
s predchézejicim oznacenim.

Véta 2.3.4. Necht § >0, [z0,Y0,Y1,---,Yn1] € R"™ a necht
I = ([L’o — 25,1’0 —|—25) X (yO —25,?/0“‘25) X X (yn—l — 25,yn—1 ‘|‘25) .

Necht ddle je funkce f v rovnici

y™ = flz,y,y, ..., y"Y) (2.16)

spojitd v intervalu I C R"* a (stejné) lipschitzovskd pro kazdé x vzhledem k poslednim n
proménnym. Potom plati:

(a) Ezistuje Teseni ¢ rovnice (2.16) takové, Ze je

o) =y, ¢(@0)=v1, ..., ©" (xo)=yn1,
t5. toto Teseni vyhovuje pocateéni podmince.

(b) Jestlize dvé teseni py1, o spliiuji 0obé pocdtecni podminku, shoduji se na néjakém
okoli bodu x.

Vznika prirozend otazka, zda existuje néjaké mazimadini feSeni, které vyhovuje pod-
mince (2.4). Odpovéd i na tuto otézku je kladna. ReSeni, jejichZ existenci jsme dokazali,
se totiz ,daji slepit“. Dodejme na vysvétlenou, ze predpokladame, ze ke kazdému bodu
[z,y] € G C R"™! existuje interval I C G, ktery tento bod obsahuje a na kterém jsou
splnény pro tento bod a I ptredpoklady Véty 2.3.1. Protoze se v takovém bodé nemiize
feSeni ,,$tépit“, je tvrzeni intuitivné zfejmé. Ani toto tvrzeni nebudeme dokazovat.

Véta 2.3.5. Necht G C R™! je oblast a necht funkce f v rovnici
¥ =f(ry), (2.13)
je v G spojitd a lokdlné lipschitzovska viuci y. Potom

(a) existuje interval (c,d) obsahujici bod xy a na ném definované mazximalni Teseni ¢
rovnice (2.13) takové, Ze plati

®(70) = Yo »

tj. toto mazimalni TeSeni @ vyhovuje pocatecni podmince (2.14);

(b) toto mazximalni feseni je urceno jednoznacné.
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Jako disledek Véty 2.3.5 dostaneme tvrzeni o existenci maximalniho feSeni pro rov-
nice n-tého fadu.

Dusledek 2.3.6. Necht G C R"™! je oblast, [0, v0,---,Yn1] € G, a necht funkce f
U TOUNLCL

y = flzy g, y"Y) (2.16)

jev G spojitd a lokdlné lipschitzovskd vici poslednim n promeénnym. Potom

(a) existuje interval (¢, d) obsahujici bod xoy a na (c,d) definované mazimalni feseni ¢
rovnice (2.16) takové, Ze plati

p(xo) =yo, (@) =w1, -y @ (20) =yns,
tj. toto mazimalni Teseni ¢ vyhovuje predchdzejicim pocdatecnim podminkam;
(b) toto mazimalni Teseni ¢ je urceno jednoznacné.

Podali jsme ptehled vét, které lze v riizné formé nalézt témér ve vSech ucebnicich
vénovanych ODR, a — jak jsme jiz nékolikrat zminili — téz v [35], kde se lze seznamit i s
jejich dikazy.

2.4 Separace proménnych

vvvvvv

specidlniho tvaru. Tak napf. obecné nelinearni rovnici se separovanymi proménnymi,
cOZ je rovnice tvaru

y/ = fl(x)f2(y) , T E (av b)> y e (Cv d) ) (2'17)

kde fi, fo jsou dané spojité funkce, fesime wve specidlnich pFipadech bez vétsich obtizi.
Jednoduchost je vSak jen zdanliva; pokusime se o tom ¢tenare presveédcit.
Formalni zptisob feseni spociva v Gprave

v =L = @ h),

vedouci posléze k rovnosti
dy
f2(y)

zde je primitivni funkce vlevo po zdmeéné y za y(z) funkci proménné x a na kazdém in-
tervalu, na némz rovnici feSime, se obé funkce lisi o konstantni funkci C'. Lze-li nalézt
explicitné obé primitivni funkce v (2.18), povazuje se v nékterych sbirkdch tloh vznikla
rovnice (2.18) za TeSeni (2.17); FeSenim v nasem smyslu obecné neni, ¢asto z ni neumime
funkci y = y(x) vypocitat.

Potize nastavaji v pripadé, kdy funkce fo ma nulové body. Poskytnuty navod je tieba
kriticky zhodnotit: pokud podle néj néco spocteme, neni zdaleka jasné, zda jsme dostali
vSechna feSeni a pii formélnich tpravach je casto treba se presvédéit, ze jsme dostali (né-
jaké) feseni dané rovnice, coZ lze provést derivovanim 3). Jsme tedy zpravidla dost daleko

/ fi(x) dz +C (2.18)

3) Podobn4 strategie se asto uplatiiuje na st¥ednich kolach pfi Feseni rovnic; uzivaji se ,neekvivalentni
Upravy“ a pak se ovéfuje spravnost nalezeného vysledku.



22 KAPITOLA 2. Zakladni pojmy

od ideélniho stavu, ktery zada nalézt vsechna maximaélni feSeni rovnice, nebot o tom, zda
jsme opravdu ziskali vSechna maximalni feseni, nic nevime. Nebezpeci formalniho postupu
ukazuje nasledujici priklad :

Priklad 2.4.1. Reste rovnici
J =2 (219)

a naleznéte vSechna (maximalni) feSeni, ktera spliuji podminku

(@) y(0)=-1; () y(1)=0;  (c)y(4) =1.
Jde tedy o tfi Cauchyho tlohy, lisici se pocateéni podminkou.

Reseni, které by vyhovovalo podmince (a), neexistuje. Obecné&ji, zadnym bodem poloroviny
{[z,y] € R%; y < 0} neprochazi feseni rovnice (2.19). V&imnéte si, ze formdalné ziskana feseni

y(@)=(z-C)*, CEeR,

nejsou feSenimi na rovnice (2.19) na R, protoze feSenim musi byt vidy neklesajici funkce. Také
ziejmé identicky nulové feseni bychom pro zadné C' € R odtud neziskali.
Pii zvoleném C € R je (maximalnim) feSenim funkce

o 0 pro x € (—OO,C),
yo(z) == { (z — 0)2 pro z € [C,+00);

viz Obr. 2.2. Dal$im maximalnim feSenim je funkce y = 0. Protoze je ¢y'(C) = 0 = 2,/y(C),
musime dokézat, Ze pro popsand feSeni skuteéné y'(C) = 0. Snadno vSak nahlédneme, ze y je
spojité funkce v bodé C' a ze y' (C) = 0. Je zfejmé
lim ¢/(z)= lim 2(z—C)=0=1y,(C),
iy () = lim 2~ C) =0=,(C)
takze 3y’ (C) =y (C) =0, coz jsme potiebovali dokdzat. Kromé téchto jiz nalezenych (maximal-
nich) feseni zadna dalsi maximalni FeSeni neexistuji.
Pro C' = 3 dostaneme pozadované maximalni feSeni pro které je y(4) = 1. Na Obr. 2.2 jsou
schematicky znazornéna néktera reseni.

, y(z) = (- C)?
”‘% () (c)
-1 0 1 C2 3 4 X

Obr.2.2

Symbolem (x) jsou oznacena ta feSeni rovnice, kterd nevyhovuji podmince (b), vSechna ostatni
FeSeni nacrtnutd v Obr. 2.2 podmince (b) vyhovuji, ale pouze jediné z nich vyhovuje podmince
(c). To je oznaceno (c) a jeho graf je zvyraznén.
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Priklad 2.4.2. Re$me rovnici

, x
Yy =——. 2.20
" (2.20)

Na kazdém intervalu (v,0), na kterém FeSeni y rovnice (2.20) nenabyva hodnoty 0, je rovnice
(2.20) ekvivalentni s rovnici yy’ = —x. Odtud dostaneme (y2(z))" = (—2?)’, = € (v, 9), z éehoz
vyplyva

() =—2>+C, z€(v,90).

7 ptedchézejici rovnosti plyne C' > 0; pisme tuto konstantu ve tvaru r2, kde r > 0. Jestlize je
r = 0, dostdavame x = 0 a y(0) = 0; pro tento pfipad nemé rovnice (2.20) smysl a ostatni body
z R v definiénim oboru y lezet nemohou. Bodem [0,0] graf zddného FeSeni rovnice (2.20) tedy
neprochézi. Pro kazdé r > 0 existuji dvé maximalni feseni

y1($)2+ 7,2_1.27 xE(—r,r),
yo(x) = —/r2 —22, z€(-17).

Ctenaf by si mél povSimnout, Ze existuji maximalni feSenf rovnice s (mnoha) rfiznymi defini¢nimi
obory. Zadnym bodem tvaru [z,0], x € R, neprochazi fegeni rovnice (2.20).

Ctenai se v této souvislosti setkd ve sbirkach piikladi s tim, Ze za feSeni rovnice yy' = —x
(a také dokonce i za FeSeni rovnice (2.20)!) se povazuje soustava kruznic o stfedu ,v pocatku*
{22 + 4% = r2;r € (0,00) }: Kazdym bodem [zg,y0] € R?\ {[0,0]} prochazi pravé jedna
kruznice, kterou lze lokdlné popsat jako funkci proménné x nebo proménné y, kromé (2.21) tedy
jesté pomoci

(2.21)

‘Tl(y):—i_ T2_y27 yE(_T,T)7

xo(x) = — /12 —y2, ye(-nr).

(funkce popsané pomoci (2.22) jsou vSak feSenimi jiné rovnice). S jingm moznym popisem soustavy

(2.22)

kruznic o st¥edu ,v poéatku* {z? + 132 =1r2; r € (0,00) } se jesté pozddji setkame.

2.5 Rovnice pribuzné

Radu diferencialnich rovnic lze vhodnym obratem prevést na rovnice, se kterymi jsme se
jiz setkali. Je-li pro kazdé t > 0 a néjaké p € Ny

[tz ty) =17 f(z,y),

nazyvame f homogenni funkce proménnych x,y stupné p. Tento pojem se nam bude hodit.

Ukézeme na jednoduchych piikladech nékolik typt takovych rovnic, které lze formalnimi
Upravami pfevést na rovnice se separovanymi proménnymi. Ze nés to vSak ¢asto priblizi jen
malo k Teseni rovnice by mélo byt ¢tenafi alespon zcéasti patrné z predchazejicich prikladi.
Nejdfive poskytneme ¢tenafi ,kucharku®, kterd se c¢asto objevuje v rtznych ucebnicich
kalkulu.

(P1) Rovnice ,s homogenni pravou stranou®, tj. rovnice y' = f(x,y), na jejiz pravé strané je
homogenni funkce f proménnych z, y stupné 0. V piipadé p = 0 je f(tz,ty) = f(z,y) a
po ,déleni rovnice* proménnou x (timto krokem vnasime do problému dodateéné omezeni
x # 0, proto se budeme muset zabyvat pozdéji existenci feseni na intervalech obsahujicich
tento bod) mé jeji pravé strana tvar g(y/z). Upravu na tento tvar nemusime délat, staci
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jen rozeznat ,typ rovnice“ a provést substituci. Polozime y = ux. Pak v = zu'+wu a rovnice
po dosazeni ptejde na tvar zu’ + u = f(1,u), coz je rovnice se separovanymi proménnymi.
Vsimnéte si toho, Ze na intervalu, na kterém je funkce y feSenim rovnice, je funkce u = y/x
podilem dvou diferencovatelnych funkei a je tedy rovnéz (spojité) diferencovatelna.

(P2) Rovnice ,typuy' = f(ax+by+c), a,b,c € R*; pokud ab = 0, je to rovnice se separovanymi
proménnymi. V pifipadé ab # 0 pouZzijeme substituci v = ax + by + ¢, pfi niz v’ = a + by/;
tUpravou dostaneme opét rovnici se separovanymi proménnymi.

. a1+ by +c

(P3) Rovnice ,typu ¢y = f (1—11/1

a2 + bay + co
tory (ai,b1,c1) a (ag2,by,co) linedrné zavislé, jde o jiz FeSeny pfipad. Nejsou-li za-
vislé a aj ba —ag by = 0 substituce u = agx + bay prevede tlohu na piipad (P1). Jestlize
ay by — ag by # 0, nalezneme bod [7, (], ktery je feSenim soustavy rovnic

>, kde ag, br, ¢ € R, k = 1,2%; jsou-li vek-

a1x +biy+c1 =0,
asx + boy +co =0,

a zavedeme nové proménné pomoci rovnosti x = v+ 1, y = v + (. V novych proménnych
u,v je jiz vySetfovana rovnice takového typu, ktery jsme vysetfovali v bodé (P1).

Priklady 2.5.1. S popsanymi typy rovnic a uskalimi jejich feSeni se nyni sezndmime pfi feseni
jednoduchych priklada.

1. ReSme rovnici

v=7 (2.23)

Tato rovnice je typu (P1), tj. md na pravé strané homogenni funkci, typu (P3) s a; = by =1
asay =co=b; =c; =0 aidentitou f. Je to uz rovnice se separovanymi proménnymi, prevod
nemusime tedy délat. Na intervalu (v, d), kde je feSeni y vSude nenulové rovnici snadno upravime
na tvar 2yy’ = 2z, resp. (y2)/ = (2?)". Odtud jiz snadno dostaneme

(y—2)(y+x)=0C,

kde je C € R. Dvé maximélni feSeni pii C' = 0 jsou zfejmé y = £z na (—o0,0) a dalsi
y = +x na (0,+00). Dalsi maximalni feSeni jsou pro kazdé C > 0 funkce y = +/22+ C,
x € R, a pro kazdé C < 0 funkce y = ++/22+C, |z| > 4/ — C, definované na intervalech
(—00,—y/ — C) a (y/ — C,+0). Uvédomte si rozdil mezi (2.23) a upravenou rovnici 2yy’ = 2z.

2. Resme nyni rovnici
I = i (2.24)
N CEETER '
Kazdé feSeni ¢ rovnice (2.24) je zfejmé neklesajici funkce na kazdém otevieném intervalu lezicim
v defini¢nim oboru D,,. Funkce y = 0 na intervalech (—o0,0) a (0, +00) jsou ziejmé maximalnimi
feSenimi rovnice, avSak zadné feseni nevyhovuje podmince y(0) = 0. Obecnéji: zddnym bodem
pfimky o rovnici  + y = 0 neprochazi (jakékoli) feSeni rovnice (2.24).
Jde o rovnici typu (P1), takze dle ndvodu polozme y = xz. Ziejmé pak je y/ = 2/x + 2 a

rovnice nabude tvaru ) 5
2z zZ+z
/
= —2=— 2.25
(14 2)? (142)%’ (225)
ovSem za predpokladu z # —1, ktery vSak odpovida jiz vyloué¢enym bodim pfimky = + y = 0.
Formalni tpravou dostaneme rovnici

(1+2)?”
Z(1+ 22) :

1
=——



2.5. Rovnice pribuzné 25

a po rozkladu a prechodu k primitivnim funkcim rovnici
log|z |+ 2arctg z + log |z | = log C (2.26)

s C' > 0. Upravime ji na tvar
| zx | = Cexp(—2arctg z) .

Vratime-li se k ptivodni proménné y, dostaneme formdini feSeni rovnice (2.24) ve tvaru
y = Dexp (— 2arctg Y ), (2.27)
x
kde D € R (ptipad D = 0 odpovida zfejmému identicky nulovému FeSeni rovnice (2.25)). Odtud je

rovnéz patrné, ze napf. maximalni feSeni y = 0 jsou definovana na intervalech (—oo,0) a (0, +00).
Z tvaru (2.27) je vSak malo patrné to, co snadno vyéteme z FeSené rovnice (2.24): kazdym bodem

primky o rovnici y = —x neprochézi zadné feseni.
3. Pfi feSeni rovnice L1 a2
/ Y
—2(-— ) 2.28
Y z+y—2 ( )

nejprve najdeme Teseni soustavy linedrnich rovnic

y+1=0,
r+y—2=0,
(jsou to ¢isla ¢ = 3 a y = —1) a pak substituujeme z = y + 1, u = x — 3. Dostaneme tak po

apraveé rovnici

, 2( (z—1)+1 >2 222
z = et
(u+3)+(z—1)—2 (u+2)%’
kterou jsme jiz tesili v odlisném znaceni v predchazejicim piikladu. Pouzijeme-li vysledek, ktery
jsme nalezli a provedeme zpétnou substituci, dostaneme forméalni feseni

(y+ 1) exp (2 arctg %) =C. (2.29)

Umite z (2.29) vypodéitat y v zavislosti na z ?

5. Pro jednoduchou rovnici typu (P3) (funkce f v (P3) je linearni)
—r+2y—3

P e 2.30

Y z+y—3 ( )

popiseme struc¢né reseni. Predevsim si uvédomime, Ze zadnym bodem pfimky o rovnici z +y = 3
neprochézi feseni rovnice (2.30). Citatel a jmenovatel zlomku na pravé strané (2.30) se anuluji
prox =1 a y = 2. Polozme dile t =z — 1 a u = y — 2. Jednoduchou tpravou dostaneme rovnici
2u—t
=20
U+t

)

a po substituci u = vt, v’ = V't + v a dalsi Gpravé rovnici

, v? —3v+2

t = 2.31
v v+1 (2.31)

Tato rovnice méa dvé konstantni feSeni v = 1 a v = 2, kterym odpovidaji v R? piimky o rovnicich

y=xz+1 a y=2x. (2.32)
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Po rozkladu na parcialni zlomky a nasledné integraci obdrzime rovnici
—9)3
t(zi)z:(), C eR. (2.33)

Prepiseme-li ji v  a y, dospéjeme k rovnici implicitné popisujici feseni

—927)3
=20 (2.34)
(y—z—1)?
Funkce, popisujici piimky v (2.32), jsou maximalnimi feSenimi na intervalech (—oo, 1) a (1, +00),

bodem [1,2] neprochazi zadné feSeni. Druhé z téchto feSeni popisuje rovnost (2. 34) pro C =0,
prvni vSak rovnosti (2.34) popsat nelze.

2.6 Cviceni

1. Reste rovnici .
e

146
a urcete to jeji maximalni feSeni, které vyhovuje podmince y(0) = 1!
[y(a:) =/1+2log & | kde z € (log(2//e — 1), +00)); log(2/y/e — 1) = —1,546 ]

2. Uréete diferencialni rovnici, jejimz obecnym fesenim je y(z) = e“*,C € R! [z —ylogy = 0]

vy =

3. Urcete diferenciélni rovnici, jejimz obecnym feSenim je (C7, Co € R)

Cl—l-:L"
CQ“‘ZL'.

y(z) = [(y—Dy" —2@y)*=0]

4. Urcete obecné FeSeni rovnice
v +y=2x+1! [y(z) =Ce™ +2z—1, C €R]

5. Urdete maximalni feSeni rovnice

, (1+y?)sinz
y S —
y

[y(z) = \/2exp(—4sin(z/2)), kde z € (—a,a), a = 2arcsin(y/log2/2)]

6. Urcete maximalni feSeni rovnice

!

3
/ xry

v= V1+a22’

pro néz je y(0) = —1.

[Jde 0 rovnici se separovanymi proménnymi. Zde je stru¢ny névod k feSeni: Po separaci

a integraci dostanete
1
55 =V1+a22+C

a po pouZiti poc¢ateéni podminky C' = —3/2. Odtud obdrzite
1
3-2v1+a2
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pricemz funkce vpravo se znaménkem ,,+“ neni FeSenim, nebot nesplituje po¢atecni podminku.

Toto feseni je definovédno na intervalu (—v/5/2, v/5/2). ]
7. Reste rovnici s homogenni pravou stranou

/ 2xy

y = !

22— y2’

[Resenimi jsou funkce, popisujici oblouky kruznic ve specialni poloze: y(x) = C £ /C? — 22,
x € (—=C,C) s C > 0. Déle jsou FeSenimi funkce y(z) = 0, x € (—00,0) ay(z) =0, z € (0,400).
Pokud pfijmeme ,symetri¢téjsi pohled“, lze popsat v okoli bodu grafu funkce f(x) = |z,
r € R\ {0}, grafy feseni jako jiné oblouky kruznic o rovnicich 22 + (y — C)? = C?, C > 0.]

8. Reste rovnici s homogenni pravou stranou

/ ':Uy |

y :3:2—1-312'

[ A¢ se zadéni lisi pouze ve znaménku a faktoru 2 a rovnice je stejného typu, formalni vysledek

1o ()

je odlisny. |
9. Reste rovnici
y'sinz — zcosx = 0!

[Snadno se dostanete k vyjddieni obecného Feseni na intervalu (km, (k+ 1)) pro kazdé k € Z

y(x) :/xcosxdx +C,

sinx

ale pfislusnou primitivni funkci na pravé strané rovnosti nelze vyjadrit pomoci elementarnich
funkei (nékdy se 1ik4, Ze ji nelze vyjadiit ,,v uzavieném tvaru®).

10. Najdéte rovnice kiivek, jejichz vSechny normaly prochézeji jedingm bodem [zg, yo ]!

vvvvv

rovnici
y=1yo+ (z—x0)y

jejiz feSenim dospéjeme k ,symetrickému vyjadieni
7

(x—20)*+ (y—w0)* =C, C>0.]






Kapitola 3

Linearni diferencialni rovnice

V této ¢asti se budeme zabyvat rovnicemi vyssich fadid, avSak pouze linearnimi.
To ndm umozni pomérné jednoduse popsat strukturu jejich obecného feSeni —
zobecnime pouze poznatky z Kapitoly 1. Pfesto vSak se kromé specidlnich pri-
padu konkretni rovnice feSit nenaucime, takze budeme nuceni sdhnout k dalsim
zjednodusenim.

3.1 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

V dal$im se budeme zabyvat linearnimi diferencialnimi rovnicemi radu n. Jeji jednotlivé feseni
budeme odlisovat indexy 1, y2, atd., proto zménime oznaceni pfedepsanych hodnot v pocatecni
podmince. Ctenéfi doporuéujeme, aby si pfipomenul jednoduch4 tvrzeni z Kapitoly 1. Budeme
pracovat s pevné zvolenym intervalem (c,d); funkce ay,...,an,b jsou spojité funkce na (c,d).
Vysetfovand rovnice je tvaru (déle v8ak oznaceni proménné x budeme vynechévat)

Ly) == y™ + ar(2)y" V) 4+ Fan(@)y = b(z), =z € (c.d). (3.1)

Stejné jako v pfipadé rovnice prvniho fadu i zde snadno nahlédneme, Ze feSenim rovnice (3.1) je
funkce z prostoru n-kréat spojité diferencovatelngch funkci C™((¢, d)). Terminologie souvisi s tim,
7e levé strana rovnice (3.1) je linearni zobrazeni prostoru C(™((c,d)) do C((c,d)): je ziejmé, ze
pro v, y1, y2 z tohoto prostoru a a € R plati

L(yr +y2) = L(y1) + L(y2) ,  L(ay) = aL(y).

Kromé rovnice (3.1) budeme jesté uvazovat rovnici
L(y) = y™ +a(@)y" )+ +an(2)y =0, (3.2)

coz je pfifazena rovnice k (3.1) s nulovou pravou stranou; nékdy se uziva i ndzvu prirazend
homogenni rovnice. Nas postup je zalozen stejné jako v pripadé rovnice 1. Fadu opét na myslence
nalézt vSechna FeSeni rovnice (3.1) pomoci vSech feSeni rovnice (3.2).

Funkce aq, ..., a, jsou spojité na (c,d) a tedy i lokdlné omezené. Prava strana rovnosti

Yy (@) = b(z) — ap(@)y(e) — - — ar(2)y" D (x)

uvazovand jako funkce proménnych z, v, ...y 1, vyhovuje predpokladtim Disledku 2.3.6: Je-li
totiz U(x) okoli bodu z, jehoz uzévér lezi v (¢, d), pro vSechna t € U(z) je

|b(t) — an(t)us — -+ —ar(t)un, — (b(t) — an(t)vy — -+ — a1(t)vy)| <
<supflax()]; k=1,2,...,n, t eU(@)}(Jur —v1| + -+ + |up — vn|) -

29
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Lze dokazat, Ze maximdlni feSeni rovnice (3.1) jsou definovana na intervalu (c,d) a jsou jedno-
znacné uréena pocateénimi podminkami (pro rovnici 1. fddu jsme maximélni feSeni jednoduse
primo spocetli). Zcela analogicky jako v pfipadé rovnice 1. fadu se dokazi nasledujici jednoduché
tvrzeni (dukazy vynechame):

Lemma 3.1.1. Je-li y; 7eSent rovnice (3.1) na (7,0) a ya 7eSenim rovnice (3.2) na (v,9), pak je
soucet y1 + yo Tesenim rovnice (3.1) na (v,9). Specidlné to plati pro mazimdlni Tesent.

Lemma 3.1.2. Jsou-li y1, y2 dvé feseni rovnice (3.1) na intervalu (v,9), pak je jejich rozdil
y1 — yo TeSenim rovnice (3.2) na (,9). Specidlné to opét plati pro mazimalni Tesent.

Véta 3.1.3. Obecné teseni rovnice (3.1) obdrzime jako soucet jednoho mazimdlniho teseni rov-
nice (3.1) a obecného feseni rovnice (3.2). Jinak teceno, je-li y1 mazimdlnim fesenim rovnice
(3.1), pak pro kazZdé mazimdini Teseni y rovnice (3.1) existuje mazimdlni Teseni ya rovnice (3.2)
tak, Ze plati

y=ytyz2.

Tvrzeni 3.1.4. Vsechna mazimdlni teseni rovnice (3.2) tvori linedrni prostor.

Protoze nas tento (jak se ukédze, kone¢nérozmérny — viz Tvrzeni 3.1.10) linedrni prostor
(podprostor ™ ((c, d))) zajimé, budeme nejprve studovat linearni nezavislost diferencovatelnych
funkci.

Definice 3.1.5. Necht y1,...,9, € C" Y ((c,d)). Potom funkei !) definovanou na (¢, d) predpi-
sem

yi(z), s Yn(2)
/ /
y1($ ’ yn('x)
W[ylw--ayn](‘f) := det : : ) ;UG(C»d)a
~1 -1

W@, s @)
budeme nazyvat podle jejiho objevitele JOZEFA MARIIT HONE-WRONSKIHO (1776 — 1853)
Wrénskiho determinantem funkci ¥, ..., ¥,, resp. kratce, avsak nespisovné, wronskianem
funkei y1, ..., Yn.

Plati o ném toto

Tvrzeni 3.1.6. Necht yi,...,yn jsou linedrné zdvislé funkce z C"~Y((c,d)). Potom

Wlyl,...,yn](x) =0, z € (¢,d),
tj. wronskidn téchto funkci je roven identicky 0.

Diikaz. Pokud jsou funkce y1,...,y, linearné zavislé, existuji konstanty ci, ..., c,, které nejsou
vesmés rovny 0 tak, Ze plati
cyr + -+ cpyn =0

(jde o rovnost funkci na (c,d)!). Zderivujeme tuto rovnost (n — 1)-krat, ¢imz dostaneme pro
vSechna z € (¢, d)

ayp(z)  + - 4+ () = 0,
ayi(x) + - +  cayplz) = 0,

. . . (3.3)
arl" V@) + o+ e M) = 0.

1) Stejné byva nazyvan i determinant v nasledujici rovnosti na pravé strané.
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Pro kazdé x ma tato soustava linearnich rovnic s nezndmymi cq, co,...,c, netrividlni reSeni, a
to dokonce nezavislé na x. Odtud ale plyne, ze matice soustavy musi byt singularni pro kazdé
x € (¢,d), a proto plati

Wlyt,.. . yn](x) =0, x € (c,d).

Tim je dikaz dokoncen. O

Pfipomindme Dtisledek 2.3.6 (pozor na zménu oznaceni!), z néhoz plyne existence a jedno-
znacnost maximalniho feSeni rovnice (3.2) pro zy € (¢, d) a kazdou pocateéni podminku tvaru

y(:L'O) =20, ---, y(n_l)(:EO) = Zp—1-

Zvolime-li nyni postupné napft.

y(zo) =1, y:(ﬂfo) =0, ..., yi"_ii(l"o) =0,
y(ﬂfo)::()a y(xo):=1, sy Yy (:330):07 (3.4)
y(o) =0, y'(x0) =0, ..., y"V(xo) =1,
pak tomuto systému n pocatecnich podminek odpovida n linedrné nezavislych feseni y1,...,yn
rovnice (3.2), protoze W{yi,...,yn](zo) # 0.
Tvrzeni 3.1.7. Nechlyi,. ..,y jsou linedrné nezdvislé funkce z C™ ((c,d)), které jsou FeSenimi

rovnice (3.2). Potom plati pro vSechna = € (¢,d)

Wiyt yn] (x) #0.
Duikaz. Necht existuje néjaké xy € (¢, d) tak, ze
Wlyi,-.-,yn](20) =0.
Potom ma4 soustava (3.3) pro & = z( netrivialni feSeni (cy,...,c,). Polozme
yri=cayr o+ Cln
Ziejmé je y*(xg) = 0. Jestlize vSak jsou y1,...,y, Feseni (3.2), je i y* feSenim (3.2) a
Y (w0) = 0, (y) (w0) =0,...,(y") " (w) = 0;
podle véty o jednozna¢nosti je y*(z) = 0, tj. y* je nulové feseni. Je tedy
ayr+--+eyn =0

a tato rovnost plati vSude v (¢,d). Odtud plyne, ze W{yi,...,y,] nemize nabyvat hodnoty 0
v z4dném bodé z € (¢, d), pokud jsou feSeni yy,. .., y, nezavisla. O

Dusledek 3.1.8. Neni-li wronskidn funkciyi, ..., yn zC" D ((c,d)) identicky roven 0, jsou tyto
funkce linedrné nezdvisle, coz plyne z jiz drive dokdzaného tvrzeni. Predchozi tvrzeni ukazuje, Ze
pro Y1, ... yYn € C((c,d)), které jsou feSenimi (3.2), nastdvd prdvé jedna z moznosti:

1. Wlyi,...,yn|(x) =0 pro vsechna x € (c,d), nebo
2. Wly1,-.-,ynl(z) # 0 pro vSechna x € (c,d) .

Poznamka 3.1.9. Tvrzeni podstatné zavisi na vété o jednoznacnosti: jsou-li y1,...,y, pouze
(dostatecné hladké) funkce, pro které je wronskidn nulovy, pak neplyne z podminky 1. jejich
linearni zavislost. Doporuc¢ujeme ¢tenari, aby se pokusil nalézt vhodny ilustrativni priklad.
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Tvrzeni 3.1.10. Dimenze prostoru vsech mazimalnich teseni obecné rovnice n-tého fadu (3.2)
je prave n.

Dikaz. Vime jiz, jak lze napf. pomoci (3.4) nalézt n linedrné nezavislych maximdlnich FeSeni
rovnice (3.2). Nyni dokdzeme, Ze tato FeSeni tvofi bazi linedrniho prostoru vSech maximalnich
FeSeni rovnice (3.2): Jestlize je y libovolné feSeni rovnice L(y) = 0, pak zvolme zy € (c,d)
a oznacime

20 = y(z0), 21 : =Y (20),... , 2n_1:= y("_l)(aco);

Nyni ze soustavy rovnic

ayi(ro) + -+ +  cyulro) = 20,
—1 -1
" @) + -+ e V@) = 2o
urcime koeficienty c1, ..., c,. Matice soustavy je totiz zfejmé regularni, takze koeficienty c1,...,c,

jsou urceny jednoznac¢né. Potom je
y(:L') :Clyl($) +"'+Cnyn($)7 T € (Cv d),

protoze levé i pravé strana jsou maximalnimi feSenimi (3.2) se shodnymi poc¢éteénimi podminkami
v bodé xg. O

Rovnice (3.2) méa tedy pravé n linedrné nezavislych maximalnich FeSeni, kterd tvoii bézi
prostoru vSech maximalnich feSeni (3.2); je vhodné si vSak uvédomit, Ze pouze vime, Ze tato
FeSeni existuji, ale nemame obecné zadnou metodu, jak je spocitat.

Definice 3.1.11. Kazda n-tice lineadrné nezavislych feSeni rovnice (3.2) definovanych na intervalu
(7,0) se nazyva fundamentalni systém FeSeni rovnice (3.2) na (v, 9).

Ulohu fesit rovnici (3.2) jsme pfevedli na tilohu nalézt jeji fundamentalni systém mazimdinich
feSeni; potom lze kaZdé teSend rovnice (3.2) vyjadiit jako restrikci vhodné linedrni kombinace
funkei z tohoto fundamentélniho systému. Obecné feSeni rovnice (3.2) je tedy tvaru

y=cyi+--+caln,

kde {y1,...,yn } je néjaky fundamentalni systém maximélnich FeSeni rovnice (3.2) a ¢1,...,¢,
jsou libovolné (redlné) konstanty.

Pfi hleddni obecného feSeni rovnice (3.1) postupujeme analogicky jako v pfipadé rovnice
1.7adu, podle tvrzeni z Lemmat 3.1.1, 3.1.2 a Véty 3.1.3. Odtud ihned plyne prakticky névod:
Obecné feseni rovnice (3.1) je soué¢tem obecného Feseni rovnice (3.2) a jednoho libovolné zvoleného
FeSeni rovnice (3.1); tomuto FeSeni se opét Fika partikularni reSeni.

Poznamka 3.1.12. Urceni obecného FeSeni rovnice (3.2) neni v obecném piipadé lehké. Tak
napfr. pro rovnice prvniho Fadu umime tlohu zredukovat na hledani vhodné primitivni funkce.
Umime-li néjaké partikuldrni feSeni rovnice (3.1) uhodnout, lze feSeni nékdy prevést na feSeni
rovnice nizsiho fadu. Nékdy je rovnice (3.2) specidlniho tvaru, a pak ji 1ze diky tomu rovnéz
vyresit. Tyto metody nebudeme podrobnéji rozebirat a ¢tenare, pokud by se tyto metody chtél
naucit, odkazujeme napf. na [3], [18], [32] a dalsi uéebnice.

Zname-li obecné Feseni rovnice (3.2), existuje metoda, pomoci niz lze uréit potfebné parti-
kularni feSeni rovnice (3.1). Je zobecnénim metody, se kterou se ¢tenar setkal v Poznamce 1.1.10
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a ktera je zaloZena na predpokladu, Ze se toto partikularni feseni d& vyjadrit ve tvaru linearni
kombinace fundamentalniho systému feseni s koeficienty, které jsou funkcemi na (c,d), tj.

y(x) = cr(@)yr(x) + - + cn(@yalz), @€ (c,d). (3.5)

Provedeme nyni nésledujici vypocet: derivujeme y ve tvaru (3.5) a ve vyjadreni y' polozme
soucet ¢lenti obsahujicich ¢}, . .., ¢}, roven 0; pak pocitdme y” a postupujme obdobné, atd. Klademe
vyrazy ve druhé az pfedposledni rovnici zcela vpravo v zavorkach, obsahujici derivace ¢}, ..., d,,
vzdy rovny 0, ¢imz dostaneme (n—1) rovnic pro nezndmé ¢}, .. ., ¢,. Formélni Gprava déva dobrou
predstavu o podstaté véci, pro strucnost vynechavame proménnou z:

y=cyr+- -+ culn,

Y =cy+ -+ ey, + (yr + -+ + yyn)

y' =yl + -+ eyl + (i + -+ )

_ —1 _ —2 _
y D = e (G ),
y(") — clygn) I cnyﬁl") + c’lygn_l) e c’n 7(1"—1) )

Upravme predchézejicich (n+1) rovnic tak, Ze vynasobime prvou rovnici funkei a,,, druhou rovnici
funkci a,_1 atd. Predposledni rovnici nasobime funkci a;. VSechny takto ziskané rovnice véetné
posledni neupravované secteme. Protoze y1,...,y, jsou FeSenimi (3.2), dostdvdme po snadné
upravé s prihlédnutim k (3.1)

L(y) = 1 L(y1) + - + cnLyn) + gt - gD = .

Prvych n séitanci se ziejmé anuluje; dostaneme tak posledni, tj. n-tou rovnici
(n—1)

AT e T = b

Nalezené soustava

C/lyl + -+ C;Lyn = 0,
/] A
S + -+ CnYn = 0,
-1 -1
G b A =
pro neznamé funkce cf,...,c, ma regularni matici, proto se problém redukuje na nalezeni n
primitivnich funkci k n spojitym funkcim, ¢imz ziskdme potiebné partikularni feseni. Podotykame,
ze zde uzivame Cramerovo pravidlo zndmé z algebry, pomoci kterého vyjadiujeme ¢}, ..., c,

ve tvaru podilt spojitych funkei (délime wronskidnem fundamentalniho systému feseni).

Popsana metoda se nazyva metoda variace konstant. Jeji aplikace na konkrétni pripady muize
byt velmi pracné, zejména pokud ji provadime ,rucné“.

Vratme se k problému uréeni fundamentalniho systému feSeni rovnice (3.2). Ve specidlnim
pripadé, kdy mé rovnice (3.1), resp. (3.2), za koeficienty ay, .. ., a,, konstantni funkce na (c, d), mi-
Zeme prevést tlohu nalézt fundamentélni systém Feseni rovnice (3.2) na ryze algebraickou ulohu.
Zduraznéme, ze nasim cilem je najit pro pripad takové rovnice (3.2) s koeficienty aq,...,a, € R
redlné funkce (na R), tvofici fundamentalni systém feseni (3.2). To budeme, alespori v jednodu-
chych pripadech, umét.
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3.2 Redukce radu rovnice

------

rovnici Pp(z) = 0, kde P, je polynom stupné n > 2, pak znalost jednoho kofene polynomu P,, ndim
umoziuje prevést tuto tlohu na feseni rovnice P,_1(x) = 0, tj. snizit ¥ad rovnice o 1. Podobnou
vlastnost maji i linearni diferencidlni rovnice. Resime-li rovnici L(y) = 0, kde L je linearni
diferenciélni operator fadu n a zndme jedno (nenulové) feseni rovnice u, polozime y(z) = v(x)u(z)
a dosadime do feSené rovnice. Obdrzime linearni diferencialni rovnici fadu n. Jelikoz vSak Cu(z)
je feSenim rovnice L(y) = 0, musi mit nové vznikla rovnice feSeni v(x) = C, takze v ni bude ¢len
fadu 0 chybét. Nové vznikla rovnice je rovnici (n — 1)-ho f4du pro nezndmou funkci v'(x). Postup
nazorné ukazuje nasledujici trividlni priklad:

P¥iklad 3.2.1. Reste rovnici
(22 — 32%)y" + 4y + 62y =0, (3.6)
vite-li, Ze jednim feSenim rovnice je polynom P(z) = 2% — 2.

Snadno zjistime, Ze polynom P je skute¢né FeSenim rovnice (3.6). Podle postupu pro sniZeni fadu
rovnice dosadime do (3.6) y = v(z)(2? — 2) a obdrzime rovnici
v (=325 + 823 — 4z) + v/ (=623 + 42 + 42 —8) +v-0=0,
kterd po substituci v/ = z ptejde v linedrni rovnici 1. fadu
2/ (—32° + 82° — 4x) + 2(—623 + 4% + 42 — 8) = 0.

Tu jiz fesit umime; zbyva podotknout, Zze timto zptisobem najdeme druhé na P linedrné nezavislé
FeSeni, ¢imz ziskdme bézi prostoru FeSeni rovnice (3.6) a ze tato linedrni nezavislost je zarucena
pri tomto postupu i v obecnéjsim pripadé.

3.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty
Predpokladejme, ze rovnice (3.2), L(y) = 0, s konstantnimi koeficienty, tj. rovnice

ma FeSeni tvaru

y(z) = e, (3.7)

a pokusme se nalézt podminky charakterizujici volbu takovych «. Po zderivovani a dosazeni do
(3.2) obdrzime
L(e*) = e (" + a4t anozo) =0. (3.8)

Jelikoz plati e** # 0 pro vSechna a,z € R, musi byt roven 0 druhy cinitel. Staci tedy nalézt
a € R, které je kofenem tzv. charakteristické rovnice prislusné k (3.2)

Pla)=a"+aa" 14+ 4a,=0 (3.9)

a mame jedno (redlné) feSeni tvaru (3.7). Timto zpisobem piifazujeme operatoru L charakte-
risticky polynom P.

Avsak rovnice (3.9) nemusi viibec mit rediné kofeny: Zakladni véta algebry o existenci kofene
kazdé algebraické rovnice tvaru P(x) = 0, kde P je polynom stupné st(P) > 1, ndm jako disledek
dava pro rovnici stupné n, n > 1, existenci prdveé n obecné komplexnich koreni, pocitanych véetné
jejich nasobnosti. Vznikaji pfirozené otazky:
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1. Je-li charakteristicka rovnice pfifazend operatoru L z rovnice (3.2) tvaru
P(a) =0, (3.10)

pak jeji vicenasobné koreny davaji pouze jedno ,prirozené feseni“; jak lze nalézt cely fun-
damentalni systém FeSeni rovnice (3.2)?

2. Co délat s komplexnimi kofeny rovnice (3.10) v ptipadé, ze hleddme fundamentalni systém,
jehoz €leny jsou redlné funkce (P je polynom s redlnymi koeficienty)?

Vysledky jsou priihlednéjsi, interpretujeme-li je z hlediska komplexnich funkci redlné promeénné.
Jsou-li ay,...,q, (obecné komplexni) kofeny (3.10) a jsou-li tyto kofeny navzdjem rtzné, jsou

funkce

a1r a2

(e 77% 4
, e e

(&

feSenimi (3.2) a jsou navzajem nezavislé, tj. tvori fundamentélni systém. Pro jejich wronskian
dostaneme snadnym vypoctem

1, 1, ) 1
aq, ag, ) On
W[eM™, ... T ] = elorttan)w ; (3.11)
n—1 n—1 -1
al ’ Oé2 ’ ’ 042

pficemz determinant vpravo je tzv. Vandermonduv determinant; neni tézké dokézat, ze jeho
hodnota je rovna soucinu vSech dvojclenti (oj — o) pro 1 < j < k < n, a je tedy nenulova. Jsou-li
tyto kofeny vesmeés realné, ziskame tak fundamentalni systém slozeny z n realnych funkci.

Poznamka 3.3.1 (dulezitd). Ma-li charakteristicky polynom P v (3.9) pouze rediné koeficienty
ai,...,an, pak s kazdym kofenem o ma téz kofen a (¢islo komplexné sdruzené). Jestlize totiz je
P(a) =0, je také

0=Pla)=a"+aa" '+ +a,=@"+a(@)" + +ay, (3.12)
protoze aj = y.

Kdyz nékteré kofeny charakteristické rovnice ptislusné k (3.2) nejsou realné, dostavame feseni
rovnice (3.2) tvaru e** | kterd jsou pro komplexni o komplexnimi funkcemi realné proménné. Ta
jsou nad R nezavisla. Je-li totiz o = 3 +1iv, je @ = [ — iy a FeSeni (3.2) jsou tvaru

% (cosyx +isinyz) , €7 (cosyx —isinyz) .

Prejdeme-li k jejich vhodnym linedrnim kombinacim, které daji realnou a imaginarni ¢ast, dosta-
neme redlna feseni (3.2)

B B

e’ cosyr, €eFsinyr.

Z predchazejici tivahy nebo primym vypoctem snadno ovérime, Ze jsou to linedrné nezavislé funkce:

7 rovnosti

B B

c1e”F cosyxr + coe”F sinyx =0

dostaneme délenim %% # 0 a pak zderivovanim a délenim v # 0 dvojici rovnic:
c1cosyr +cgsinyr = 0,
—cysinyx +cpcosyr = 0.

Determinant matice této soustavy je roven 1 a tak méa tato soustava pouze trividlni feseni
Cl = Cy = 0.
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Poznamka 3.3.2. Zbyva vyfteSit pfipad vicendsobnych kofeni. Motivaci ndm bude tvaha:
Jestlize jsou a1 # ay redlnd ¢isla, kterd jsou kotfeny (3.10), je

eMT _ 00T X2 (e(al —a2)r __ 1)
== X
o — g (1 — ag)x

rovnéz Feseni (3.2). Predstavime-li si, ze dvojnasobny kofen vznikd ,splynutim“ dvou kofent,
muzZzeme provést experiment: Pfi oy — a9 ma zlomek vpravo zrejmé limitu ze“?*. To nas vede
k domnénce, ze tato funkce je rovnéz fesenim (3.2). Skutecné, ma-li charakteristickd rovnice
napf. jediny dvojnasobny kofen a1, je pak mozné upravit (3.8) na tvar

L(e®) = e (o — o)} (o — ag) ... (v — o) .

Proto se jak prava strana rovnosti, tak i jeji derivace vzhledem k «, anuluje pro o = a1, a je
proto i

9
Jda

Obecnéji, je-li a1 kofenem nésobnosti s1, jsou feSenimi funkce

[L(eo‘”c)]a:a1 = L(eM*") =0, [L( eax)] e L(ze™*) =0.

a1z a1

Mt gem® o psiTlgar

a snadno si pfedstavime, jak vypada situace v ptripadé, ze je nasobnych kofent vice.
Takto nalezena feseni jsou patrné linearné nezavisla. Ovéfeni spravnosti této domnénky neni

N 4

(Gtenafr muze najit dikaz ve druhém dile [35]).

Tvrzeni 3.3.3. Jsou-li aq,...,q, navzdjem ruzné koteny rovnice (3.10) s ndsobnostmi s1, ..., S,
ajes + s+ + s =n, pak

e et .| xsl_lealz,

eazx’ xeazx’ el xsz—leazx’ ( )
3.13

ek etk o gpSr—lear

tvori fundamentdlni systém teseni (3.2).

Pokud md charakteristicky polynom P redlné koeficienty, lze prechodem k vhodnym linedr-
nim kombinacim teseni prislusnych komplexne sdruZenym korenum dosdhnout toho, Ze vznikly
fundamentdlni systém je tvoren pouze redlnymi funkcems.

Priklad 3.3.4. Pro linearni diferencidlni rovnici 2. fadu
Li(y) =y" =3y’ +2y=0 (3.14)

ma jeji charakteristickd rovnice tvar A2 — 3\ +2 = 0. Jejimi riiznymi kofeny jsou ¢isla 1 a 2, proto
je fundamentalni systém FeSeni tvofen funkcemi e a e?* a jeji obecné feseni obvykle zapisujeme
ve tvaru

yzC’lem—i—C’gezx, C,C R,

coZ je popis prvki dvojrozmérného prostoru generovaného funkcemi e® a e??.

Podobné v piipadé dvojnasobného korene charakteristické rovnice pro rovnici

La(y) =y =2/ +y=0 (3.15)
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je tvoren fundamentalni systém feseni funkcemi e” a xe” a jeji obecné feseni je tvaru
y:C’lex—l—C'gazex, C,Cy e R.

Konec¢né pro rovnici
Ly(y) == y" + 4y + 13y = 0, (3.16)

jejiz charakteristickd rovnice A% + 4\ + 13 = 0 m4 dvojici komplexné sdruzenych kotfenti —2 4 3i
a —2— 3i, dostaneme jim odpovidajici dvé komplexni funkce e(=2T3)7 g o(=2-30)2  7Zeimg je (jde
vlastné o dva vzorce: prvnimu odpovidaji ,horni“ a druhému ,dolni“ znaménka)

e(—2:|:3i)m

— e—2m(

cos 3z tisin3z).

Obé komplexni funkce redlné proménné maji (aZ na znaménko) shodnou redlnou a imaginarni
¢ast e~ 2% cos 3x a e~ 2% sin 3x; tyto funkce rovnéz tvori fundamentélni systém feseni rovnice (3.16).
Jeji obecné (redlné) feSeni je proto tvaru

y=Chre 2% cos 3z + Coe *sin3z, C1,Cy cR.
O spravnosti téchto jednoduchych tvrzeni se lze presvédéit pfimym vypoctem.

Existuje ,,jednoduchy trik“, ktery umoziiuje snadno, bez pouziti dalsi integrace, kterou
bychom provadéli pfi uziti variace konstant, nalézt partikuldrni feSeni rovnice (3.1) pro speci-
alnt pravé strany. Je vhodné si pamatovat jeho ,komplexni verzi“, ze které snadno plyne postup
v ,realném piipadé“.

Jestlize je pravd strana b(x) rovnice (3.1) tvaru

flx)eM,

kde f je polynom stupné r (s kompleznimi koeficienty) a X\ € C, pak klademe k = 0 pro pripad
P(\) # 0, respektive k =, nasobnost kofenu A charakteristického polynomu P “, a rovnice (3.1)

md partikuldrni Tesent tvaru

:Ek g(:E) e)mc

Y

kde g je polynom (s komplexnimi koeficienty) téhoz stupné r jako f.

Ostatni pfipady pravych stran typu f(z)cosz, resp. f(z)sinz apod. jsou v tomto piipadu
zahrnuty, ¢tenar si je vsak musi samostatné promyslet. Jelikoz pfi aplikaci metody zaroven ovéru-
jeme, ze predpokladané feseni je skutecné partikularnim feSenim (3.1), nebudeme tento trik nijak
teoreticky zdivodnovat; viz [18], str. 128, [12], str. 52, nebo [32], str. 244. Praktickou ukazku
poskytuje nasledujici piiklad.

Piiklad 3.3.5. Navazeme na pfedchazejici P¥iklad 3.3.4. Resme rovnici
Li(y) =y — 3y +2y =22 +3. (3.17)

Kofeny pfislusné charakteristické rovnice pro (3.14) jsou éisla 1 a 2, prava strana (3.17) ma tvar
e%%(224-3) a 0 neni kofenem charakteristické rovnice. Protoze 2x+3 je polynom stupné 1, hleddme
partikularni feseni rovnice (3.17) ve tvaru €% (az + b) = azx + b, kde a,b € R. Po zderivovani a
dosazeni do (3.17) dostaneme rovnici

0—3a+2(ax+b) =2x+3,
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ze které snadno spoc¢teme a = 1, b = 3. Timto zptusobem jsme snadno urcili partikularni feseni
y1 = x + 3 rovnice (3.17), a proto je jeji obecné feSeni tvaru

y=2x+3+ Cre” + Coe®® .

Pro rovnici Ll(y) = wzezw vvvvvv

charakteristické rovnice pro (3.14); v tomto p¥ipadé hleddme partikuldrni feseni ve tvaru
y1 = e (ax® + ba® + cx) .

Konecné pro rovnici L (y) = e cos 2z uvazime, 7e jeji prava strana je realnou &asti funkce e(1+2)7,

a protoze komplexni ¢éislo 1+ 2i neni kofenem charakteristické rovnice pro (3.14), hleddme v tomto
pripadé partikularni feseni ve tvaru

y1 = ae” cos 2z + be” sin 2z,

kde a,b € R. Podobné pro rovnici La(y) = e”(z + 3) hleddme partikularni feSeni ve tvaru
y1 = e“(az® + bx?), protoze &islo 1 je dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice pro (3.15).

Koneéné pro rovnici L3(y) = x%e~2% sin 3z hleddme partikularni fesen{ ve tvaru

2

y1 = (az® + bx? + cx) e ** cos 3z + (da® + fx? + gx) e " sin 3z,

kde a,b,c,d, f,g € R, protoze komplexni ¢isla —2 + 3i jsou jednoduchymi kofeny charakteristické
rovnice pro (3.16).

Poznamenejme, Ze je pak jiz jen zalezitosti poc¢etni praxe odhadnout, zda je vyhodnéjsi pouzit
variaci konstant nebo ,hadani“ tvaru feseni. Pokud se zbavime nutnosti hledat primitivni funkce,
neznamena to zdaleka, Ze jiny postup je ¢asové méné vyhodny. Podrobny vyklad metody nalezne
Ctendf napf. v [18], str. 128.

Priklad 3.3.6. Dostatek praktickych pfiklad@ na uziti rovnic vyssich f4dd poskytuje napft. fy-
zika. Rovnice

Y+ 2ay + W’y =0
sw >0 as a=0 jerovnice tzv. harmonického linearniho oscilatoru. Jejim netrividlnim obecnym
fegenim (cf + 3 > 0) jsou funkce

y(t) = cpcoswt + cosinwt, teR. (3.18)
Polozime-li C' = (c% + c% )1/2 > 0, pak existuje tg € R tak, ze je
y(t) = Csin(wt + o) .

Cislo C je tzv. amplituda a t, faze. Jestlize je a > 0, pak povaha feSeni rovnice (3.18) zavisi na
vztahu w a a. Reseni popisuji silné tlumené (a > w), kriticky tlumené (a = w) ¢i slabé tlumené
(a < w) kmity. Viz napt. [17], str. 76 a nésl. Tam také ¢tenaf nalezne mnoho pfikladi aplikaci
teorie (obyéejnych) diferencidlnich rovnic.

3.4 Ukazky pouziti

V této Casti se nesnazime budovat hlubsi teoreticky zaklad, spiSe jen ukazujeme nékteré typy
aloh, které s latkou této kapitoly souviseji.

Priklad 3.4.1. ODR se ¢asto vyskytuji jako aparat k popisu raznych systému kiivek. Ukazeme
si rovnici popisujici vsechny kruznice v roviné R2. Resime tak vlastné obracenou tlohu : Rovnici
nefesime, ale hledame jeji tvar.
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Kazd4 kruznice v R? je uréena svym stiedem S = [a,b] a polomérem r > 0. Hleddme jejich popis
pomoci grafti funkei, vyhovujicich jisté ODR. Systém vSech rovnic takovych kruznic

(x —a)? + (y —b)? =r? (3.19)

je tedy zéavisly na tfech parametrech a, b, c¢. Rovnici (3.19) tfikrat zderivujeme, trochu upravime
a dostaneme (funkce y zavisi na x)

(x—a)+(y—by =0,
1+ (y—by" + (y)* =0,
(y—by" +3yy" =0.

Vidime, Ze tfeti rovnice obsahuje jiz jen jediny parametr b. Ten vylou¢ime tak, Ze srovname vyraz
b )
(y — b), které obdrzime ze druhé a ze tfeti rovnice. Dostaneme tak hledanou rovnici ve tvaru

y'(L+ ()% —3y'y" =0.

Uvédomte si, Ze rovnice popisuje pouze ,horni“ a ,dolni“ oblouky kruznic bez konco-
vych bodt, to vsak je dédno nasi volbou popisu, kdy jsme automaticky predpokladali, Ze
»y je funkci proménné x.

Piiklad 3.4.2. V navaznosti na Pfiklad 2.4.1 a na piedchézejici Priklad 3.4.1 zkoumejme systém
kfivek popsanych rovnici
z(y? = 1) +y(@® - 1)y’ = 0.

Ukézeme si, jak se obtiz s popisem pomoci funkci dd obchazet (jde o ilustraci, nebudujeme
zadnou teorii!). Casto se setkdvame s tim, Ze derivaci 4’ zapisujeme jako jakysi ,,podil* dy/dx.
Nahradime derivaci timto vyrazem a upravime rovnici na tvar:

z(y? —1)dz +y(2? —1)dy =0. (3.20)

Pak rovnici upravime za predpokladu, Zze z # +1 a y # +1, na tvar

z Y
d dy =0.
o a:+y2_1 Y

Predchozi vyjadfeni postrada zatim smysl, je jen formalni Gpravou. Abychom pfesli k nééemu
smysluplnéjsimu, doplnime znaky integralu pfed oba zlomky a integrujeme (v prvnim piipadé
vzhledem k z a ve druhém vzhledem k y):

log |22 — 1| +log |y? — 1] = log |C].
Odtud po ,,odlogaritmovani“ dostaneme popis
(22— 1)y~ 1) = C.
Zde proménné x a y vystupuji symetricky a pro riznd C lze odsud vyjadfit « v zavislosti na
y, nebo y v zavislosti na x. Uvédomte si téz, ze vyloucené hodnoty popisuji pfimky o rovnicich

r=1,z=—-1lay=1,y = —1, coz jsou grafy funkci dvé jsou funkcemi proménné x a dvé
funkcemi proménné y), které jsou rovnéz Fesenimi ,zesymetrizované“ rovnice (3.20).
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3.5 Cviceni

1. Jsou funkce f(z) = 14z, g(x) = 1—x linedrné nezavislé v prostoru vsech polynom (s realnymi
koeficienty) stupné nejvyse 2?7 [ano]

2. Jsou funkce f(z) =1, g(z) = sinz, h(x) = cos 2z linedrné nezavislé v prostoru vsech spojitych
funkci na R? [ano]

3. Jsou funkee f(z) = 1, g(z) = sin® x, h(x) = cos 2x linedrné nezévislé v prostoru viech spojitych
funkci na R? [ne]

4. Ukazte, ze funkce fi(z) = exp(Ciz) a fa(z) = exp(Caz) jsou pro C7 # Co linedrné nezavislé
na libovolném intervalu (c, d).

5. Necht f1, fo € CW((c,d)) jsou linedrné nezavislé funkce na (c,d). Ukaite, ze pak téz funkce
Cyf1+ Caofe a Dy fi + Dafs jsou pti C1 Dy — CoDy # 0 linedrné nezavislé funkce na (c,d).

6. Jsou funkee fi(z) = 22 a fi(z) = x |z| linedrné nezavislé na intervalu (—1,1) ? Jak§ch hodnot
nabyva wronskian W[f1, f2](x) pro € (—1,1) ? [ano, i kdyz se wronskidn anuluje |

7. Ukazte, ze funkce y; = 1, y2 = —1, y3 = cos(x — C') jsou FeSenimi rovnice
2
(v) +y* =1
a naleznéte alesponi t¥i jeji riznd maximalni feSeni, pro néz je y(0) = 1!  [Takovych FeSeni je

nekoneéné mnoho (obrazek je velkou pomoci). P¥iklad ukazuje, Ze u obecnéjsich rovnic je ¢asto
situace slozita. |
8. Urcete obecné feSeni rovnice

y"—y =01  [y=C1+ Coe” + Cse "]
9. Urcete obecné feseni rovnice
y" —5y" + 8y — 4y =0! [y(x) = Cre” 4 e** (Cy + C3z) ]
10. Urcete obecné feseni rovnice
y' + 2y +5y=0! [y(z) = e *(C1 cos 2z + Cysin2z) |
11. Urcete obecné feseni rovnice

y@ 42y +y=0! [y(z) = (Cy + Caz) cosx + (C5 + Cyzx) sinx |

12. Urcete obecné feSeni rovnice
y" —y=2x+1—4cosx + 2!

[ UvaZzujte nejprve postupné pfipady rovnice s pravymi stranami b(z) = 2x+ 1, b(z) = 4cos x
a b(x) = 2e* a odtud odvodte tvar obecného Feseni

y(z) = Cy +Czem+cge_x—:£2 — 1+ 2sinz + ze®]

13. Nékteré specidlni rovnice lze prevést na linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty. Tak napft.
pro Eulerovu rovnici

2"y 4 apz" YY) 4 e, ay - any = b(x)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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staci pouzit substituci x = €%, resp. z = logz. Nebudeme pripad této rovnice podrobnéji

rozvadét, pokuste se vSak na zakladé uvedeného navodu fesit rovnici
22y" — 2xy + 2y = 22 + 2!
[Rovnici pfevedte na tvar 3’ — 3y’ + 2y = e?* + 2 a transformaci jejiho feseni

y(2) = Cre + Coe** + ze** + 1

dostanete

y(z) = Crz + Coz® + 2% logz + 1.]

Podobné jako v predchozim cviceni feste diferencialni rovnice zavislé na n € N
" /
22y" — 3xy’ + 3y = 2"
[Substituci = = e?, resp. z = log x pfevedeme tlohu na FeSeni rovnice

y// _ 4y/ + 3y = "

a po navratu k ptivodni proménné dostanete y(z) = Crx + Coz® + 2" (n? — 4n + 3)71.]

Najdéte obecné feseni rovnice
y" — 3y + 2y = 3e2*!
[y(x) = C1e® + Cre®® + 3z e ]

Najdéte obecné feseni rovnice
y" — 4y + 4y = 2(sin2z + z)!

[y(z) = (C1 + Cox) e®x + Fcos2z + 3 (z + 1) ]

Najdéte obecné feseni rovnice
y///_4y//+5y/ _ 2y — 2:1:"‘3

[y(z) = (C1 + Cax) e® + C3e?* — z — 4]

Najdéte obecné feseni rovnice
5

3
[y(x) = ?5:_0 — % + C122 4 Coz + C3 +C'4cosx+05sin:n]

Najdéte obecné feseni rovnice
5 3

[y(x) = g—o — % + C122 4+ Coz + C3 +C'4cosx+05sin:p]

Ve vzorci (3.11) jsme se setkali s tzv. Vandermondovym determinantem, jehoZ vypocet byva

provadén v udivu z algebry. Spoctéte jeho hodnotu, tj. dokazte, Ze plati

= I (ay—aw)

1<j<k<n
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[Navod : Snadno vidime, zZe
1 1

o o = (042 —al).

K dokonceni diukazu postaci matematickd indukce a elementarni vzorec
(@ —b") = (a—b)(a" ' +a" b4+ ab" 2 b

spolu s metodami vypoc¢tu hodnot determinantt, které je nutno vyuzit pfi druhém indukénim
kroku. |



Kapitola 4

Systémy linearnich diferencialnich
rovnic

Mnoho fyzikalnich a technickych tuloh 1ze popsat systémem diferencialnich rov-
nic. Takové systémy lze relativné snadno sestavit; otazky nalezeni Teseni jsou

vvvvvv

soustavami, kdy neznadmé funkce zavisi pouze na jediné proménné (v praxi ¢asto
vyjadfujici ¢as t). Derivace podle proménné ¢ se ¢asto znaéi teckou. Déale se bu-
deme zabyvat systémy diferencidlnich rovnic. V této ¢asti budeme uzivat dalsi
poznatky z algebry. Nasledujici vyklad ukazuje jejich vyuziti. Uvodni ilustra-
tivni piiklad nam ukéze, ze se budeme moci omezit, podobné jako jiz dfive, na
systémy (soustavy) rovnic prvniho fadu.

4.1 Motivace

Priklad 4.1.1. Mechanickou konfiguraci, v niz je na pruziné o tuhosti k1 zavéSeno zévazi o
hmotnosti m1, na kterém je na pruziné o tuhosti ko zavéSeno zavazi o hmotnosti meo, popisuje
systém

miy] =mig — kiyr + ka(ye — y1)
mayy =mag — ka(y2 — y1).

vz

Predpokladame, ze kromé gravitacni sily neptisobi na systém zadné dalsi vnéjsi sila. Funkce y1 a y
popisuji vychylky zévazi od rovnovazného stavu. Pomoci substituce v} = (1/m1)ys, y5 = (1/m2)ya
dostaneme systém prvniho fadu

y1 = (1/m1)ys,

yy = (1/m2)ya,

Yz = mig — kry1 + ka(y2 — 1) ,
Yy = mag — ka(y2 — y1) .

Predesly priklad lze snadno zobecnit: kazdy podobny systém lze analogicky pfevést na systém
prvniho fadu. Déle ukdzeme, jak ve specidalnich pFipadech tesit systém (soustavu) diferencidlnich

43
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rovnic prvniho fadu

yll = fl(l'vyl)y%"'ayn))
yé = f2($7y17y27"'>yn)7

y;z = fn(waylay27- . 7yn)7

ktery jsme zkracené zapisovali ve vektorovém tvaru

y = f(z,y),
a pro ktery mame ,lokalni“ existen¢ni Vétu 2.3.1.

Piiklad 4.1.2. Snadno zjistime, Ze vektorova funkce u(t) = (cost, sin?t),
t € (0,7) je feSenim soustavy

v = yity— V-1

Yy = 2y1\/y_2.

Chceme-li systém prakticky Fesit, jsou zjednoduSeni nutné: omezime se proto na linearni
systémy. Obecné jde totiz o slozity problém, avsak, stejné jako vySe, pro specialni pfipady je k
dispozici pomérné jednoduché teorie. Budeme se tedy zabyvat systémem

1(z)yr + ar2(z)y2 + - - - + a1p () yn + b1(x) ,

a
az1(z)y1 + az(x)y2 + - - - + agn(x) yn + ba(x),

: (4.1)
Yn () = an1(2)y1 + ap2(2)y2+ -+ + apn(2)yn + ba(z),
ktery budeme zapisovat ,,maticové“ ve tvaru
y = A2)y + b(z);
zde y a b chapeme jako sloupcové n-rozmérnée vektory, A je Ctvercova matice typu n X n, jejimiz

prvky jsou (redlné) funkce. Pfitom budeme pfedpokladat, Ze aj; a b; jsou spojité funkce na
otevieném intervalu I C R. V tomto piipadé pro kazdy bod [x,y°] € I x R" existuje podle

Véty 2.3.5 pravé jedno feseni o = (p!,..., ") definované na intervalu I, spliiujici podminku
e(xo) = 9°.
Neni prili§ prekvapujici, Ze budeme uvazovat opét dva systémy rovnic, a to jednak systém
Yy =A(@)y +b(x), (4.2)
a pak systém
y =A)y. (4.3)

Postupné odvodime tvrzeni, ktera budou obdobné jako v pripadé jediné linearni diferencialni
rovnice n-tého radu.

Lemma 4.1.3. Vsechna tesent systému (4.3) definovand na tomtéz intervalu tvori linedrni pros-
tor. Specidlné to plati pro vsechna maximalni resent.
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Dikaz. Pro feSeni yq, y, systému (4.3) a ¢1, co € R ziejmé plati
(c1y1 + c2yp)' = c1A(2)y) + 2 A(2)ys = A(z) (c1y) + c2y2) |
coz dokazuje tvrzeni. O

Nyni ukadzeme, ze tento prostor mé dimenzi n. Nejprve budeme fesit dtlezitou otazku, kdy

jsou n-rozmérné vektorové funkce g, (z) = (gi(z), g2(x),...,9%(x)), x € I, k =1,...,n, linedrns
nezavislé na intervalu I C R. Jsou-li linedrné zavislé, pak musi existovat netrividlni linearni
kombinace téchto vektort s koeficienty ¢ = (¢, co, ..., ¢,) tak, ze (vektorova) funkce

c191(2) + -+ + cngn(r) =0,

tj. tato kombinace je n-rozmérnym nulovym vektorem v kazdém bodé x € I. K tomu je nutné,
aby determinant matice, jejiz sloupce tvori vektorové funkce g,(z),...,g,(z), * € I, byl na I
nulovou funkci. Determinant funkéni matice, jejiz sloupce tvoii funkce g;(z),...,g9,(z), z € I,
m3 analogické vlastnosti jako diive zavedeny Wroénskiho determinant. To ndm bude voditkem pro
dalsi postup.

Pomoci Véty 2.3.5 o jednoznacnosti najdeme n linedrné nezavislych feseni

ylz(y]]:7y%7"'7y?)7"'7yn:(y317y317"'7yz)7
ktera spliiuji rovnici (4.3) a pro néjaké xg € I podminku
yi(zo) =€, k=1,...,n; (4.4)

vektor e* je standardni souradnicovy vektor (0,0,...,1,...,0), ktery m4 k-tou soufadnici rovnou
1, zatimco ostatni jsou rovny 0. ReSeni jsou opravdu linedrné nezéavisla, protoze z > ;_, cxy, =0

plyne dosazenim xy rovnost
n n
k
Z kY (o) = che =0.
k=1 k=1

Protoze €*, k = 1,...,n, jsou linearné nezavislé, plyne odtud ¢; = ¢y = --- = ¢, = 0.
Lemma 4.1.4. Vsechna mazimalni reseni systému (4.3) tvori linedrni prostor dimenze n.

Diikaz. 7 predchozi Gvahy vyplyva, ze dimenze tohoto prostoru je alespon n. Je-li y* libovolné
fesen{ systému (4.3), je y*(wo) = h = (R}, h%,... A7) a y*(x0) = Y 1, hke*. Pak podle véty o
jednoznaénosti je y*(z) = > p_, hFy;(z) pro viechna z € I. O

Jsou-li funkce g4, ...,g,, resp. jejich slozky g;?, 4,k =1,2,...,n, funkcemi z C*(I), je i jejich
determinant funkci z C*(I). Pfitom je pro linearné zavislé funkce roven 0 viude v I. UkaZeme, 7e
v pfipadé vektorovych funkci y,,ys,...,y,,, které jsou resenimi systému (4.3), plati alternativa
v ,siln€jsi“ podobé: je-li determinant matice (yf) rizny od 0 alespon v jednom bodé intervalu
I, je nenulovy ve vsech bodech I. Je-li totiz nulovy v néjakém bodé zy € I, existuje netrividlni
linearni kombinace takova, ze c1y,(z9) + - - - + cny,, (o) = 0. Pak podle véty o jednoznacnosti je

ayr(x) + -+ cnyp(r) =0

pro vSechna x € I. Jestlize srovname dosud nalezené poznatky s tim, co jsme odvodili pro linearni
rovnici n-tého fadu, vidime, Ze je celné i v tomto piipadé zavést pojem fundamentalniho
systému reSeni.
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Definice 4.1.5. Mnozinu kazdych n linedrné nezéavislych feseni systému (4.3) na intervalu (c, d)
nazyvame fundamentalni systém reSeni soustavy (4.3) na (c,d). Matici, jejiz sloupce tvori
fundamentélni systém maximéalnich feseni soustavy (4.3), nazyvame fundamentalni matici sou-
stavy (4.3). Budeme ji znac¢it Y := Y (z). Je tedy

Y(z)= |8 7 (4.5)
(LT S Vi

Dusledek 4.1.6. Determinant fundamentdlni matice systému (4.5) je na I vsude rizny od 0.

Piiklad 4.1.7. Uvazujme soustavu oby¢ejnych linedrnich diferenciélnich rovnic (OLDR)

1 0 O
y=Ay, kde A= 3 1 -2 |. (4.6)
2 2 1
Ovétime, ze
2e” 0 0
ylz)= —2¢* |, Y*@)=| e®cos2z |, v3(zx)= e” sin 2x
3e” e¥sin2x —e¥ cos 2z

tvori fundamentélni systém feSeni soustavy (4.6). Je (z praktickych divodi pfejdeme k oznaceni
derivaci pomoci teéek):

2¢€” 0
9iz)=| —2¢* |, ()= e®cos2zx—2e"sin2z |,
3e” €% sin 2z + 2e” cos 2x
0
93 (x) = e sin 2z + 2e* cos 2x

—e® cos 2x + 2e* sin 2x

Po dosazeni do (4.6) zjistime, ze y*, k = 1,...,3, jsou FeSenimi dané soustavy. Abychom ovéfili,
Ze tato TeSeni tvori fundamentalni systém, stac¢i spocitat hodnotu determinantu
2 0 0
detY(0)=det| —2 1 0 | =-2.
3 0 —1

Protoze je determinant det Y (0) rizny od nuly, tvoii y', y? a y® fundamentalni systém. Funda-
mentalni matice pro soustavu (4.6) ma tvar

2¢” 0 0
Y(x)=| —2¢" e"cos2z e”sin2x . (4.7
Je® e’sin2x —e®cos2x

Metodou nalezeni fundamentélniho systému FeSeni pro soustavy typu (4.6) se budeme zabyvat
pozdéji v kapitole 5.

Ozna¢ime-li ¢ = (¢1,c2,...,¢,) sloupcovy vektor, miZeme zkrécené zapisovat obecné teseni
jako maticovy souéin y(z) = Y (x) c. Snadno nahlédneme, Ze i v tomto pfipadé plati analogicka
tvrzeni jako pro lineadrni rovnici n-tého radu; jejich dikaz by byl jen opakovanim uvah, které
jsme jiz jednou provadéli a které maji elementarni charakter. Shrneme tyto poznatky do jediného
tvrzeni:
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Tvrzeni 4.1.8. Obecné teseni systému (4.3) obdrzime jako mnoZinu vsech linearnich kombinact
fundamentdlniho systému Teseni soustavy (4.3); zdvisi tak na n parametrech, ktergmi jsou koefi-
cienty této linedrni kombinace. Rozdil kaZdych dvou teseni systému (4.2) je feSenim (4.3). Proto
obecné Teseni systému (4.2) obdrZime jako (mnoZinovy) soucet obecného teseni systému (4.3) a
(jednoho) partikuldrniho TeSeni systému (4.2).

4.2 Variace konstant pro systémy

Jestlize zndme fundamentalni systém Feseni systému (4.3), mizeme pro uréeni partikularniho fe-
Seni systému (4.2) uzit metodu variace konstant. P¥i jejim odvozeni pouzijeme vyhodny maticovy
zapis. Budeme hledat feSeni systému (4.2) ve tvaru

kde sloupcovy vektor ¢(z) je (vektorovou) funkci na intervalu I a Y (z) je fundamentalni matice
systému (4.3), ktera je tedy regularni v kazdém bodé = € I a jejiz prvky jsou spojité funkce na
I. Pro toto reSeni dostaneme

Y'(z)e(z) + Y (z)cd(z) = (Y () c(;n)), =A(x) Y (z)c(x) + b(z).

Protoze Y'(z) = A(z) Y (), porovndnim vyrazi stojicich vlevo a vpravo vyplyvd, ze Y (z) ¢/(z) =
b(z), z € I, a tedy
c(x) =Y 1 (z)b(z).

Inverzni matice Y ! je reguldrni v kazdém bodé x € I a jeji prvky jsou spojité funkce na I;
to plyne z vlastnosti Y a ze vzorce pro vypocet prvki inverzni matice. Proto na pravé strané
predchézejici rovnosti stoji spojita vektorova funkce. Integraci posledni rovnosti (v mezich xg a
x) dostaneme pro kazdé x € I vzorec

c(z) = c(xg) + /w Y L(t)b(t)dt .

Véta 4.2.1. Jestlize jsou maticovd funkce A a vektorovd funkce b spojité na otevieném intervalu
I CR ajelixg € I, md Cauchyho pocdtecni uloha pro systém
y' = A(x)y +b(z), ylzo) =9y°,

prdvé jedno teseni na I pro kaZdy bod y° € R™. Toto Teseni je popsdno vzorcem
x
y(@) = Y (@)Y L(20)y° + Y(2) / Y l()b(t)dt, wel. (4.8)
o

Dikaz. Pro dikaz spravnosti vzorce si sta¢i uvédomit, ze vyraz vpravo je v bodé xg roven vek-
toru 4. ]

Priklad 4.2.2. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro rovnici zapsanou v maticovém tvaru

1 0 0 0 0
y=[31 -2 |y+ 0 , y0)=1|[1|. (4.9)
2 2 1 e® cos 2x 1

Zde je xg = 0. Porovnanim s Ptikladem 4.1.7 vidime, ze feSime obdobny pfiklad, tentokrat vSak
s nenulovou vektorovou funkei b. Fundamentalni matici homogenni soustavy jiz zname, je popsana



48 Systémy linearnich diferencialnich rovnic

v (4.7). Abychom mohli uzit vztah (4.8), musime vypocitat Y ~1(t) a Y ~1(0). Po snadném, ale
ponékud pracném vypoctu obdrzime

1
5 0 0
2
Y Yz) = cos2z — 3sin2z cos2z sin2z e ",
sin2:n—|—%cos23: sin2x —cos2x
a tedy
0 0
-1
Y 0= 01 0
30 -1

Dosazenim do (4.8) mame

@) = Y(@)Y(0) v+ Y(2) /0 Y1) br) dt =

0 z 0
= e"| cos2x —sin2z | + X(z) / cos2tsin2t | dt =
cos 2x + sin 2z 0 —cos? 2t
0 0
= €| cos2z—sin2z | +X(z) | 3(1—cosdz) | =
cos 2z + sin 2z -5 — % sin 4z
0
= e | cos2z—(1+ 1z)sin2z

(14 32)cos2z + 2 sin2x
Poznamka 4.2.3. Predpokladejme, Ze jsme nalezli jedno feSeni yp(z), x € I, soustavy
Y (z) = A(z) y(z) + b(z). (4.10)

Takové feSeni budeme zpravidla nazyvat partikularni FeSeni (proto uZzivame index ,P*). Nasim
cilem je nalézt vsechna Teseni uvedené soustavy na intervalu I, a tak polozime

z(z) = y(z) + yp(2)
a dosadime do (4.10). Postupné dostaneme:
Z(x) = y'(x) + y'p(z) = A(2) y(z) + A(2)yp(z) + b(z).

Odtud plyne, ze kazdé feseni z(x), x € I, soustavy (4.10) je sou¢tem partikularniho feseni yp(x)
a néjakého feseni homogenni soustavy

y'(z) = Az) y(2).

Je-li interval I maximalni, tj. pracujeme-li s maximalnimi feSenimi, ziskdme timto zptsobem
v8echna maximalni Feseni soustavy (4.10), tj. jeji obecné feseni. Budeme-li chdpat symboly ,mno-
zinové®, pak ve zfejmém smyslu pro obecné feSeni y,p plati

yop(r) =ypu(z) +yp(z), z€l,
kde yz(z) je libovolné FeSeni homogenni soustavy
Y'(z) = A(z) y(z).

Strukturou obecného feseni homogenni soustavy jsme se jiz zabyvali.
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Priklad 4.2.4. UkaZme si je$té jiné feSeni P¥ikladu 4.2.2. S ohledem na pFedchozi poznamku lze
Cauchyovu tlohu (4.9) fesit nésledujicim zptisobem, ktery byva v konkrétnich situacich zpravidla
jednodussi: Ozna¢ime ', i = 1,2,3, feseni homogenni soustavy (4.9), tj. sloupce matice Y (x)
v (4.7). Hleddme neznamé funkce ¢, = ¢ (z), k = 1,2, 3 tak, aby

u(z) = c1(z) u () + coz) u?(z) + c3(x) ud(x)

bylo feSenim soustavy (4.9). Uzijeme ,fyzikalni“ symboliku a budeme opét derivaci znacit teckou.
Snadno zjistime, zZe

a(z) = é(z) ul(z) 4 éo(x) ul(z) + é3(z) ud(z) + e (z) at(z) + e (z) W3(x) + e3(z) 0(z).

Dosazenim do soustavy (4.9) a vyuzitim faktu, ze u*(z) = A(x)uF(z), k = 1,2,3, dostavame
soustavu (algebraickych rovnic) pro neznamé funkce:

2e” 0 0 0
é(z) | —2e" | +éo(x) | e¥cos2x | + ¢é3(x) e’ sin 2z = 0
3e* e® sin 2x —e® cos 2x e® cos 2x

Celou soustavu vydélime kladnou funkci e” a z prvni rovnice soustavy mame
¢1(x) =0, atedy ci(x)=0

(konstantu lze volit libovolné, pro usnadnéni je zpravidla vyhodné volit nulu). Dalsi rovnice
soustavy pak maji tvar:

¢o(x) cos2x + ¢3(x)sin2x = 0

¢o(x)sin2x — é3(x) cos2z = cos2x.
Jak snadno spocteme, je determinant této soustavy roven —1, a tedy hledané fesSeni jsou:

¢a(x) = sin2zcos2x

é3(r) = —cos? 2.

Po integrovani (integra¢ni konstanty volime opét nuly) mame:

1
éo(x) = 3 (1 — cos4zx)
1
cs(x) = —% ~3 sin4zx.
Partikularni feseni mé tedy tvar
1 0 z 1 0
up(zr) == (1 —cosdx) | e*cos2x | — (— + —sin 43:) e” sin 2z
8 e 278 N
e’ sin 2z —e” cos 2z

Z teSeni prikladu na str. 46 vime, Ze libovolné feseni homogenni soustavy (4.7) lze psat ve tvaru

2e” 0 0
ug(x)=C1 | =2 | +Cy| e*cos2z | +Cs e® sin 2x
3e* e” sin 2x —e® cos 2z

kde C, k =1,2,3, jsou konstanty. Obecné feseni soustavy (4.9) mé tvar

’uOB(:L') = uH(x) + uP(x)
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Abychom nalezli feSeni Cauchyovy tlohy, musime urcit konstanty Ci, k = 1,2,3, z pocatecni
podminky. Dostavame soustavu linearnich algebraickych rovnic:

2 0 0 0 0
uOB(O) = -2 + Cy 1 + Cs 0 + 0 = 1
3 0 -1 0 1
Jak snadno zjistime, mé tato soustava (jediné) feseni C; = 0, Cy = 1, C5 = —1. Tedy hledané
feseni Cauchyovy tulohy je
2e” 0 0
u(z) = 0| —2¢" | +1| e®cos2z | —1 e” sin 2x +
3e” e’ sin 2z —e” cos 2z
0 0
1 x 1 .
+ = (1—cosdx) | e"cos2zx | — (— + < sin 4x) e” sin 2x
8 - 2 8 .
e’ sin 2z —e” cos 2z

Po tpravé dostavame hledané feseni Cauchyovy tlohy:

0
u(z) =e* [ cos2z — (1 + z)sin2x
(14 32)cos 2z + 2 sin2x

4.3 Cviceni

1. Reste soustavu obyéejnych linedrnich diferencialnich rovnic (OLDR)

1 - 0
y =Ay, kde A= 0o 1 —4
-1 0 4

[ Charakteristickd rovnice ma tvar

1+1  —1 0
det 0 14X —4 | =X+6A2+90=)XA+3)?=0.
-1 0 4+

Reseni je pak tvaru

-3z

4 Te -

y@)=C1| 4 | +Co| (2z+1)e™® | +C5| 273 | ]
1 (.Z' — 1) e 37 e 3z



Kapitola 5

Systémy rovnic s konstantnimi
koeficienty

Zatazeni této casti mé pomérné ziejmy charakter. V piedchozi ¢asti jsme po-
znali, ze jsme schopni nalézt metodou variace konstant obecné feseni soustavy
linearnich rovnic, pokud zname jeji fundamentalni systém feeni. Ten vsak obecné
nalézt neumime. Ukézeme si, jak je to — alespon teoreticky — mozné v pripadé,
ze jde o soustavu linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

5.1 TUvod

V dalsich odstavcich si pripomeneme nékolik pojmi z linearni algebry. Opét doporucujeme ¢tenaii
s hlubsim zadjmem o tuto partii, aby si pfislusnou latku eventualné prostudoval v [2]. Tento text
obsahuje totiz i kapitolu, v niz ¢tenar nalezne aplikaci teorie na feSeni systému diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty tvaru (4.3).

Definice 5.1.1. Je-li A matice typu n X n, jejimiz prvky jsou realna cisla, tj.

a1 a1 ... Qap1

aipa a22 ... Qp2
A= . _ N

alnp a2p ... Qpn

nazyvame polynom (symbolem E zna¢ime jednotkovou matici typu n x n)

ail — A a1 . e QAnl
ai12 agy — Ao an?2
P(\) = det(A — A\E) = det
A1n aon cee Qpp — )\

charakteristickym polynomem matice A'). Jeho kofeny se nazyvaji vlastni €isla nebo
vlastni hodnoty matice A, rovnice P(\) = 0 je charakteristicka rovnice pfislusna k A.
Mnozinu vSech vlastnich ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A a zna¢ime ji o(A).

1) Pokud se zavadi charakteristicky polynom pomoci matice (A\E — A), dostaneme stejné vysledky;
odpovidajici teorie se lisi jen nepodstatné.

51
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Definice 5.1.2. Je-li A vlastni ¢islo matice A, nazyvame kazdy nenulovy vektor v vyhovujici
rovnici Av = \v vlastnim vektorem matice A pfislusnym k vlastnimu ¢islu .

Poznamka 5.1.3. Vlastni vektory hraji dilezitou roli v mnoha aplikacich. Je-li A vlastni ¢islo
matice A, pak pro vlastni vektor v prislusny k A je A cv = A cwv, takze A transformuje podprostor
generovany v na tentyz podprostor, ktery je proto invariantni. V predchazejici definici vlastniho
vektoru jsme se omezili na nenulové vektory. Pro nulovy vektor v je Av = Av pro kazdé A € C,
coz je nezajimavy piipad. Na druhé strané piipoustime, Ze jak vlastni ¢isla, tak i vlastni vektory
mohou byt komplexni. Budeme pracovat i s komplexnimi funkcemi v roli feSeni, i kdyZ je nasim
konecnym cilem vyjadrit obecné feseni pomoci realnych funkci.

Priklad 5.1.4. Matice

1 -1 4
A=1[3 2 -1 (5.1)
2 1 -1

ma charakteristicky polynom

PO =—-1+N1-XN2-XN)+2+12-8(2—\)+
+(1=A)=31+XN)=1-NA-3)(A+2)

a jeji spektrum je tedy o(A) = {1, 3, —2}.
Nyni spoéteme vlastni vektor 2) v := vy, v = (v!,v?,03), matice A odpovidajici vlastnimu
¢islu Ay = 1, netrividlnim feSenim soustavy (A — 1E)v = 0, neboli v rozepsaném tvaru soustavy

0 —1 4\ /ot

3 1 —1|[®]|=0.

2 1 -2/ \?
Jejim FeSenim obdrzime vy = (v',v?,v3) = ¢(—1,4,1), c € R, ¢ # 0, coZ je popis vsech vlastnich
vektorti odpovidajicich vlastnimu ¢islu A\; = 1.

Podobné dospéjeme k vyjadieni vsech vlastnich vektorti odpovidajicich vlastnimu ¢islu

Ay = 3, které jsou tvaru v := vy, kde v = (vi,v%,03) = d(1,2,1), d € R, d # 0, a vsech
vlastnich vektort, které odpovidaji poslednimu vlastnimu éislu A3 = —2 a které jsou tvaru
v=w3 v= 12 v3)=e(-1,1,1),e €R, e #0.

5.2 Nalezeni nezavislych reseni

Je vhodné si nyni ukézat, k ¢emu nam vlastni ¢isla a vlastni vektory budou. Poznamenejme,
7e u linedrni rovnice n-tého fadu jsme hledali FeSeni ve tvaru y(z) = e’ a timto obratem jsme
prevedli problém na feseni algebraické rovnice stupné n. Nyni budeme hledat feSeni ve tvaru
y(x) = e’ v, kde v je vektor s konstantnimi slozkami (je to tedy vektorova funkce!). Dosazenim
do vySetfovaného systému dostaneme

XMy =y (z) = Ay(z) = Ae™wv,

coz nas privadi ke hledéani ¢isel A a (netrividlnich) vektort v, pro které plati \v = Aw, a tedy i
(A — AE)v = 0. V ptipadé, ze se ndm podaii takto najit n linedrné nezavislych feseni, bude tim
problém nalezeni obecného feseni systému y’ = Ay vyfesen.

2) Piivypoctu by se ndm dvoji indexy mohly plést, uzivaime proto zjednodusené oznaceni a pamatujeme
si, ze pocitdme vektor v; pfislusny k vlastnimu cislu A\;. Obdobné postupujeme i pfi vypoc¢tu dalsich
vlastnich vektort.
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Lemma 5.2.1. Necht v1,v2,...,v;, 1 < k < n, jsou nezavislé vlastni vektory, prislusné k (ne
nutné ruznygm) vlastnim éislim Ai, Ag, ..., \p, matice A. Potom
A A A
yi(r) = My, yo(x) = e vy, ..., yi(r) = e oy

jsou linedrné nezdvisld feseni systému y' = Ay.

Dikaz. Ovéime jesté jednou, Ze takto dostavame FeSeni systému: je
Yi(x) = APy = M\ v = M Ay, = AeM Ty, = Ay, .

. k . L . “ o
Polozme Zj:l ¢jy; = 0. Dosazenim = = 0 do linearni kombinace feSeni y; dostaneme

k k k

— CaNiT o — oy —
E ijj(w)‘mzo_ E cj et T E cjv; =0.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

S ohledem na nezavislost v1,vs,...,v; dostavdme ¢y = co = --- = ¢ = 0 a tedy i nezavislost
feSeni y1,¥Yg,- -, Yp- O

Priklad 5.2.2. Pro rovnici

/

y' = y (5.2)

=)
= O =
(e e

mé rovnice P(\) = A3 — 3\ — 2 = 0 kofeny A2 = —1 a A3 = 2. Dvojndsobnému koieni —1
odpovida soustava rovnic ekvivalentni s jedinou rovnici pro (t¥i) slozky vlastniho vektoru

vl 02+ 03 =0,

takze lze volit dva linedrné nezavislé vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu —1, a to
napi. v1 = (1,—1,0) a vo = (0,1,—1). Snadno zjistime, Ze k vlastnimu ¢islu A3 = 2 lze zvo-
lit vlastni vektor vs = (1,1,1) a nalézt tak obecné feseni rovnice (5.2) ve tvaru

1 0 1
y(@)=Cre ™ [ -1 | +Coe™™ | 1| +C3¢* (1|, CreR, k=123 zeR.
0 ~1 1

Priklad 5.2.3. Zkusime-li naproti tomu fesit analogicky jednoduchou rovnici

I _ 3 1
y_ _1 1 y7

jejiz charakteristickd rovnice A2 — 4\ + 4 = 0 ma dvojnasobny kofen A2 = 2, existuje pouze
jeding linedrné nezavisly vektor odpovidajici tomuto kofeni a ktery méa tvar v = (¢, —c), ¢ # 0.
To signalizuje mozné obtize pfi vyskytu vicenasobnych vlastnich ¢isel, protoze jeden nezévisly
vlastni vektor ndm poskytne pouze jedno netrividlni feseni, které nevytvdri bazi prostoru vsech
FeSeni rovnice.

V predchazejicich prikladech bylo mozné si povsimneout, Ze problémy nenastavaly v pfipadé,
kdyz vlastni ¢isla \;, kK =1,...,n, byla navzajem rtzna. To je zdkonité, plati totiz nasledujici

Tvrzeni 5.2.4. Viastni vektory vi,vs,...,vE, 1 < k < n, prislusné k riznym vlastnim cislim
A, A2, ...y A matice A jsou linedrné nezavisle.
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Dikaz. Budeme postupovat indukci. Pro £ = 1 je platnost tvrzeni ziejmé z definice vlastniho
vektoru. Pfedpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro (k—1) a odvodme jeho platnost pro k. Jestlize
pro ci,co,...,c € R je

LV +cove+---+cpvr =0, (53)

pak také plati

A(Cl’vl—i-Cg’Ug—l-”’—i-Ck’Uk):O;

Protoze jsou v; vlastni vektory piislusné k vlastnim ¢islim A;, j = 1,...,k, plyne odtud
CLAM VLI F+CaXvo+ -+ Apvp=0. (54)
Vynasobime rovnici (5.3) ¢islem Ay a vzniklou rovnost odeéteme od (5.4). Dostaneme tak vztah

c1(M — M) v +ea(ho — Ap)va+ -+ o1 (A1 — Ap) vp—1 = 0.

Predpokladali jsme, ze jsou vektory vy, vs,...,v_1 linedrné nezavislé; protoze jsou vlastni ¢isla
A1, A2, ..., A\ navzajem vesmeés rizna, vyplyva z predchazejici rovnostici =co =+ =cp_1 = 0.
Odtud dostavame i ¢, = 0 a tvrzeni je dokdzano. O

Priklad 5.2.5. NavdZeme na predchazejici Pfiklad 5.1.4, ve kterém jsme nalezli tvar vlast-
nich vektort pfislusnych k jednotlivym vlastnim ¢islim. Zvolme ¢ =d =e = 1; pak vektor
vy = (—1,4,1) pfislusi k A\ = 1, vektor vy = (1,2,1) vlastnimu éislu A = 3 a v3=(-1,1,1)
vlastnimu ¢islu A3 = —2.

Mame-li tedy Tesit soustavu, zapsanou v maticovém tvaru

1 -1 4
vy=13 2 —-1]|uy, (5.5)
2 1 -1

ve kterém matici na pravé strané rovnice jsme vysSetiovali v Prikladu 5.1.4, lze jeji obecné feseni
zapsat ve tvaru

-1 1 -1
y(r) =cp€e” 4l 43| 2| +ege 1], c1,c0,c3 €€ R, zeR. (5.6)
1 1 1

K feseni pocéatecni tlohy pro systém 4y’ = Ay neni tieba dalsi viklad, postup feseni je ziejmy.
Uvedeme proto jednoduchy ilustrativni priklad :

Piiklad 5.2.6. Reste rovnici s danou poéateéni podminkou

Yy = G f) y, y(0)= (;) : (5.7)

Snadno zjistime, ze vlastnimu ¢islu A\; = —1 odpovidéa napt. vlastni vektor v; = (—2,1) a vlast-
nimu éislu Ay = 3 odpovidé nap¥. vlastni vektor vy = (2,1). Obecné feSeni rovnice je tvaru

y(z)=Cre™” <_%>+Cge?’x<§>, z €R.

Dosazenim 0 za x dospéjeme s prihlédnutim k pocateéni podmince k rovnici

—1.0 [ —2 0f2 2
(e (2)-()
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jejimz fesenim vzhledem k neznamym C, Co obdrzime hledané feSeni pocatec¢ni ulohy

y(z) =e® <_%> 4 2e3® <%> r €R.

Situace je vSak ponékud slozZitéjsi, jestlize ma charakteristicky polynom P obecné komplexni
koreny. Hleddme totiz feseni vyjadfené pomoci redlngch funkei. Jsou-li prvky matice A realna
Cisla, mé i P realné koeficienty. Postupujeme pak analogicky jako v Poznamce 3.3.1. Kofeny P,
které nejsou realné, se vyskytuji v parech a jsou komplexné sdruzené. Necht tedy jsou A = 3 +iy
a A = 0 — iy vlastni ¢isla matice s redlnymi koeficienty A. Protoze pro vlastni vektor v prislusny
k )\ je Av = \v, dostéavame rovnosti?)

Av = Av =)v = \v,
takze v je vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu . Tyto vektory jsou podle Tvrzeni 5.2.4
linearné nezavislé. Oznac¢ime-li Re v = vy, Im v = vo, m4 rovnice y' = Ay nezavisla feSeni
yy(z) = %% (cos vz + isinvyz)(vy + ivy),

yo(z) = %% (cos v — isinvyz)(vy — ivy),

a tedy i nezavisla redind resent (1/2)(y; + y2), (1/2i)(y; — ys), tj.
e’ (vy cosyx — vy sinyz), €% (vysinyx + vy cosyx). (5.8)

Tak muzeme nalézt ke kazdému péru komplexné sdruzenych (rtiznych) vlastnich éisel dvojici
linearné nezavislych realnych feseni; pti vypoctu pak jiz staci k jednomu z komplexné sdruzenych
ruznych vlastnich ¢isel najit vlastni vektor a ze ziskaného komplexniho feSeni vzit jeho realnou
a imaginarni ¢ast.

Priklad 5.2.7. Urcdete obecné feSeni rovnice

10 0
vy=1(3 1 2]y, (5.9)
2 2 1

a vyjadrete je jako kombinaci redlnych feseni, tvoficich bézi prostoru vsech feseni soustavy.

Snadno uréime charakteristickou rovnici (1 — A)(A%2 — 2\ + 5) = 0 a jejim feSenim koteny
A =1, A3 = 1 £ 2i. Pro A; snadno spocteme, Ze lze za prislusny vlastni vektor v volit
napi. v1 = (2,—2,3). Pro Ay = 1 + 2i dostaneme

3 =21 2| [+*]| =0,

takze za vektor, prislusny k Ag lze volit v = (0,1, —i). Jemu odpovida komplexni feSeni

0
y(a) =T [ 1] = e®(cos 2z +isin2)((0,1,0) +i(0,0, 1))
i

3) Prouzek zde znaéi u vektort prechod ke komplexné sdruzenym ¢isliim ,,po slozkach®.
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a prechodem k jeho realné a imaginarni ¢asti dostaneme dvojici redlnych FeSeni

0 0
Ys(x) =€ | cos2zx | ys(z) =e" | sin2zx
sin 2z —cos 2z

Nyni jiz snadno popiseme obecné Feseni rovnice (5.9):

2 0 0
y(x)=¢e* [ C1 | =2 +Cy | cos2zx | + C3 | sin2x , =T€ER, (5.10)
3 sin 2z —cos 2z

kde Cy,C3, C3 jsou redlné konstanty (konstantni funkce).

Priklad 5.2.8. Podobné postupujeme pii feSeni tlohy nalézt vSechna (redlnd) feSeni soustavy

10 1
y = 01 -1 |y. (5.11)
-2 0 -1

Charakteristicky polynom matice A, P(\) = det(A — AE) = (1 — A\)(\2 + 1), m4 kofeny
A1 =1, Ay =1 a A3 = —i. Vlastni vektor odpovidajici A\; = 1 je nenulovy vektor v, ktery ziskame
feSenim rovnice (A — FE)v = 0, tj. rovnice

0 0 1 V1 0
0 0 -1 vg | =10
-2 0 -2 U3 0

Vsechna nenulova feSeni soustavy jsou tvaru ¢(0, 1, 0), ¢ € R, ¢ # 0; odpovidajici vlastni vektor
je tedy napi. v = (0, 1, 0). Reseni odpovidajici vlastnimu é&slu A\; mé tvar

Yy (z) = e* 1
0

Vlastni vektor v odpovidajici Ay =i je nenulovym feSenim rovnice (A —iE)v = 0, tj.

1—-i 0 1 v1 0
0 1-i -1 vo | =10,
-2 0 —1-i s 0

coz po upraveé dava soustavu

2 0 141 U1 0
0 2 —-1-i vg | =120
0 0 0 U3 0

Vsechna jeji nenulova FeSeni jsou tvaru ¢(—1 —1i, 1 +1i, 2), ¢ € R, ¢ # 0. Vlastnim vektorem je
napi. vektor v = (—1, 1, 2) +i(—1, 1, 0) = v! +iv%. Vyuzijeme-li (5.8), maji fefeni odpovidajici
vlastnimu ¢islu Ay tvar (=0, v=1):

-1 -1 -1 -1
Yy(z) = 1 |cosx— 1 |sinz, ys(x)= 1 |sinz+ 1 |cosz.
2 0 2 0



5.2. Nalezeni nezavislych reSeni o7

Sestavme fundamentalni matici

0 —cosz+sinx —sinx—cosz
Y(z)=| € cosz—sinz  sinx+cosz ,
0 2coszx 2sinx
jejiz sloupce tvoii jednotlivd feseni y;, ¥o, ys. Snadno ovéiime, ze det Y (0) = —2 # 0. Reseni

Y1, Y2, Y3 jsou linedrné nezavisla a Y (z) je fundamentalni matice soustavy (5.11). Vime vsak, ze
uvedeny postup dava vzdy linedrné nezéavisla feseni, hodnotu det Y (z) jsme poéitali pouze pro
kontrolu.

Obecné feseni lze i ,vektorové zapsat®: VSechna feSeni rovnice (5.11) lze popsat rovnosti
tvaru u(z) =Y (z) - C, kde C = (C1, C2,(C3) je vektor libovolnych konstant.

vvvvvv

vlastnimu ¢islu se nam nemus? podarit popsanym postupem najit dostatecny pocet linearné neza-
vislych vlastnich vektori; viz Ptiklad 5.2.3. Nasledujici postup je motivovan fesenim jednoduché
rovnice ¥y’ = ay, kde a € R. Jejim FeSenim je kazda funkce y(z) = e¢**C s C € R. Vedeni analogii
muzeme se pokusit hledat reSeni rovnice

y = Ay (5.12)

ve tvaru y(z) = e4% v, kde v je nyni vektor z R™. K tomu viak potiebujeme dalsi pojmy.

Definice 5.2.9. Je-li B libovolnd matice typu n x n, kde n € N, definujeme

1 > Bk

2 3

5 B+ 5 B +---_k - (5.13)
=0

1 1
eB:E+FB+

Predchozi definice vyzaduje komentaf: nekoneény soucet matic chapeme ,,po prvcich“, jde
tedy o matici, jejimiz prvky jsou soucty fad. Tyto fady konverguji, protoze pro

B = (bj )j,k:L...,n

a takové M € (0,00), ze |bji| < M pro j, k=1,...,n, jsou absolutni hodnoty prvkia matice BF
odhadnuty pro vechna k € Ny shora ¢slem n*~1M*. Odtud plyne konvergence fady, ktera je

prvkem matice e® srovnavacim kritériem; fada, se kterou srovnavame, mé tvar
o —
nk1prk
k!
k=0

a jeji konvergenci snadno ovérime napt. podilovym kriteriem. Podle definice dostaneme
Az L x2 2 - xk k
M=E+ A+ A +---:ZHA. (5.14)
k=0

Pov§imnéme si, Ze pracujeme s matici, jejiz prvky jsou funkce, které jsou souc¢ty mocninnych fad.
Odtud plyne legitimnost nasledujicich aprav.

Derivovanim (matice) e” podle proménné = dostaneme z (5.14)

1’2

3!
2 3

_ X T A28 A3 .. ) = AeAr

_A(E+1!A+2!A + AN )= A, (5.15)

3
(A7) = A+25 A 435 AP+ AT =
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Odtud vidime, Ze pro libovolny vektor v € R” je y(z) = ev feSenim systému 3y’ = Ay. Pro
praktické vyuziti tohoto poznatku je vSak nutné umét néjakym jednoduchym zpiisobem urcit
matici e4”. Obecné je té7ké matici e4* v konkretnim p¥ipadé uréit, nicméné ve speciélnich pi¥ipa-
dech to mozné je. Pro nas problém je dilezité to, ze vzdy lze urcit n linedrné nezavislych vektort
v tak, ze fada (5.14) lze ve vyjadieni e” secist. Dale ukdzeme, jak miizeme e% exaktné urcit,
pokud zname n linedrné nezavislych feseni rovnice (5.12).

Pro matice, jejichz nasobeni je komutativni, tj. pro néz je AB = BA *), snadno obdrzime
(vyuzivame stejnomérné konvergence mocninnych fad pro zdménu poradi sé¢iténi)

k=0 k=0 m=0

o~ k AmBk—m 0 Ak 0 B™
=>.> m! (k —m)! =>. Kl ZW =efe”,

k=0 m=0 k=0 m=0

takze pro né dostaneme

Axe—Ax

odtud vyplyva, Ze je e =e0 = E, a také rovnost

(eAm)—l — e—Am )
Tak napt. vzorec (4.8) z Véty 4.2.1 pro konstantni matici A nabude pfehlednéjsiho tvaru

y(z) = eAlT—m0)y0 | / ATp(t) dt . (5.16)

0

Vzhledem k tomu, Ze jiz vime, Ze e4% je FeSenim rovnice y’ = Ay, lze ur¢it e4* jako fundamen-
talni matici Y (x) ze sloupcovych vektoru feseni y,(z), odpovidajicich po¢ateénim podminkam
(4.4). Z véty o jednoznacnosti vyplyva, ze tak (pondkud pracné) dostaneme matici e4%. K tomu
se jesté vratime. Protoze

eAx,U _ e(A—)\E)x e)\Ex,U
a Gpravou vyjadieni e’**p snadno obdrzime
by )\2 2 by )\2 2
My = <E+—xE+ * E+---)v:E<1+—x+ v +---)v:e>‘x'v,
1! 2! 1! 2!
vyplyva odtud eA%y = eMe(A=AE)T 4 4 Eehoy s pFihlédnutim k Definici 5.2.9 obdrzime
A A z a? 2
e””v:em(E+F(A—/\E)+§(A—/\E) —I—---)'v. (5.17)

Povsimneme si jednoduché véci, kterd ma pro nas zasadni vyznam: pii (A — AE)™v = 0 pro
néjaké pevné m € N a v € R” je pak i pro vSechna [ € Ny

(A—\E)""v = (A—-A\E)'[(A—\E)"v]| =0.

Odtud vsak plyne, ze pfi (A — AE)™v = 0 pro néjaké m € N, je soucet ve vyjadieni (5.17)
konecny, tj. ze v rozvoji

xm—l

Ax,, _ _Ar T
ev=¢e (E—I_ﬁ(A_/\E)—i__‘_W

(A— AE)’”_1> v (5.18)

jsou é&leny, odpovidajici mocnindm (A — AE)* s k € N, k > m, vesmés rovny 0.

4) Pifipomindme, Ze nasobeni matic obecné nens komutativni.
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Vratme se zpét k FeSeni rovnice (5.12). Jestlize neni mozné najit n nezavislych vlastnich
¢isla A je vétsi, nez je dimenze prostoru vSech feSeni rovnice (A—AE)v = 0. Pak miizeme pracovat
s tzv. zobecnénymi vlastnimi vektory, kterymi doplnime jiz nalezené nezavislé vlastni vektory
na bazi (vlastni vektory povazujeme zarover i za zobecnéné vlastni vektory).

Je-li \ vlastni ¢islo matice A nasobnosti k, ke kterému je tieba doplnit dalsi zobecnéné
vlastni vektory, budeme postupovat takto: nalezneme nejprve vlastni vektory v, které jsou lineadrné
nezavislymi feSenimi rovnice

(A—)AE)v=0.

Neni-li téchto vektort jiz k, budeme hledat vSechny linedrné nezavislé vektory v, pro které plati
(A - \E)?v =0, ale (A — \E)v # 0, coz ndm zajisti, ze takto nalezeny vektor nebude linearné
zavisly na predchozich. Potom pro kazdy takovy vektor plati

ey = ATATAE)TY, — AT (v + %(A - )\E)'v)

a tak ziskdvame dalsi FeSeni rovnice (5.12). Analogicky pokracujeme déle. Z toho vyplyva tento
algoritmus reSeni:

1. Nalezneme vSechny vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Jestlize ma A celkem n lineadrné
nezévislych vlastnich vektorti, ma rovnice y’ = Ay odpovidajicich n linedrné nezavislych
feSeni tvaru eMw, kde za \ postupné dosazujeme jednotliva vlastni ¢isla a za v jim odpovi-
dajici vlastni vektory. VSimnéte si, ze pak nekone¢na fada v (5.17) pro e(A=AE)zy g vlastnim
¢islem A a vlastnim vektorem v obsahuje jediny nenulovy ¢len.

2. Predpokladejme, ze A méa celkem r, r < n, linearné nezavislych vlastnich vektori. Odtud
dostaneme pouze 7 linedrné nezavislych feseni tvaru e’w. Vyberme vlastni ¢islo A, pro které
je pocet prislusnych vlastnich vektort mensi nez jeho nasobnost a najdeme vSechny linearné
nezévislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze plati (A — AE)?v = 0, ale (A — \E)v # 0.
Z nich dostaneme dalsi feseni rovnice y’ = Ay tvaru

x
e (v + i(A - AE)U) .
To postupné udélame se vSemi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly A.

3. Nedostaneme-li tak jiz vSech n potfebnych feSeni, hledame dale pro prislusnad A vSechny
dalsi linearné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, Ze sice je (A — AE)3v = 0,
avsak (A — AE)?v # 0. Pro kazdy takovy vektor je

2
z x x
e>‘ (’U + F(A — AE)’U + i(A — AE)2’U)

dalsim FeSenim rovnice y’' = Ay.

4. Analogicky postupujeme dale, dokud takto neziskdme ocekavanych n linearné nezavislych
feSeni y' = Ay.

Nasledujici ,,algebraické tvrzeni, které nebudeme dokazovat, ukazuje, ze pravé popsany algo-
ritmus vede k nalezeni n linedrné nezavislych reSeni vysetfované rovnice. Zaroven nam poskytuje
i horni odhad poctu krokti, které timto algoritmem musime udélat, abychom dostali potiebnych
n linedrné nezavislych feseni vysetfované rovnice.
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Lemma 5.2.10. Necht charakteristicky polynom P pro rovnici y' = Ay md r navzdjem riznijch
kotentd A1, Ao, ..., A+ s ndsobnostmi ki,ko, ..., k., takZe

P\ =c(A = A)M = X)F2 o (A= NP

kde ¢ # 0 je redlné c¢islo. Predpokladejme, Ze A md pro néjeké j € {1,2,....r}
pouze {; < kj; linedrné nezdvislych vlastnich vektori prislusnych k Xj. Potom mad rovnice
(A — )\;E)?v = 0 alesponi {; + 1 nezdvislijch resent.

Obecnéji, ma-li rovnice (A—X\;E)"v = 0 celkem m; < k; nezdvisljch Tesent, pak md rovnice
(A — N,E)™" v = 0 alespori m; + 1 nezdvislych Teent.

Z Lemmatu 5.2.10 plyne existence takového d;, d; < k;, pro néz ma rovnice (A — )\jE)dﬂ'v =0
alespoil k; linedrné nezavislych feSeni (zobecnénych vlastnich vektort). Tak lze ke kazdému vlast-
nimu ¢islu Aj, j = 1,2,...,7 nalézt k; linedrné nezavislych feSeni rovnice (5.12). VSechna tato
feSeni maji tvar

241

y(z) = Ni® <'v +r (A= XEw+--+———(A— /\E)dj_lfv) .
1! (dj —1)!

Timto zptsobem lze ke k-ndsobnému vlastnimu ¢islu A nalézt k£ linedrné nezavislych feSeni.
Déle lze ukézat, ze vSechna takto ziskana feSeni rovnice (5.12), tj. rovnice y’' = Ay, kterych je
celkem k1 + kg + - -+ + k. = n, jsou linearné nezavisla.

Za zminku stoji, Ze v pfipadé hermitovské matice, tj. matice, pro kterou transponovana
matice k A je rovna A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A redlnd. Specialné to plati pro realné
symetrické matice. Navic ndsobnost kazdého vlastniho ¢éisla A je rovna dimenzi prostoru feseni
rovnice (A — AE)v = 0, takze takova matice je jednoducha.

Priklad 5.2.11. VSimneme si nejprve znovu jevu, ktery ndm pii feSeni systému ptisobi obtize.
Jestlize feSime rovnici y’ = Ay s matici

-2 1 =2
A= 1 —2 2|,
1 -1 1
maé charakteristickd rovnice této matice jediny trojnasobny nulovy bod A = ;23 = —1. Pritom
soustava (A 4+ 1E)v = 0 m4a matici s hodnosti 1, a tedy dimenze prostoru feSeni je 2 a je ostte
mensi nez nasobnost vlastniho ¢isla A = —1. Vlastni vektory v = (v1, v2,v3) vyhovuji jediné rov-

nici v1 —v9+2v3 = 0. Snadno nalezneme dva nezavislé vlastni vektory (1,1,0) a (0,2,1). Na tomto
prikladu miZe Ctenaf pozdéji porovnat efektivitu jednotlivych postupi nalezeni fundamentalni
matice.

Priklad 5.2.12. Na naésledujicim jednodu$sim piikladu ukazeme pouziti metody zobecnénych
vlastnich vektorii a najdeme obecné feseni rovnice y' = Ay, kterou tentokrat uvadime v ,roze-
psaném* tvaru:

' = 179" + 9y°,
(y*) = —25y" — 13y°.
Snadno spocteme, Ze charakteristickd rovnice ma tvar
det(A—AE) =) -4 +4=(1-2)?=0,

a tedy dvojndsobny kofen Aj 2 = 2, Pro vlastni vektory dostaneme rovnici (A — 2E)v = 0, tj.

(= 0)(5)=(3);
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coz rozepsanim upravime na soustavu rovnic

15v1 + 9v9 =0,
—251)1 — 15?}2 =0.

Staci tedy nalézt feSeni jedné z rovnic (jsou linedrné zavislé): dostaneme tak feSeni soustavy ve
tvaru v = (v1, v2) = (—3¢/5, ¢) a dosazenim ¢ = 5 dostaneme vlastni vektor v = (—3,5); ostatni
jsou na ném linedrné zavislé. Nyni nalezneme zobecnény vlastni vektor z = (z1,22) FeSenim
rovnice (A — 2E)? z = 0, tj.

<—;§ —12)(—%2 —12><2>=<8>' (5.19)

Nasobenim dvou matic vlevo dostaneme nulovou matici, takZze jedinou podminkou pro volbu

zobecnéného vlastniho vektoru z je ta, kterd ve svém dusledku fika, ze oba vektory v a z musi

byt linedrné nezavislé. Mame tedy zna¢nou volnost pro volbu z, a mizeme zvolit napt. z = (0,1).
Fundamentélni systém obsahuje feseni

T T -3
E—)

a dalsi feseni

yz(:ﬂ)zezx[z%-%(A—)\E)z} :e%[( (1)>+:c< _;Z _12 ) < (1) ﬂ —
:eh[((l))“”( —12 )} :ezx< —15?;“ >

takze obecné feseni y = (y!,y?) rozepsané po slozkich mé tvar

yt = e%( —3CT1 + 93:02)
y? = e (5C1 + (1 — 152)C,) .
Poznamka 5.2.13. Vsimneme si moznosti, kterou vSak nebudeme déle rozvijet: V predchéaze-

jicim pfikladu jsme v prvnim kroku nalezli vlastni vektor v = (—3,5). Pro nalezeni dalsiho
nezavislého zobecnéného vektoru mizeme fesit systém (A — 2E) z = v, tj.

(—;g —1§><2>:<_53>- (5.20)

Nésobenim (5.20) matici (A —2E) dostaneme (A —2E)? z = (A —2E)v = 0, tedy rovnici (5.19).
Okamzité vidime, ze z a takto ziskany vektor v budou linedrné nezavislé a v je FeSenim (5.19).
Tudy vede cesta k modifikaci popsané metody.

Priklad 5.2.14. Naleznéme tfi linedrné nezavisla feseni soustavy

0 -1 1
y=12 -3 1|y. (5.21)
1 -1 -1

Charakteristicky polynom matice A, P()\) = det(A—\E) = —(A+1)?(A+2), m4 jednoduchy
kofen A\; = —2 a dvojndsobny kofen A\g3 = —1. VSechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu
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¢islu A\p jsou tvaru v = ¢(0, 1, 1), ¢ € R, ¢ # 0 (ziskdme je FeSenim rovnice (A + 2E)v = 0).
Reseni odpovidajici vlastnimu é&slu A\; mé tvar

0
yi(z) =e > | 1
1
Vsechny vlastni vektory, které odpovidaji dvojndsobnému kofeni A3 = —1 jsou tvaru

va=d(1,1,0),d € R, d # 0 (ziskdme je feSenim soustavy (A + E)vs = 0). Reseni odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu Ao méa tvar

Tteti linedrné nezavislé feSeni budeme hledat pomoci zobecnéného vlastniho vektoru. Musime
nalézt vektor v tak, aby (A + E)?v =0, ale (A + E)v # 0. Je

1 -1 1 1 -1 1 0 00
2 =21 2 -2 1 Jv=| -1 10 Jv=0
1 -1 0 1 -1 0 -1 10

Vsechna FeSeni této soustavy jsou tvaru (c, ¢, d), ¢, d € R. Zvolime-li napf. ¢ = 0 a d = 1, je
v = (0, 0, 1) a mame splnénu i podminku (A + E)v # 0. Tedy dalsi feseni je tvaru

x
ys(z)=e *(v+z(A+E)v)=¢"| z
1
Ukazte, ze nalezend feseni y!, y? a y? jsou linearné nezavisla !
Piiklad 5.2.15. Reste pocatecni problém
2 1 3 1
y=10 2 —-1]uy, y0)=1[(2]. (5.22)
0 0 2 1

Charakteristicky polynom matice
2 1 3
A=10 2 -1
00 2

je P(\) = (2— )3, takZe jedingm vlastnim é&islem matice A nasobnosti 3 je A\; = 2. Kazdy vlastni

vektor v = (v!,v? v3) matice A piislusny k A\; = 2 vyhovuje rovnici

0 1 3 vl
(A-2Ew=[0 0 —1][+*] =0.
00 0o/ \*

2

Odtud vyplyva, ze v2 = v3 = 0 a za v! Ize volit libovolné nenulové ¢islo. Proto
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je jednim netrividlnim FeSenim rovnice y' = Ay. Matice A tak m4 jediny linedrné nezavisly
vlastni vektor pfislusny k A\; = 2. Hledejme proto feseni rovnice

01 3\ /01 3 0 0 —1\ /! 0
(A-2E)*v=[(0 0 1|0 0 —-1]v=(0 0 o] |®*]=1]0
00 0/ \0 O O 00 o0 \* 0

Odtud dostavame v3 = 0, pficemz v! a v? Ize volit libovolné. Vektor v = (0, 1, 0) vyhovuje rovnici
(A —2E)?v = 0 a piitom (A — 2E)v # 0. Proto

0 0
yz(x) — eA.’E 1 2.’E (A 2E) 1 —
0 0
0 0 1 3 0
<E+ (A —2E 1| =e*|E+z(0 0 -1 1] =
0 0 O 0 0
0
= 2 1| +=x 0 =% 1

Tak jsme ziskali druhé feseni rovnice y' = Ay, avsak rovnice (A — 2E)?v = 0 ma pouze dvé
linearné nezavisla reseni; budeme tedy postupovat podle vyse uvedeného algoritmu dale. Budeme
hledat vSechna reSeni rovnice

0 0 —1 01 3 000 vl 0
(A-2E¥v=[0 0 of[0o 0 —1Jv=(0 0 0] ([2®]=]0
00 0/ \0 0O O 000 V3 0

Kazdy vektor v € R3 je fesenim nalezené rovnice. Jestlize zvolime napi. v = (0,0,1), pak je
(A — 2E)?v # 0. Proto

0 0
yg(ﬂf) _ eAx 0] = e2me(A 2E)x 0] =
1 1
9 T x? 0
:ex<E—|—ﬁ(A—2E)+§(A—2E)> 0] =
! ! 1
0 3 5 [—1 3z — 3 22
— % 0| +=z|-1 +3:_ 0 =¥ —x
1 o/ 2\ o 1

je tieti linedrné nezavislé feseni. Obecné Feseni rovnice y' = Ay je popsano rovnosti

1 T 3r — %3:2
yx)=e® e [0 |+ | 1] +¢3 - )
0 0 1

kde c1, co, c3 € R. Uzitim pocateéni podminky uréime hodnoty c1, co, c3 dosazenim do predchaze-
jici rovnice a obdrzime tak rovnici

1 1 0 0
=c1 |0 | 4+c|1]4+c3| 0 ;

—
[e)
[e)
—
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jejim FeSenim dostaneme c¢; = 1, co = 2 a c3 = 1. ReSeni pocateéni tlohy je tedy tvaru
1+ 5z — 1 a2
y(z) = ¥ 2—z
1
Poznamka 5.2.16. Vsimnéte si, Ze pii procesu hledani zobecnénych vlastnich vektort v Prikla-
dech 5.2.12 a 5.2.15 jsme pfi ,umocnovani“ matic (A — \E) skondili v obou pfipadech s nulovou

matici. Je to ndhoda nebo jde o néjakou zakonitost 7 V Prikladu 5.2.15 byl charakteristicky po-
lynom P(\) = (2 — )3, pficemz je (2E — A)3 = 0. Plati tato véta:

Véta 5.2.17 (Cayley, Hamilton). Je-li P(\) = ap + a1\ + --- + (=1)"\" charakteristicky
polynom matice A, pak plati rovnost
PA)=a@E+aA+ -+ (-1)"A" =0

Je-li fundamentélni matice pro rovnici ¥y’ = Ay klidem k feSeni rovnice, d4 se ocekéavat, ze
znalost TeSeni, pfipadné fundamentalni matice, kterou jsme zavedli v Definici 4.1.5, ndm muze
pomoci k uréeni matice e4*. K dikazu tvrzeni o jejich souvislosti budeme potiebovat nékolik
jednoduchych lemmat:

Lemma 5.2.18. Matice Y je fundamentdlni matici soustavy y' = Ay, prdvé kdyz je
Y'(z) =AY (z) a det(Y(0)) #0.
Dikaz. Necht y,,y,,...,y, jsou sloupcové vektory matice Y. Zfejmé je

Y'(2) = (¥1(2), 95(2), ... yn(2)), z€R,

a také

AY (z) = (Ay,(z), Ayy(2),..., Ay, (z)), z€R. (5.23)
Vidime, Ze splnéni n rovnic y, (z) = Ay,(z), z € R a k =1,2,...,n, je ekvivalentni se splné-
nim jediné ,maticové“ rovnice Y'(z) = AY (x). Prvni ¢ast podminky tedy zajistuje, Ze sloupce
matice Y (z), x € R, jsou tvofeny feSenimi rovnice. Druhé ¢ast zajistuje jejich nezavislost: podle
Disledku 4.1.6 je podminka det (Y(O)) # 0 ekvivalentni s podminkou det (Y(ac)) #0,z€R, a
tedy i s nezavislosti sloupcti matice Y. O

Lemma 5.2.19. Maticovd funkce e?* je fundamentdlni matici soustavy rovnic popsané rovnici
y = Ay.
Diikaz. Tvrzeni popisuje obsah rovnosti (5.15), kterou jsme jiz dokézali. U

Lemma 5.2.20. Necht 'Y a Y™ jsou fundamentdlni matice soustavy popsané rovnici y' = Ay.
Potom existuje konstantni matice C, pro kterou je

Y*(z)=Y(x)C, zeR.

Diikaz. Sloupce y;,Ys,-..,Yy, matice Y jsou nezavisla feSeni rovnice y' = Ay. Proto kazdé
z feSeni y7,¥5, ...,y je linedrni kombinaci
y;:Cj1y1+cj2y2+'“+cj”yn7 j:1727"'>n' (524)

Necht C' je matice (c1,ca,...,c,), kde
i
=1 : 1]
Cin
pak n rovnic (5.24) je ekvivalentnich maticové rovnici Y*(z) = Y (z) C, z € R, ¢imz je lemma
dokazano. O
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Véta 5.2.21. Jestlize oznacime 'Y = Y (x) fundamentdlni matici systému popsaného rovnici
y'(x) = Ay(z), = € R, potom

A =Y (2)YH0), zeR, (5.25)

tj. soucin libovolné fundamentdlni matice Y rovnice y' = Ay s matici k ni inverzni vycislené
Az

v bodé 0 ddvd vidy matici e,
Dikaz. Oznaéme Y fundamentalni matici rovnice y' = Ay. Potom existuje podle Lemmat 5.2.19
a 5.2.20 konstantni matice C' tak, Ze je

Dosadme do této rovnosti z = 0. Z E = Y (0) C vyplyva, ze C = Y 1(0), coz jiz dava dokazo-
vanou rovnost. 0

A

Dalsi metody pro vypocet matice e“** nalezne ¢tenar napf. v knize [12]. Ukazeme si aplikaci

dokézaného tvrzeni.

Piiklad 5.2.22. Reste diferencialni rovnici s poéate¢ni podminkou

1 1 -1 0
y=Ay=| -1 2 -1y, y0)=11
2 —1 4 0

Nejprve uréime charakteristickou rovnici soustavy:

1-Xx 1 ~1
PA)=| -1 2-X2 -1 |=\-22*A-3)=0.
2 —1 4-)

Resenim rovnice pro vlastni vektor

-2 1 -1\ [t
-1 -1 -1 [ ]| =0,
2 -1 1) \3
kterou snadno upravime na ekvivalentni systém dvou nezavislych rovnic
— 20+ v2—v3:0,
307 +0° =0,
uréime jeden (nezévisly) vlastni vektor v = (v!, v?, v3) piislusny k vlastnimu ¢islu A\; = 3: je to
vektor v = v; = (2, 1,—3). Pro dvojnéasobné vlastni ¢islo A3 3 = 2 dostaneme rovnici

-1 1 -1 vl
-1 0 -1 v | =0,
2 -1 2 V3

ze které ziskdme ekvivalentni systém rovnic



66 KAPITOLA 5. Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

s jedinym dalsim linearné nezavislym fesenim v = vy = (1, 0, —1). Musime tedy sdhnout k hledéni
zobecnéného vlastniho feseni: budeme fesit rovnici

-1 1 -1 -1 1 -1 vl -2 0 -2 vl
-1 0 -1 -1 0 -1 l=1-1 0 -1 v | =o0.
2 -1 2 2 -1 2 v3 30 3 v3

S touto rovnici ekvivalentni soustava se redukuje na jedinou linearni rovnici
vl +1v3=0

s dal$im linedrné nezavislym fesenim v = vz = (1,1, —1). Pfejdeme od nezavislych zobecnénych
vlastnich vektort k linedrné nezavislym feSenim rovnice y’ = Ay. Dostavame

2 1
y1:e3r 1 7y2:ezx 0 )
-3 -1
[ /1 0 0 -1 1 -1 1
y; = |0 1 0| 4+2|-1 0 -1 1] =
| \0 0 1 2 -1 2 -1
l—-x =z —T 1 1+
- —r 1 —r 1| =e2® 1
2x —x 142z -1 —1—=x

Fundamentalni matice mé tvar

2 63:(: e2:c (1 + ZL') e2x
e3m 0 e2m
-3 eB:c _62:(: _(1 + ZL') e2x

Vypocteme jeji hodnotu v bodé 0 a k takto vzniklé matici spoéteme matici inverzni [Y(O)] R

-1 0 -1
2 -1 1
1 1 1

Azx

Dosadime do vzorce (5.25), ¢imz dostaneme e** v  uzavieném tvaru®, tedy nikoli ve formé

nekonecéné rady:

_2e3m + (3 + JZ) eQw erw _2e3m + (2 + JZ) eQw
Az _63:(: + e2:c e2:c _e3x + e2:c

3e3m _ (3 + LL’) e2m _wer 3e3m _ (2 + JZ) er

Toho miizeme vyuzit k dofeseni tlohy (srovnejte s prvnim ¢lenem ve vzorci (5.16)): hledané Feseni
y vyhovujici dané pocatecni podmince je popsano rovnosti

0 re®
y (JI) — eAx 1 — g2
0 —ze?®

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime; pro srovnani ho spocteme jinou metodou.
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Poznamka 5.2.23. Protoze jsme prevadéli feSeni linedrni rovnice n-tého fadu na feSeni speci-
alniho systému 1.fadu, lze tusit, ze mezi obéma problémy je tizka souvislost. To lze vyuzit i pfi
vypoctu fundamentalni matice eA%. Vysledek uvedeme pro informaci (bez diikazu) :

Véta 5.2.24. Necht A je matice typu n X n a necht
N a N a, A+ a, =0

je jeji charakteristickd rovnice. Necht y je fesend diferencidlni rovnice n-tého fddu s konstantnimi
koeficienty
y™ +ay™ Y+ a1y +ay =0

splriujict pocdtecni podminky
y(0) =y (0) =--- =y 2(0) =0, y"V(0)=1.

Potom plati
eAgc — zl(ac)E + 22(x)A + -4+ Zn(l')A”_l ,

kde zi = z(x) obdriime z feseni y = y(x) transformact

21 Ap—1 Qp—2 ... a1 1 Y
Z9 Ap—2 QAap—-3 ... 1 0 y’
Zn 1 0 ... 0 0/ \y D

Staci tedy umét FeSit jen rovnice n-tého rfadu a znat tuto vétu. U systému rovnic je situace
v ptripadé nasobnych kofenti charakteristické rovnice casto komplikovanéjsi nez u jediné rovnice
vyssiho rfadu, kde je vysledek relativné jednoduchy.

Pro feSeni rovnice y' = Ay lze uzit také Jordanova kanonického tvaru matice A. To
je Casto vyhodné vzhledem ke znalostem ziskanym eventualné jiz diive v ramci studia algebry.
Jak bylo jiz zminéno, tato partie je s mnozstvim piikladi zpracovana v [2], omezime se proto
jen na zakladni popis metody, ktera je tam detailné popsana. Poznamenejme, Ze trochu odlisny
tvar Jordanovych bunék (s jednickami ,pod diagonalou“) neni podstatny. Pfipomenme, ze dvé
étvercové matice A, B se nazyvaji podobné, existuje-li regularni matice C' tak, ze plati

A=C'BcC.

Mezi vSsemi maticemi podobnymi matici A hraje vyznamnou roli jeji Jordantiv kanonicky tvar.
Pripomenme, ze ¢tvercova matice tvaru

A1 0 ... 00
0 A 1 0 0
0 0 A 0 0
000 ... A1
000 ... 0 A

se nazyvé Jordanova burka. Diagonéalni blokova matice, bloky na jejiz diagonéle jsou Jordanovy
buriky, se nazyva Jordanova matice. Je zndmo, ze kazda matice s redlnymi prvky je podobné
jisté Jordanové matici, avSsak nad télesem komplexnich ¢isel. Tato Jordanova matice je urcena
az na poradi Jordanovych bunék na diagonile jednoznacné. Zkracené fikdme, ze kazda takova
matice ma Jordandv kanonicky tvar.
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Resime-li rovnici ¥’ = Ay, nalezneme Jordantv kanonicky tvar J matice A spolu s matici
C, pro kterou J = C"1AC, resp. CJC~! = A. Polozime-li z = C ™'y, je pak rovnost y' = Ay
ekvivalentni s rovnosti

c Yy =ctcicHy=JgC 1y,

a tedy s rovnosti z’ = Jz. Rovnice se tak rozpadne na mensi systémy, které odpovidaji jednotli-
vym Jordanovym bunkam. Tyto soustavy jiz snadno fesime. Tak napt. Jordanové burice

A1 0O
0 A 10
00 X1
0 0 0 A
odpovida systém rovnic
21 = Az + 22,
zé = Azg + 23,
zé = Az3+ 24,
zy = Azq,

jehoz feSeni je, jak se snadno presvédéime pfimym vypoétem, tvaru (fesime zde ,odzadu*)

24 = ae®
z3 = (azx + b)e™™,
2
Z9 = (%+bx+c>e)‘x,
3 b2
21 = (%—i—%—kcw—i—d)e)‘m,

kde a, b, ¢, d jsou realné konstanty. Pro obecnou Jordanovu buriku si ¢tenaf snadno feseni pred-
stavi. Tak postupné nalezneme feseni, odpovidajici vSéem Jordanovym bunkim a sestrojime takto
FeSeni z. Tim ovsem Teseni systému nekon¢i, musime jesté provést ,zpétnou transformaci“ a prejit
tak od FeSeni systému z’ = Jz k feSeni systému ¢y’ = Ay. Protoze z = C 'y, jey = Cz.

Piiklad 5.2.25. Vratime se nyni k tloze, kterou jsme fesili v Prikladu 5.2.22 a spocteme matici
e4? jinak, pomoci pfevodu na Jordantv tvar. P¥ipomeiime, 7e matice A byla dana ve tvaru

1 1 -1
A=|-1 2 -1
2 -1 4

a ze jsme urcili jeji vlastni ¢isla Ay = 3 s ndsobnosti 1 a A9 3 = 2 s nasobnosti 2; vlastnimu ¢islu
2 odpovida jediny nezavisly vlastni vektor. Jordantav tvar J matice A pak je (pofadi bunék na
diagonale si miizeme zvolit, avsak to ovlivni transformac¢ni matici C, kterou musime ur¢it °)

210
J=10 2 0
0 0 3

%) Pokud zname vlastni ¢isla matice, nelze z nich u rozmérngjsich matic uréit tvar matice J. Proto je
dobré transformacni matici urcovat soubézné s pfevodem na Jordantv tvar.
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Tento tvar jsme urcili snadno téz diky rozméru matice (viz [2]), potFebujeme vsak jesté transfor-
maéni matici C a také i C~1. Z rovnice

C11 Ci12 (i3 1 1 -1 210 C11 C12 (13
Co1 C22 C23 -1 2 -1 = 0 2 0 Co1 Cg2 (€23
C31 C32 (33 2 -1 4 0 0 3 C31 C32 (33

ur¢ime Upravami znamymi z algebry

3 0 2 1 0 -2
c=[111], ct=l0 1 -1
101 -1 0 3
Protoze je
e2:c :Ee2:(: 0
=10 e 0|,
0 0 e
plyne odtud
1 0 =2 e ge2r 3 0 2
e4r = 01 —1 0 e 0 11 1])=
-1 0 3 0 0 e 1 01
—26396—1—(3—1—3)) e2:c $e2x —26396—1—(2—1—3)) e2:c
— _63x+e2x e2m _63x+e2x
3e37 — (34 1)e?®  —ze? 3e3 — (24 2)e*

Ctenai si miize jen stézi udélat obrazek o pracnosti jednotlivych uvedenych postupit z téch
nékolika malo prikladi, které jsme uvedli. Volba téchto postupt je vZzdy podminéna tim, co resitel
tilohy 1épe ovlada. Radu fesenych piikladt lze nalézt napi. v [28].

Vyfesili jsme systém y' = Ay+b(x) pro specidlni ptipad b(z) = 0 a mame k dispozici metodu
variace konstant, pomoci niZz miZeme fesit systém i v pripadé obecné vektorové funkce b spojité
na intervalu I C R. AvSak tento postup muze byt velmi pracny; v pripadé linearni rovnice n-tého
fadu jsme pro specidlni tvar ,pravé strany“ rovnice b(x) pouzili ¢asto méné pracnou metodu
porovnavani koeficientli, kterd navic ,,obchézela“ integraci.

Podobny postup je mozny i v pripadé systémi, které nyni fesime. Je analogicky, avSak nepa-
r-tého a jestlize 0 je k-ndsobnym kotenem charakteristické rovnice matice A, pak existuje parti-
kuldrni Teseni systému

y = Ay + b(x), (5.26)

jehoz slozky jsou polynomy stupné nejvyse (r + k)-tého. Poznamenejme, ze k = 0, pravé kdyz
determinant det(A) matice A neni roven 0. Proti pfipadu jedné linedrni rovnice n-tého fadu se
mohou ve slozkach feSeni vyskytovat s nenulovymi koeficienty i mocniny stupné mensiho nez k.
Rovnéz neni bez zajimavosti, ze tvrzeni plati i pro ,komplexni pripad“.

Nebudeme uvadét specialni tvar partikularniho feseni pro pripad, Ze slozky vektoru b obsa-
huji polynomialni nasobky goniometrickych funkci a zformulujeme vysledek jen pro ,komplexni
pifpad®: Necht v rovnici (5.26) je vektor b tvaru b(z) = e’ Q,.(z), A € C, kde slozky vektoru Q,.
jsou (obecné komplexni) polynomy stupné nejvyse r-tého. Potom existuje teseni y systému (5.26)
tvaru

y(gj) = e)\xRT’+k($) )

kde R ..\ je matice, jejimiz proky jsou polynomy stupné nejvyse (r+k)-tého a kde k je ndsobnost
cisla X jakozto korene charakteristického polynomu matice A. Poznamenejme konefné na zaveér
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této Casti, ze i v tomto pripadé mizeme vyuzit princip superpozice k rozkladu b na takové vektory,
na které lze aplikovat predchézejici tvrzeni na kazdy zvlast. Postup hledani partikularniho feSeni
touto metodou si ukdzeme na néasledujicich dvou prikladech :

Priklad 5.2.26. Naleznéte partikuldrni veSend soustavy, tj. libovolné feSeni soustavy,

, (1 -1 —t?
y—<1 3>y+<2t . (5.27)
Reseni soustavy (nehomogenni) budeme hledat ve tvaru

2
ul(t) = < o i:::[; ) (5.28)

Dosazenim do (5.27) dostavame

2at+b\ (1 -1 at®> + bt + ¢ N —t2
2dt+e ) \1 3 dt? + et + f 2t )
Po roznasobeni a porovnani koeficientid u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu Sesti rovnic

o Sesti neznamych

a—d = 1, a+3d = 0,

b—e = 2a, b+3e¢ = 2d—2,
c—f = b c+3f = e,
kterd ma feseni a = %, b= %, c= %, d= —%, e=—laf= —%. Po dosazeni do (5.28) dostavame

partikularni feseni

Priiklad 5.2.27. Naleznéte partikularni feseni soustavy

1 2 -3 1
y=1 1 2 |y+ 0 |eé. (5.29)
1 -1 4 ~1

Ozna¢me A matici a b vektor v soustavé (5.29). Reseni této nehomogenni soustavy budeme
hledat ve tvaru

u(t) = qe'. (5.30)
Dosazenim do (5.29) dostavame
ge! = Age® + be'.
Odtud mame
0 -2 3 1

gq=(E-A)7""S, qg=|-1 0 -2 0
-1 1 -3 -1
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Po nalezeni matice (E — A)~! dostavame

2
q=| —2
-1
a tedy partikuldrni feseni soustavy (5.29) je
2
ut)=| -2 |é
-1

Poznamka 5.2.28. Reseni soustavy (5.12) Ize v ptipadé nidsobnych kofentt hledat také jinymi
metodami. Velice stru¢né jsme se zminili o postupu, zalozeném na hledani Jordanova kanonického
tvaru matice. S jinou, tzv. Putzerovou metoda se ¢tendf miize seznamit v [21]. Postup, kterému
jsme vénovali nejvétsi pozornost, je pfevzat z monografie [3].

5.3 Kvalitativni vlastnosti feSeni soustav ODR

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat stabilitou feseni, prakticky vsak pouze pro tzv. au-
tonomni systémy. Jsou to systémy tvaru (2.13), v nichz pravad strana nezavisi na proménné z.
Zakladni otazky muzeme formulovat pro obecnéjsi rovnice; i v pripadé, Ze je neumime FeSit,
existuji moznosti, jak se o chovani jejich feseni alespon ve specidlnich pfipadech nékteré véci
dozvédét.

Budeme tedy nejprve studovat systém

Y = f(z.y). (5.31)

Pro potieby tohoto zévérecného odstavce dale predpokladédme, Ze vSechna feseni, se kterymi
pracujeme, jsou spojité rozsifena do bodu 0 a jsou to tedy funkce definované na neomezeném
intervalu [0, +00). PopiSme otazky, které nas zajimaji:

(A) Existuje konstantni FeSeni, které reprezentuje rovnovazny stav systému, tj. takové
y? € R", pro které je y(r) = y° pro viechna z > 07

(B) Necht y; je feSsenim rovnice (5.31) a necht y, je takové feseni (5.31), pro které je v bodé
0 norma rozdilu ||y;(0) — y5(0)| ,mala“. Bude y,(z) také ,blizko“ y,(z) i pro vSechna = > 07

(C) Pokud fteseni (5.31) existuje na né&jakém intervalu (0,+o0), jaké je jeho chovani pro
x — +oo ? Existuje napi. néjaky rovnovazny stav y° tak, Ze pro viechna FeSeni y systému rovnic
(5.31) je lim, ., oo y(x) = 4° 7

Rovnovazny stav
Otézka (A) neni tézkd. Ma-li y(z) = y° byt feSenim systému (5.31), pak je y' = 0, a lze zformu-
lovat jednoduchy vysledek: y° je rovnovdzngm stavem systému (5.31), prdvé kdyz je

f(z,y%) =0,

tj. pro vsechna  z intervalu, na kterém je definovdna vektorovd funkce f, je f(x,y°) = 0. Takové
konstantni feSeni budeme nazyvat rovnovazné reseni.

Priklad 5.3.1. Najdéte vSechna rovnovazna FeSeni systému rovnic

y= (-1 -3).
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I kdyZ jde o systém nelinearnich rovnic, ktery neni ani autonomni, snadno tulohu vyfesime. Je
totiz tfeba fesit soustavu rovnic

0=(z—-4)(y+5),
jejiz Teseni je zfejmé: Prvni rovnice je splnéna, pravé kdyz je x = 4 nebo y = —5, a druha rovnice

je splnéna, pravé kdyz je © = 7 nebo y = 3. Odtud vyplyva, zZe jedinymi rovnovaznymi fesenimi
systému rovnic jsou konstantni vektorové funkce (4,3) a (7, —5).

Poznamka 5.3.2. Pro velmi specidlni pfipad rovnice y' = Ay (systém s konstantnimi koefi-
cieny) vyplyva z vét o feSeni systému linedrnich rovnic jedna z nésledujicich dvou moznosti: v
pfipadé, Ze det A # 0, je jedinym rovnovaznym FeSenim nulové FeSeni, zatimco v pfipadé, Ze
det A = 0, vyplni rovnovazna feSeni natrividlni linedrni podprostor, jehoz dimenze zavisi na
hodnosti matice A.

Dalsi jednoduché tvrzeni se tyka obecné autonomni rovnice

y' = f(y) (5.32)

Lemma 5.3.3. Necht pro teSeni y = y(t) autonomniho systému (5.32) plati

lim y(t) = y°.

t——+o00
Potom y° je rovnovdznym resenim (5.32).
Diikaz. Jestlize lim;_, 4o y(t) = y°, pak pii oznacéeni y = (y1, ¥2 ..., Yn) Pro slozky yy je

lim ye(t) =92, k=1,2,...,n.

t——+o0

Specialné pro libovolna t1 < t2 je |yr(t1) — yr(t2)| — 0 pfit; — 4o00. Polozime-li pro h > 0 t; = ¢,
to =t + h, je lyp(t) — yp(t + h)| — 0 pro t — +oo. Pak ale je

Ye(t + h) — yu(t) = hyp(re) = ”fe(y1 (), y2(72), - - -, Yn(72))

kde 74 € (t,t + h). Pfi limitnim pfechodu ¢ — 400 leva strana rovnosti konverguje k 0 a prava k
hfr (y?, v, ... ,yg), coz ukazuje, ze y° je rovnovaznym fesenim (5.32). O

Stabilita reSeni

vvvvv

definice:

Definice 5.3.4. Rekneme, Ze feseni y* systému (5.31) je stabilni, jestlize ke kazdému & > 0
existuje > 0 tak, ze pro vSechna FeSeni y systému (5.31) a vSechna z > 0 plati

(y(0) —y*(0) [ <6) = ([ly(z) —y"(2)[| <¢).

Reseni, které neni stabilni, se nazyva nestabilni.



5.3. Kwvalitativni vlastnosti reSeni soustav ODR 73

Pro autonomni systém
y' = Ay (5.33)

s konstantni matici A lze dokazat nasledujici vysledky (viz napt. [22]):

Véta 5.3.5. (1) Jsou-li redlné€ cdsti vsech vlastnich ¢isel matice A zdporné, je kaZdé Teseni au-
tonomniho systému y' = Ay stabilni.

(2) Md-li alespori jedno vlastni ¢islo matice A kladnou redlnou éast, je kaZdé teseni systému
(5.33) nestabilni.

(3) Necht maji véechna vlastni ¢isla matice A zdapornou nebo nulovou redlnou édst a necht
\j =1v;, j=1,...,m, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A s nulovou redlnou ¢dsti. Necht vlastnt
¢isla Aj maji nasobnost kj, j = 1,...,m. Potom je kaZdé reseni systému (5.33) stabilni, md-li
matice A pro kaZdé j celkem k; linedrné nezdvislyjch vlastnich vektori prislusnych k \;.

Podstatné je, Ze existuji metody, jak jednoduse zjistit, Ze popsand situace nastava, aniz
je nutno hledat vlastni c¢isla matice A; sta¢i pouze znat jeji charakteristicky polynom.
Napft. tzv. Hurwitzovo kritérium (viz dile) umoziuje relativné jednoduse zjistit, zda vSechny
kofeny charakteristického polynomu maji zdporné readlné ¢asti.

Asymptoticka stabilita feSeni

nezli pro systém (5.33), ale definici podame i pro systém (5.31).

Definice 5.3.6. Budeme fikat, ze feSeni y* systému (5.31) je asymptoticky stabilni, jestlize
je stabilni, tj. ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna FeSeni y systému (5.31) a
vSechna x > 0 plati

Uy =97 0) | <0) = (ly(x) —y" (@) [ <e)
a zdroven je || y(z) — y*(x) || — 0 pro z — +o0.

Maji-li v ptipadé systému (5.33) vSechna vlastni ¢isla matice A zapornou redlnou ¢ast, ,,blizi
se ziejmé vSechna FeSeni k 0, tj. plati tvrzeni (viz napf. [22]):

Véta 5.3.7. Reseni systému (5.33) je asymptoticky stabilni, pravé kdy? magi vsechna vlastni é¢isla
matice A zdpornou redlnou cdst.

Nezli uvedeme nékolik prikladi, ukazeme si, jak mtizeme zjistit, zda maji vSechna vlastni ¢isla
matice A zaporné realné Casti, aniz bychom pfimo vlastni ¢isla znali, a to pomoci jiz zminéného
Hurwitzova kriteria.

Hurwitzovo kritérium
je obsazeno v nésledujicim tvrzeni, které pouziva pojmu Hurwitzova matice. Jeji definice je
v tomto tvrzeni zahrnuta.

Tvrzeni 5.3.8. Necht Py (2) = a,2" +ap_12" "' +- - -4a1z+ag je polynom alespori prvého stupné
s redalngmi koeficienty, ag > 0, a,, # 0. Prifadme polynomu P, jeho tzv. Hurwitzovu matici (pro
vétsi mdzornost ji popiseme schematicky)

al a 0 0 ... 0
as a9 [25] ap ... 0

)
a2n—1 G2p—-2 AaA2pn—-3 Qa2n—4 ... dn

kde klademe as =0 pro s <0 a s > n.
Potom maji vsechny koteny polynomu P, zdporné redlné cdsti praveé tehdy, jsou-li vsechny
hlavni diagondlni minory Hurwitzovy matice polynomu P, kladné.
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K nalezeni potfebnych informaci muze byt uzite¢né v nékterych pripadech toto tvrzeni, které
obsahuje definici tzv. stopy ¢tvercové matice.

Tvrzeni 5.3.9. Necht stopa ctvercové matice A Tidu n je kladnd, tj. soucet prvki ma-
tice na hlavni diagondle Z?:l aj; je kladny nebo je pro jeji determinant splnéna nerovnost
(—1)"det A < 0. Potom alesponi jedno vlastni ¢islo matice A ma kladnou redlnou cdst.

Priiklad 5.3.10. VysSetiete, zda jsou vSechna feSeni soustavy & = Ax stabilni, asymptoticky
stabilni ¢i nestabilni, je-li

32 4 0 2 1 2 1 1
(@) A=[202])] ® A=| -1 -3 -1 |, () A= -3 2 3
42 3 1 1 -1 1 -1 -2

(a) Protoze stopa matice A je 3+0+3 = 6 > 0, m4 alespoii jedno vlastni ¢islo matice A kladnou
realnou cast a tedy vSechna feSeni jsou nestabilni.

(b) Charakteristicky polynom matice A je

det(A—AE) = -2\ —4)\2 — 50 —2=—-(A+1)})(\+2),
a tak pro spektrum dostavdme o(A) = {—1, —2}. Protoze jsou vSechna vlastni ¢isla matice A
zaporna, je kazdé feseni asymptoticky stabilni.
Pokud bychom neuméli nalézt vSechny kofeny charakteristického polynomu, mtizeme uzit Hurwi-
tzova kritéria. Hurwitzova matice p¥islusna polynomu A3 + 4X\% 4+ 5\ + 2 je

5 2 0
1 45
0 01

Protoze D; = 5 > 0, Dy = 18 > 0 a D3 = 18 > 0 (hlavni diagonalni minory kladné), maji
podle Hurwitzova kritéria vSechny kofeny charakteristického polynomu zaporné realné casti a
tedy vSechna TeSeni jsou asymptoticky stabilni.

(c) Charakteristicky polynom matice A je det(A — AE) = —A(A + 1)2, tj. o(A) = {0, —1}.
Vsechna FeSeni jsou tedy stabilni, ale nejsou asymptoticky stabilni.

Priklad 5.3.11. UkazZte, Ze kazdé feSeni soustavy ODR & = Ax s

2 -3 0
A= 0 -6 -2
-6 0 -3

je nestabilni.

Charakteristicky polynom matice A je det(A — AE) = —A2(A 4 7), tj. 0(A) = {—7, 0}. Vlastni
vektor v matice A prislusny k 0 musi spliiovat soustavu

2 -3 0 1 0
Av = 0 -6 —2 ve | =10 [,
-6 0 -3 U3 0
tj. v1 = %’Ug a vy = —3vy. Kazdy vlastni vektor prislusny matici A a vlastnimu ¢islu 0 je tvaru

v=k(3,2,-6), k € R, k # 0. Tedy kazdé feseni u(t) soustavy & = Ax je nestabilni, nebot A = 0
je vlastni ¢islo nasobnosti dvé a matice A ma pouze jediny linearné nezavisly vektor odpovidajici
vlastnimu ¢islu 0.
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Poznamka 5.3.12. Nékdy se uziva také oznaceni ljapunovovska stabilita, resp. ljapunovovska
asymptoticka stabilita, misto stability, resp. asymptotické stability. Dalsi kritéria stability pro
obecnéjsi soustavy lze nalézt v [22].

5.4 Cviceni

1. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

2. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

() = C 5cos 3z s 5sin 3x
) =4 cos 3z + 3sin 3z 2 \sin3x —3cos3x/ -

Pokud bychom pracovali s komplexni exponencidlou, nalezli bychom feseni ve tvaru
_ 5 3ix 5 3z
y(:n)—01<1_3i>e +Cy 143i)¢ ]

3. Reste rovnici

[Obecné feSeni je tvaru

4. Reste Cauchyho tlohu

08 0 4
y=(00 2|y, yO=| 0f!
2 8 —2 1

[Uiijeme—li kratsiho zapisu s komplexni exponencidlou, je obecné feseni systému tvaru

—4 —2 ‘ 2 ‘
y(t) =C1 1] ¥+ Cs i et + Cs | —i e 4it ;
1 2 2
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Po dosazeni poc¢atecni podminky a prechodu k ,,redlnému* tvaru reSeni dostaneme po rozepsani
po slozkéch y = (y', v°, v°)

y'(t) = —de™? —2sindt, y*(t) =e 2 —cosdt, y3(t)=e* —2sindt.]

5. Zkuste Fesit soustavu (je trochu pracnéjsi)

0 -1 1 0
A =R T G
Y=1 92 21 21 1| ¥

0 2 1 0

[Po rozepsani y = (y', y2, y3, ¥*) po slozkach a tipravé dostaneme

yl(t) = CL(1 4 2t + 2t%) + 20yt + C5 + Cy,
Y2 (t) = —2C1 — C2+ Cy,

y3(t) = 201t + Cy + Cs,

y*(t) = —4C1t? — 405t — 2C5 |

6. Reste Cauchyho tilohu pro rovnici
2 01 1

y=[(0 2 0]y+|0]e*, y(0)={1]!
01 3 1

[Reéeni je tvaru
t+ et (t+1)et—e 2t et _eg 2

y(t) = —te ! —tet4e 2t g2 _et ]
tet tet et

7. Reste Cauchyho ulohu



Kapitola 6

Laplaceova transformace

V této Casti si vSimneme dal$i mozné metody feSeni diferencidlnich rovnic,
zejména pak Cauchyho tlohy. Princip, ktery se pfi jejim pouziti uziva, pripo-
mind davné vyuzivani logaritmt: slozité nasobeni lze pfevést na mnohem jed-
nodussi s¢itani. Laplaceova (integralni) transformace umoziiuje napf. prevést
feSeni diferencidlnich rovnic na feSeni rovnic algebraickych. Laplaceova transfor-
mace se pouzivala Casto k FeSeni problémt o oscilatorech, ma vsak uplatnéni i
jinde, napf. v teorii pravdépodobnosti a dodnes je dilezitym nastrojem k feSeni
obycejnych diferencialnich rovnic a jejich soustav, integrodiferencialnich rovnic
apod.

6.1 Motivace

Umluva 6.1.1. Budeme fesit linedrni diferencialni rovnice a jejich soustavy. Za¢neme s linear-
nimi rovnicemi fadu n s konstantnimi koeficienty, které se ¢asto vyskytuji v aplikacich. Hledané
feseni budeme znacit y = y(t), poc¢atecni podminky pak y(0) = yo, ¥'(0) = y1, atd.; budeme tedy
fesit ulohy, se kterymi jsme se jiz setkali, tentokrat vSak jinym zptsobem.

Motivace 6.1.2. Uvazujme napiiklad rovnici
y'+2y=e", y(0)=1. (6.1)

kde a € R je zatim neurceny parametr. Postup, se kterym jsme se jiz seznamili, spoc¢iva nejprve
v urceni obecného fesSeni rovnice

Yy +2y=0,

pak v nalezeni partikularniho feSeni rovnice z (6.1), urceni jejiho obecného feseni a pak ve vybrani
toho (maximalniho) feSeni, které vyhovuje poc¢ateéni podmince y(0) = 1.

Nyni se pokusime ,,objevit® jiny zptisob feseni diferencidlnich rovnic a jejich soustav. Jakkoli
neni pro zac¢atecnika zrejmé, pro¢ s danou rovnici zachazime nasledujicim zpusobem, dospéjeme
tak k vysledku, z néhoz bude vcelku dobfe patrné, proc¢ je dobré se s tzv. Laplaceovou transformaci
seznamit.

Zkusme danou rovnici vynasobit faktorem e~*!, kde s je zatim nespecifikovany parametr
a potom vyrazy na pravé i levé strané takto upravené rovnice integrovat pres interval (0, c0).
Dostaneme tak rovnici

/ y'(t)e stdt + 2/ y(t)e st dt :/ ee st dt .
0 0 0

7

S



78 Laplaceova transformace

Pokud bude konvergovat prvni z integralt na levé strané, upravime ho pomoci metody per partes
na jiny tvar:

/ y'(t)e stdt = [y(t) e_Stro —|—s/ y(t)e st dt . (6.2)
0 =0 0
Plati-li

lim (y(t)e™®) =0 a lim y(t) = yo,

t—o0 t—04

je piirtstek funkce v hranaté zavorce vzhledem k rovnosti y(04+) = yo = 1 roven —1, a tak
dostédvame pro funkci Y (s) := [;° y(t) e”*' dt parametru s

Y(s)(s+2)—1= /0 T elat gy | (6.3)

Pro s > a dostaneme integraci vyrazu na pravé strané predchozi rovnice

/Oooe_(s_“)tdt = [ﬂ]m - (6.4)

—(s—a)ls=0 s—a’

Oznac¢ime nyni pro funkci f = f(¢) definovanou na intervalu (0, c0)

L) = /0 T estdt = F(s). (6.5)

Funkci F' = L(f) budeme nazyvat Laplaceovym obrazem funkce f. Trochu nelogicky, abychom
zdiraznili pfislusné proménné, budeme casto uzivat i oznaceni F'(s) = E( f (t)), piipadné téz
L7 (F(s)) = f(t). S takto zavedenym oznacenim miZeme piepsat rovnici (6.3) ve tvaru
1 l1+s—a

P Sl (6.6)

s—a s—a

Y(s)(s+2) =

ktery jesté dale upravime pomoci rozkladu na parcialni zlomky:

l1+s—a a+1 1 1 1

() (s+2)(s—a) a+2 s+2+a+2 s—a

Pokud budeme predpokladat, ze zobrazeni L, definujici Laplaceovu transformaci, je linearni a
prosté, mtzeme jesté tuto rovnici prepsat do tvaru

E_I(Y(S)):Zi;'ﬁ_l[s—ll—2]+a41—2'£_1[sia]’

a vzhledem k definici Laplaceovy transformace (6.6) a vypoc¢tu, ktery jsme provedli v (6.4), tak
obdrzime +1 1
y(t) = Z—+2 e g — o (6.7)

Snadno zjistime, ze y(0) = 1 a dosazenim do rovnice v (6.1) téz to, Ze y je jejim FeSenim.

Nas postup, kterym jsme feseni nalezli, nebyl sice korektné zdivodnén a napf. pro pripad
a = —2 by ani feSeni z (6.7) nemélo smysl, avak ukazuje moznou cestu pro vybudovani teorie,
kterd ndm umozni fesit diferencialni rovnice jinym zpusobem. Poznamenejme, Ze jsme dosli k fe-
seni Cauchyho tlohy primo, nikoli pfes (mnohdy zbyteéné) hledédni obecného feSeni. Abychom
vSak takovy postup mohli pouzivat, je tfeba vybudovat alesponi ¢astecné teoreticky zéklad pro
uzivani Laplaceovy transformace. Jak jsme jiz zminili, je to nastroj s daleko Sirsim pouzitim nez
pouze pro FeSeni diferencidlnich rovnic a jejich soustav a prislusné teorie je obsahld, pro nase
potfeby vsSak vysta¢ime pouze s nékolika zakladnimi vlastnostmi této integralni transformace.
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6.2 Rozklad na parcialni zlomky

Protoze budeme v dalsi ¢asti rozklad na parcialni zlomky velmi ¢asto potfebovat, pripomeneme
st ho na nékolika praktickych prikladech.
Jestlize je R raciondlni funkce, ktera je podilem polynomu P, Q,
P(t)
R(t) = 55 (6.8)
Q(t)
pak v pripadé, ze Q = 0, ma R trividlni definiéni obor Dg = (). V pfipads, ze Q = k # 0 je R
polynom. V netrividlnich ptipadech je stupen st(Q) polynomu @ nejméné 1.
Bez Gjmy na obecnosti mtizeme déle pfedpokladat, ze st(P) < st(Q), jinak miZzeme zndmym
algoritmem pro déleni polynomut upravit R na soucet polynomu a racionélni funkce, ktera tuto
podminku spliuje.

Priklad 6.2.1. Skutecné, tak napf.

t3—5t2+7t_(t . 29t — 56
242t -8 242t -8
29t — 56
( ) (t—2)(t+4)
11 86 1
=(t-7)+= — .
( )+3t—2+3t+4

Zpravidla neni ziskani rozkladu problémem a jeho feseni lze i uhodnout, nékdy je to vsak pracné.

Piiklad 6.2.2. Tak napft. jsou-li kofeny polynomu @ ve vyjadfeni (6.8) vesmés jednoduché,
dostaneme po rozkladu jmenovatele

3t2—-5t+2 32 —5t+2
B3 +2t2 -8t t(t—2)(t+4)’

a je tfeba uréit A, B,C € R, aby pro vSechna ¢ € {0, 2, —4} platila rovnost

32 —5t+2 A B C

Bl st ¢t i-2 ira (6.9)

Dosazenim nevyloucenych hodnot ¢ ziskdme rovnice pro vypocet konstant A, B,C. Napt. pro
t = 5 obdrzime nepfilis zajimavou rovnici

52 =27A 4+ 45B + 15C .

Vynéasobime-li rovnici (6.9) polynomem Q(t) = t(t — 2)(¢t + 4), dostaneme rovnost platnou pro
vsechna t € R

32 -5t +2=A(t—2)(t+4)+ Bt(t+4)+Ctt—2),
a odtud postupnym dosazenim t =0, t = 2 a t = —4 velmi snadno spocteme

3t2 -5t +2

1
Frolos . 4t 3i-2 T (610)

1 1 1 35 1
t 3t—2 T2t+4

V nékterych pripadech mtzeme uplatnit postup, ktery vede k hledanému vysledku rychleji a
pohodlnéji. K tomu nam poslouzi toto pozorovdni:
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Jestlize je tfeba rozlozit na parcidlni zlomky racionalni funkci R(t) = P(t)/Q(t), kde P,Q
jsou nesoudélné polynomy, 1 < st(Q) a st(P) < st(Q), pfiemz ) mé jednoduchy kofen aq, je

rozklad tvaru
Pit) A Py (1)

= + . 6.11
Q0 t-a ' @ (010
Rovnost, platnou pro vSechna t ¢ {a1} U {a; Q1(a) = 0} upravime na tvar
t— o Py(t)(t — ay)
P(t = A+
Vom—ae) - M e
a limitnim pfechodem odtud dostaneme
P/(Oél) o A1 '
Q' (a1)
Odtud plyne, Ze mé-li Q celkem n navzajem rtznych kofenu «q, as, ..., a,, ma rozklad specidlni
tvar
P(t) " Play) 1
I . 6.12
a0 =T (6.12)

vvvvv

je zde moznost upravit polynomy na obou strandch rovnice do zakladniho tvaru a porovnat
koeficienty u stejnych mocnin ¢. ReSenim nalezené soustavy linedrnich rovnic po snadné namaze
opét urcéime konstanty A, B, C.

Priklad 6.2.3. V dalsim pi¥ipadé rozklad pro racionélni funkci probéhne podobné, avsak s malou
modifikaci. Budeme postupovat zkracené: Nyni je tfeba urcit konstanty A, B,C, D € R tak, aby
pro v8echna t € {0,2, —4} platila rovnost

3t? — 5t + 2 A, B _C D
tt—2)2(t+4) t t—2 (t—2)2 t+4°

Vynésobime-li tuto rovnici polynomem Q(t) = t(t — 2)2(t + 4), dostaneme rovnost platnou pro
vsechna t € R

3t2 -5t +2=A(t—2)2(t+4) + Bt(t —2)(t +4) + Ct(t +4) + Dt(t — 2)* (6.13)

a dosazenim t = 0, t = 2 at = —4 snadno spoc¢teme A = 1/8, C' =1/3 a D = —35/72. Dosazenim
t = 1 dostaneme snadno B = 13/24.

Kromé metody srovnani koeficientu lze postupovat jesté dalsimi zpiasoby. MuzZeme napf. rov-
nost typu (6.13) derivovat a vicenasobné koteny opakované dosazovat, postupy tohoto typu vsak
pripominat nebudeme.

Trochu odlisnou situaci prinasi pritomnost nerozlozitelného kvadratického trojclenu ve jme-
novateli, ale i pro tento piipad neni postup obtizny.

Priklad 6.2.4. Tak napf. je tfeba uréit A, B,C € R tak, aby rovnost
t—3 A Bt+C

(t—2)(t2 +2t+5) t—3+t2+2t+5

byla splnéna pro vSechna t € R\ {3}, resp. rovnost

t—3=A{*+2t+5)+ (Bt+C)(t—2)
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pro vSechna t € R. Dosazenim ¢ = 2 snadno uré¢ime A = —1/13. Dalsi ,vyznac¢né“ hodnoty
proménné ¢ (redlné nulové body polynomu Q(t) = (t — 2)(t% + 2t + 5)) jiz nemame k dispozici.
Mohli bychom sice dosadit napf. jeden z komplexné sdruzenych kofenti a; o = —1/2+ i trojélenu
t2 + 2t + 5 a porovnat redlné a imagindrni ¢asti polynomti na obou strandch rovnosti, dame
vsak prednost dosazeni vhodnych realnych hodnot t. Pro ¢ = 0 dostaneme pomoci jiz vypoctené
hodnoty A hodnotu C' = 17/13 a podobné dosazenim ¢t = 1 dopoc¢teme C' = —35/13.

vvvvv

R( )=t/ (t4 + 1) zapo¢neme délenim polynomu polynomem. Prlctenlm a odecCtenim 1 v citateli
dostaneme po upraveé

o ) 1
S T
Vidime, ze jmenovatel nemd redlné kofeny; musime proto nalézt rozklad jmenovatele na soucin
dvou kvadratickych trojclent. Uzijeme triku spocivajiciho v jednoduché tpraveé: plati

1= +1)? -2 = (2 + V2 + 1) - V2t 4+ 1)

R(t) =

Oba kvadratické trojéleny Q12(t) = 2 & /2t + 1 nemaji realné koteny, proto hleddme rozklad
ve tvaru

1 At+B n Ct+ D
th+1l 242t +1 22— \/2t+1
a je tieba urcit A, B,C, D € R tak, aby pro vSechna t € R platilo

1= (At + B)(#* — /2t + 1) + (Ct + D)(t* + /2t +1). (6.14)
UZijeme porovnani koeficienti a dostaneme nejprve
1=B+D, 0=A—\2B+C+/2D,
0=B-\2A4+D+/2C, 0=A+C,

z ¢ehoz po dosazeni a Upravé bez obtiZzi spocteme

1_1<t+\/§ B t—\/§>
1 22\ 24+ 2t +1 22—\ /2t+1)°

Tim jsme na prikladech dostatecné pripomnéli postupy uzivané k rozkladu racionalni funkce
na parcialni zlomky. Pro ziskdni potfebné pocetni praxe je vSak nutné samostatné propocitat
takovych prikladt vétsi pocet.

6.3 Laplaceova transformace

Nejprve prozkouméame alespon postacujici podminky pro existenci integralu, kterym je Laplaceova
transformace definovana, tj. co musime predpokladat, aby v rovnosti

= /Oo f(t)e stdt . (6.15)
0

byl integral na pravé strané rovnosti definovan. Parametr s, tj. proménna ve funkci F, bude
z R, pfipadné téz i z C, na to vSak vzdy upozornime. Budeme se zabyvat transformacemi funkci,
které budou definovany na intervalu [0, 00), pfipadné (0, c0); ve druhém ptipadé omezime chovéani
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funkce f v okoli bodu 0 jesté dalsi podminkou. Pokud bude mit transformované funkce f pro kazdé
K > 0 v intervalu (0, K') pouze koneéné mnoho bodt nespojitosti z, k = 1,2,...,n, pficemz
bude platit 0 < 77 < .-+ < x, < +00, a tyto nespojitosti pfitom budou tzv. nespojitostmi
1. druhu, vystacime téméf jen s jednoduchym integralem ze spojité funkce. [Bod z je bodem
nespojitosti 1. druhu, pokud existuji kone¢né jednostranné a navzajem rtzné limity

lim f(¢) a lim f(¢).]
t—xy t—x_
Pro struénost budeme tikat, ze funkce f je po €astech spojita, i kdyz to referuje pouze k ¢asti
predpokladanych vlastnosti f.
V uvazovaném piipadé existuji pro vSechna k € {1,2,...,n — 1} integraly

/:Hl f(t)e stdt .

k

Ac¢ to neni zdaleka nutné, budeme déle predpokladat, ze funkce f méa konec¢nou limitu zprava
v bodé€ 0, coz zaruci existenci integralu

j/mlet)e_Stdt.
0

Vsechny tyto integraly muZzeme spocitat napi. jako prirtstek primitivni funkce vzhledem k inte-
gra¢nimu oboru, pokud ovSem tuto primitivni funkci dokédzeme urcit (ta sice jisté existuje, avsak
v mnoha pfipadech ji nedokdZeme pomoci ndm znamgych funkei vyjadiit). Zbyva jesté posledni
interval (x,,+00). Pfedpokladat existenci konecéné limity funkce f v bodé oo by vsak bylo pro
nase potieby prili§ omezujici a nemohli bychom pracovat obecné ani s polynomy, spokojime se
vsak s predpokladem, Ze funkce f ,u oco“ prili§ rychle neroste, tj. Ze napf. existuji k funkci f ta-
kové M, 0 < M < oo, takové a, 0 < a < o0, a takové tg, 0 < ty < oo, Ze pro vSechna t > tg
je
[f()] < Me;

o funkci f pak fikdme, Ze je (u co) exponencialniho Fadu «. Potom na intervalu (z,,00) pro
vSechna s > «, resp. Res > «a plati

‘ / ft)e st at ‘ < M/ et < 0.

Integrél pies interval (0, 00) pak chapeme jako zobecnény Newtontv integrél (tj. pfirtstek zobec-
néné primitivni funkce k funkci f(t) e™*!), nebo jako (konecény) soucet Riemannovych integralii

1 Th+1
/ Ft)etdt / F)etdt, k=1,2,....n—1,
0 T

k

a nevlastniho Riemannova integralu

0o K
/ ft)estdt = Jim f(t)e stdt .

Tn

I kdyz z matematického hlediska je diilezité znat pro funkei jeji definiéni obor (ktery je nedilnou
soucasti jeji definice), pro nase potieby to v této chvili nebude podstatné; proto se touto otédzkou
nebudeme podrobnéji zabyvat. Jednou z nejpodstatnéjsich vlastnosti Laplaceovy transformace je
jejl linearita. To znamena, ze plati
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Pravidlo A (linearita £): Pro kazdé dvé funkce fi, f2, definované na intervalu (0,00) a kon-
stanty c1,co0 € R je

/ (c1fi(t) + cafo(t)) e dt = cl/ fi(t)e stdt + Cg/ fa(t)e st dt , (6.16)
0 0 0
jakmile jsou vSechny integraly definovany, neboli

L(c1fi+ cafo) = c1L(f1) + c2L(f2) .- (6.17)

Uzite¢ny je i vzorec, ktery popisuje, jak se chova Laplaceova transformace vzhledem k posunuti.

Pravidlo B (posun v obraze): Je-lia >0 a

potom je

F(s—a)=L(e™f(t)). (6.18)
Ziejme totiz je
F(s—a)= /OO ft)e =9t qs = /OO ft)e*e ™t dt = L(e”"f(t)).
0 0

Casto budeme pouzivat chovani Laplaceovy transformace p¥i derivovani. Podrobnéji:

Pravidlo C (derivovani obrazu) : Je-li opét

F(s) = /0 T e tat |

potom plati

d d > —st _ > i e—st — > _ e—St
LR = /0 F(t)etdt — /0 S fryetar /0 LE(E) e dt
neboli 4
L(—tf(t) = F'(s) = 3 E(s) (6.19)

Podobné pro vyssi derivace dostaneme

LI (1) = PO (s) = < F(s) (6:20)

Pravidlo D (integrovani obrazu) : Je-li f po ¢astech spojitd exponencialniho fadu o a

o0
F(s):= / f(t)e stdt,
0
a jestlize existuje lim;_o, f(t)/t, potom plati

/:OF(S) :L{@}. (6.21)
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Pravidlo odvodime jen formélné, nebof k nému nemame v tomto textu dostateéné probranu
moznost zamény poradi integrace. Je

/ F(z)dz = hm / / f(t)e dt dz = lim / f(®) e_”dt dz =
—xt w
= lim [e f0)" = / IO st gy — / JO) -t gy — ﬁ[f(t)}
w—00 Jq —t x s W—’OO t

Poznamenavame, ze v tomto pripadé je zaména poradi integrace mozna.

Neékdy se setkame se situaci, ze v transformované funkci, jejiz obraz hleddame, vystupuji
specialnim zptsobem ,,jednodussi funkce“, jejichz obrazy zname. Spoc¢teme

- (/Ooof(u)e_sudu)(/Ooog(v)e_svdv>,

pricemz budeme piedpokladat, ze vyraz vpravo vznikl pfevodem dvojného integralu na integral
dvojnasobny, ktery jesté upravime:

([ swesran)([Taerav) = [7([7 fgto)e e au)av -
- [Taw[ [ ﬂww(qu

Polozime-li myni v — ¢ — u, lze upravit integral v zavorce
/000 e_s(“+”)f(u) du = /OO e Sf(t —v)dt,
a tak dostaneme
F(s)G(s) :/Om(/oog(v)f(t—v)e_Stdt)dv :/OOO (/Otg(v)f(t—v)e_Stdv)dt _
:/Om(/otg(v)f(t—v)dv)e—stdt :ﬁ[/otg(v)f(t—v)dv} .

To, co jsme postupné odvodili, shrneme do dalsiho pravidla pro zachazeni s Laplaceovou trans-
formaci :

Pravidlo E (zobrazeni konvoluce) : Definujeme-li konvoluci funkci f, g vztahem
t
(F 90 = [ 9)ft—v)do.
0
ajeli L(f(t)) = F(s), £L(g(t)) = G(s), pak pro Laplacetiv obraz L(f g)(t)) plati vztah
t
L —v)dv) =
([ sttt =)
= (/0 fu)e " du) (/0 g(v)e ™ dv) = F(s)G(s).

Pro uplnost uvedeme jesté jedno pomérné jednoduché pravidlo:

o
—
~
*

Q

N—

—~
~~

SN—

SN—
Il

Pravidlo F (zména méritka) : Pro kazdé ¢ > 0 je

L(f(ct)) = %F(Z) . (6.22)
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Ziejme je

£(rtet) = [ st tar = [ gt =T p(2),

c
coz vsak je jiz dokazovana rovnost (6.22).

Jaké pravidla plati pro posunuti? Dokézali jsne si jiz Pravidlo B se vzorcem (6.18) : Jestlize
je F(s)=L(f(t)), s >0 (resp. Res > 0), pak

F(s—a)=e*"F(s) = L(e"f(t)), a€R, s>a (resp. Res > a).

Vsimneme si, Ze jde o ,posunuti v obraze“. Nyni si uvedeme dalsi pravidlo, které se tyka ,,posunuti
ve vzoru“ :

Pravidlo G (posun ve vzoru) : Jestlize je F(s) = L(f(t)), pak
L(Ha() f(t —a)) =e *F(s), a€[0,00). (6.23)

I toto pravidlo odvodime jednoduse pomoci linearni substituce:
L(Ha(t) f(t - a)) :/ (Ho(0)f(t — a)) e dt =

0
= ft—a)e st dt = / f(u)e™swta) gy =
a 0

= /000 flu)e %" du = e ** F(s). (6.24)
Napi. vzhledem k tomu, ze £(t) = 1/s2, dostaneme odtud jiz zminény vzorec
L(tem) = ﬁ .
Analogicky 1ze odvodit obecnéjsi vzorec
L(tre™) = # : (6.25)

doporucujeme ¢tenari, aby se vzorec matematickou indukci pokusil dokazat.
Vzorec (6.25) neni patrné sdm tak zajimavy jako vzorec pro inverzni Laplaceovu transformaci,
ktery z néj vyplyva:
1

1
-1 _ n at
L [7(3 — } et (6.26)

Toto lze samoziejmé opét pouzivat pii feseni rovnic, coz si ukaZzeme v dalsim textu na prikladech.

Déle uvadime tabulku, kterd umoziiuje snadno nalézt tvar obrazu L£(f) funkce f pfi Lapla-
ceové transformaci. Ukazme si, jak 1ze nékteré polozky v této tabulce obdrzet.

Priklad 6.3.1. Tak napt. pro funkci f = 1 dostdvame pfimou integraci

/ooo Lremdt = [e:t]:io = % (6.27)

Pi1i aplikaci na diferencidlni rovnice je dulezité znat Laplaceovy obrazy derivaci hledaného feSeni.
Jiz d¥ive jsme odvodili pomoci metody per partes vzorec (6.2), tj.

/000 y'(t)e *tdt = [y(t) e_St} +s /000 y(t)e st dt

oo

t=0
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neboli

Ly (1)) = sL(y(t)) — y(0+) . (6.28)
Podobné odvodime, opét pomoci metody per partes za predpokladu existence (vlastni) limity
y’(0+), vzorec

L(y" (1) = sL(y(t) — sy(0+) =/ (0+), (6.29)
a pomoci matematické indukce lze analogicky ziskat vzorec
L™ (1) = "L(y(1) = 5" y(0+) = "2y (04) — - =y D (04); (6.30)

piedpokladdme samoziejmé existenci limit 3/ (0+), 3" (04), ...,y D (0+).

Priklad 6.3.2. Nyni zjistime, jak se transformuje Laplaceovou transformaci mocnina. S ohledem
na linearitu Laplaceovy transformace £ budeme pak moci transformovat i vSechny polynomy.
Integraci per partes dostaneme napft.

o —te~Slyoo 1 [ 1 1
L(t) = t—stdt:{ } —/ At = - L£(1) = =, 6.31
0= [ e —] 5] e L= (6.31)
nebo 0 . 0 ) )
o0 —2te 5ty 00 *
L(t?) = t2 —Stdt:[ ] —/ testdt = ZL(t) = = . 6.32
() /0 ¢ s s:o+ s Jo © s ®) s3 (6.32)
Podobné dospéjeme opét matematickou indukci ke vzorci
n n!

Poznamenejme, ze prislusné obrazy pii Laplaceové transformaci jsou ve vzorcich (6.31), (6.32)
a (6.33) definovany pro s € (0,00), i kdyZz to neni podstatné. Dokonce, kdybychom pracovali
i s komplexnimi hodnotami s, platily by vzorce pro vSechna s, kterd maji kladnou realnou cast,
tj. pro Re(s) > 0.

Poznamka 6.3.3. Ukazme si jiny zptsob odvozeni vzorce (6.33). Tentokrat uZijeme vzorec
(6.19); postup je jednodussi a rychlejsi, ale jeho zaklad vyzaduje hlubsi znalost teorie. Je

d" d" 1 n! n!
L") = dan L£(1) = (—1)71@; = (—1)n(—1)nw =il
Priklad 6.3.4. Jiz v motivacni ¢asti jsme transformovali v (6.4) exponencidlni funkci. Ziejmé

pro s > a plati

00 0 —(s—a)t 10
L(e™) :/ e ste dt :/ e~ (-t qp = [67] S . (6.34)
0 0

—(s—a)ls=0 s—a

Piiklad 6.3.5. Pripomenme, ze hyperbolické funkce cosh a sinh jsou definovany vzorci

t ot t_ ot
cosht:e—i_e ) sinht = & ° , teR
2 2
Uvazime-li, ze
1
L(e™) = —— 6.35
()=, (6.35)
pak z rovnosti (6.35) dostaneme diky linearité Laplaceovy transformace
e 4 et 1 1 1 s
(coshat) = e[ 2] L1 R 6.6
(cosh at) 2 2 s—a+s+a s2 —a? (6.36)
a podobné odvodime
et —e~at 1 1 1 a
L 'ht:£[7]2—< )= . 6.37
(sinhat) 2 2\s—a s+a 52 —a? (6.37)
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Priklad 6.3.6. Pro odvozeni vzorct pro funkce sin at a cos at miiZzeme pouzit nekolik cest. P¥imy
vypocet z definice dvojndsobnym uzitim metody per partes je patrné ten nejjednodussi, ale roz-
hodné nejméné zajimavy. Uzijeme-li drobny trik, mizeme urcit oba obrazy najednou. Je

) 00 e—st
sin at] —a cosatdt =
t=0 0o —S

—st

L(sin at) :/ e Slsinatdt = [e
0

[ee]
= 2/ e~*tcosatdt = < L(cosat) .
S Jo S

Podobné, ale trochu strucénéji, dostaneme :

—st o)

L(cosat) = [e

a 1 a
— = L(sinat) = - — - L(sinat).
— . L(sin at) P L(sin at)

cos at}
t=0

Ziskali jsme tak dvé rovnice pro neznamé L(cosat) a L(sinat), z nichz jiz oba obrazy snadno
spoCteme a tak dostaneme

s
= —" .
L(cos at) T2 (6.38)
a podobné
a
L(sinat) = —— . 6.39
(sinat) o ( )

Poznamky 6.3.7. Ctenaf obeznameny s zakladnimi poznatky z teorie funkci komplexni pro-
ménné muze zvolit kratsi cestu. Eulerovy vzorce popisuji vztah funkci cos a sin ke komplexni

exponenciale:
ezt + e—zt ] ezt _ e—zt
cost=—, sint=———+——, teR.
2 23

Z nich pak lze v piipadé, Ze se naucime zachézet s komplexni exponencidlou (coz vSak opét
vyzaduje rozvinuti teorie), lehce odvodit analogicky jako v Poznédmce 6.3.5

glal | g—ial 1, 1 1 s
e T e 5
(cos at) 2 2\s —ia s+ia 52 + a2
a podobné
eiat_e—iat 1 1 1 a
L(si t:ﬁ[ —]:—< — — _): .
(sin at) 2i 2i\s —ia s+ia 52 + a?

Jesté kratsi cestu lze formalné popsat takto: Je ziejmeé

cosat = coshait, sinat = —i sinhait .

Predchézejici vzorce naznacuji zptsob prace s Laplaceovou transformaci, avsak zdaleka nevy-
stihuji rozmanitost uziteénych vztahti, které pro ni plati. Ctenaf si patrné povsiml, ze pfi popisu
obecné tridy funkci, které jsme Laplaceovou transformaci zobrazovali, jsme se vibec nestarali
o jejich hodnoty v bodech nespojitosti. Pro danou funkci f je miZeme v téchto bodech definovat
jakkoli, aniz by to ménilo obraz E( f (t)) Zatim jsme ostatné zobrazovali pouze spojité funkce
f. Aniz bychom to dokazovali, budeme vyuZzivat toho, Ze zobrazeni Laplaceovou transformaci je
prosté, pomineme-li fakt, Ze napt. zrekonstruovat f z L(f) v bodech nespojitosti nelze. Budeme-li
pracovat s fesenimi diferencidlnich rovnic, jde vesmés o funkce spojité, a pro né dokazal jiz pred
mnoha lety Cesky matematik Matyas Lerch, Zze pro dvé rtzné funkce f, g spojité na intervalu
(0,00) jsou i jejich obrazy (pokud existuji) L(f) a £(g) rovnéz rizné. Ve tfidé téchto funkci je
proto transformace £ prosta.

Vypocet vzoru v Laplaceové transformaci a uziti tabulek, popisujicich Laplaceovu transfor-
maci, vSak vyzaduje jistou pocetni rutinu, kterou je nutné si alespon v jednoduchych pripadech
nacvicit.
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6.4 Jak postupujeme

Nasledujici piiklady jsou jen ukédzkou, zdjemce o dukladné procviceni odkazujeme na text [23],
ktery obsahuje mnoho resenych i nefeSenych tloh. UkaZeme si, jak pri hledani vzoru ¢i obrazu
postupujeme. Tak napf. pfi stanoveni obrazu funkce f(t)

.C(3 +2te 3 — 5t2e2t)

sta¢l pouzit linearitu transformace a tabulku, podle niz je

c)y=1,  ce)= ﬁ

a je tedy
3 2 5-2
L(f(t)) =— — .
UO) =5+ G737 " Gosp
Piiklad 6.4.1. Snadno obdrzime podle tabulky s vyuzitim linearity a

£(t5 — 2t 4 3e? —4C082t) = i—é — % + s—i—il — 824j_4 .
Priklad 6.4.2. Pomoci Pravidel B, C a linearity dostaneme
(s+2) 17 25— (s+2)?
(s+2)%+ 25] 25+ (s+2)2]°

£(3te_2t cos 5t) = —3[

I kdyz neuvadime Zadny obecny piedpis pro nalezeni vzoru f(t) = L7(F(s)), k fadé funkei je
mozné nalézt vzor pomoci vlastnosti Laplaceovy transformace a tabulky obrazt/vzoru. V ¢asti 6.2
jsme pripomnéli rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky; tim velmi Casto proces hledani
vzoru L7(F(s)) zacina.

Poznamka 6.4.3 (dulezitd). Jestlize navazeme na vyklad o specidlnim rozkladu a na vzorec
(6.12), pak za predpokladi pred timto vzorcem uvedenych a pfi zachovani oznaceni dostaneme

(PO NS P
£ (Gm) =X gl (640

Priiklad 6.4.4. Ilustrujme efektivitu postupu z predchazejici poznamky na prikladu, prevzatém
z [9]: Mame urcit

_1[ t2+1 }

3+ 3t2 + 2t
Jet3 +3t2 +2t = t(t> + 3t +2) = t(t + 1)(t + 2). Polynomy P(t) =2+ 1 a Q(t) = 3 + 3t> + 2t
jsou zfejmé nesoudélné a Q'(t) = 3t% + 6t + 2. Oznac¢ime-li a; = 0, ap = —1, a3 = —2, snadno

spocteme P(ay) = 1, P(ag) = 2, P(as) =5 a podobné Q'(a1) = 2, Q' (a2) = —1 a Q'(a3) = 2.
Je tedy podle (6.12)

241 11 2 1 5 1
S e e e 6.41
3 4 3t2 4+ 2t 2t+—1t+1+2t—|—2 (6.41)
z ¢ehoz snadno vyplyva
t2+1 1 5
-1 —t —2t
P T 2 _9 e 6.42
t3+3t2+2t] 5 —2¢ tge (6:42)

Uvéazime-li, Ze rovnost (6.41) ma prakticky pouze vysvétlujici charakter a ze bychom mohli prak-
ticky napsat rovnou (6.42), je zfejmé, Ze v tomto specidlnim pfipadé mtizeme vypocet provést
timto jednodusim postupem.
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Priklad 6.4.5. Mame urdit

453 — 1082 — 40s — 82
st 4+ 453 4+ 652 4+ 4s — 15]

E—l

Stupen Citatele je mensi nez stupen jmenovatele, lze proto prikrocit k nalezeni parcialnich zlomka.
Pokusime se uhadnout kofeny polynomu ve jmenovateli. Oznac¢me tento polynom ). Jsou-li nulové
body @ cela ¢isla, je na misté ovérit, zda to nejsou délitelé absolutniho ¢lenu Q), tj. ¢isla £3, £5
¢i ptipadné +1. Dosazenim snadno zjistime, ze Q(1) = 0 a délenim najdeme

(s* + 483 + 652 + 45 — 15) = (s — 1) - (s> + 5s% + 115 + 15).
Protoze téz Q(—3) = 0, snadno dostaneme

(s*+45° + 65 +45—15) = (s — 1) - (s +3) - ((s + 1)* +4).
Z rovnosti platné pro vSechna s € (R\ {—3,1})

453 —10s* —40s —82 A L B _CstD
14483 +6s2+45—15 s—1 s+3 (s+1)2+4

snadno uréime ¢astecné dosazenim s = 1, s = —3 a porovnénim vhodnych koeficienti A = —4,
B=5C=3aD=-1. Je tedy

453 — 1082 — 40s — 82 1
_1[ s 0Os 0s — 8 ]:_4£_1[

| +oe () 2 v el
st +4s3 + 652 +4s — 15 s—1 s+3 (s+1)24+41"

Posledni vyraz jesté upravime:

£~ [(siﬁ} = [(334281;2 4 (st 32 + 4}

a pak pomoci tabulky (slovniku) pro Laplaceovu transformaci snadno zjistime, ze hledany vzor
je tvaru
—4e! 4+ 5673 4+ 37t cos 2t — 2 L sin 2t .

Slovnik Laplaceovy transformace,
dulezité vztahy a pravidla

(zde je tieba doplnit tabulku, ev. ji vlozit na konec textu)

6.5 Neékteré jednoduché aplikace

Nejprve si ukdzeme, jak pomoci Laplaceovy transformace lze fesit Cauchyho (pocatecéni) tlohu
pro linearni rovnici n-tého radu s konstantnimi koeficienty.

Priklad 6.5.1. Ukazme si, jak lze uzit Laplaceovu transformaci k feSeni Cauchyho tlohy pro
linearni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty a nenulovou pravou stranou.
Méame-li fesit takovou rovnici v obecném tvaru, dostaneme pro rovnici

Y+ a1y +ay = f(t), y(0) =y, ¥ (0) =



90 Laplaceova transformace

po dosazeni
(s°Y (s) — syo — 1) + a1(sY (s) — o) + a2Y (s) = F(s),

neboli

F(s syo + a1yo +
Y(s) = 5 +a( ) 4 y;) 1Y0 Y1 . (6.43)
1S+ a9 84+ a18 + as

Bylo by zbyteéné dosazovat do takového vzorce, vypocet se v konkrétnim piipadé casto jiz v pri-
béhu tprav znacné zjednodusi. Je vSak z néj patrno, Ze se pri aplikaci této metody neobejdeme
bez rozkladu na parcidlni zlomky. Tak nap¥. p¥i feSeni pocatecni tlohy pro rovnici

"

Yy = +t+1,  y(0)=y(0)=y"(0)=0,

dostaneme postupné
Ly") + L") = L(") + L(t) + L(1),

neboli
(s°Y(s) —s*-0—5-0—10) + (s*Y(s) —s-0—0) :L—I—l+1.
s—1 s2 s
Po tpravé dostaneme
252 — 1
Y(s) = .
(s) sts+1)(s—1)
Rozklad na parcidlni zlomky ma tvar
26 —1 A ., B C¢ D FE F
sis+1)(s—1) s+1 s—1 s 2 53 st

a da po snadné namaze vyjadieni L(y)

1 1 1 1 1 1
Lly) =+ i1t
() 2s+1+2s—1 82+84

Vyhleddme-li vzory pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, dostaneme

0= () e () - () - e () -

I, 1, L3
= —— —e' —t+ =1,
2e +2e +6

I okrajova tloha pro linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty s nenulovou pra-
vou stranou se da fesit vyhodné uzitim Laplaceovy transformace. I kdyz jde v podstaté o vyuziti
mechanismu pro Cauchyho tlohu, je uzitecné se s takovou typickou tlohou seznémit.

Piiklad 6.5.2. Reste okrajovy problém pro rovnici pro netlumené oscilace
y' 4+ a?y =cosat,  y(0)=y(r/2a)=1. (6.44)

Laplaceova transformace nas dovede k rovnici

s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + a®Y (s) = ,sz—i—éaz ;

coz dava po upravé
2 2y _ S /
Y()(s 4 a) = oo+ 59(0) +5/(0),
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a konecéné 0 0
Vo)t suO) (O
(s2+a2)?2  s2+a®> s2+a

Uzitim inverzni Laplaceovy transformace (pfislusné vzory je tfeba nalézt v tabulce pro Laplaceovu
transformaci) dostaneme

1 (0
y(t) = — t sinat + cos at + v sinat .
2a a
y'(0)
Nyni dosazenim ziskdme rovnici pro 3'(0), resp. pfimo pro =—=:
a
/ /
m T y(0) y'(0) ™
() -t LY e YO
Y\2q 4a? * a resp a 4a?
a pak snadno dopocteme
(t) = — tsinat + t+(1 W) in at (6.45)
= —tsinat 4+ cosa — — | sinat. .
4 2a 4a2

6.6 Aplikace na systémy rovnic

Laplaceova transformace se miize ukizat jako velmi uzite¢na i pfi feSeni Cauchyho tlohy pro
systém linearnich diferencialnich rovnic 1.7adu s konstantnimi koeficienty tvaru

y =Ay+b(t), y(0)=u.
Pro jednoduchost si ukazme nejprve piiklad s matici A typu (2 x 2).

Piiklad 6.6.1. Urdete prvni slozku y' feSeni y systému diferencidlnich rovnic (v ,rozepsaném®
tvaru)

W = v+

W) = 4 - e

vyhovujiciho pocateéni podmince y(0) = (1, —1), neboli systému (pfi uziti maticového zépisu)

- e ()

Zdtraznéme, ze mame uréit slozku y' feseni y. Budeme pracovat s obéma rovnicemi a pou-
zijeme Laplaceovu transformaci. Tak dostaneme

1
sY1(s) —1=Y?(s) + .

1
y? 1=YYs)— —
SY2(s) +1= V() — —,
coz da po jednoduché upravé

1 1

sYl(s) - Y2(s)=1  4o=""1
s s
1 s
-yt Y2(s) = —1— =— .

(s) + sY*(s) ] 1

Prvni rovnici vynasobime éislem s a se¢teme s druhou, ¢imz obdrzime

2
21 1 S s“—s—1
Y -Y =(1+s)— =
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neboli
$2—s—1

(s—1)2(s+1)"

Rozklad na parcialni zlomky hleddame ve tvaru

Yi(s) =

s2—s5—1 A N B N C
(s—1)2%(s+1) s—1 (s—1)2 s+1’°

coz po vypoctu koeficienttt A, B, C' dava

31 1 1 11
Ylis) =2 - - .
) =157 3G Tist1

Pomoci tabulky, kterou nyni uzijeme na inverzni Laplaceovu transformaci £~!, dostaneme

3 1 1 1
=-e ——tel+ et ==((3-2t)e" +e7").

1
yt)=g¢ -3 4 4

Ukéazeme si na prikladu Cauchyho tlohy pro soustavu linearnich diferencialnich rovnic s matici
A typu 3 x 3, Ze uziti Laplaceovy transformace ndm nékdy muize uset¥it trochu prace. Vytresime
priklad pomoci obou metod, které znate.

Piiklad 6.6.2. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou

01 -1 ~1 0
y=1-23 —-1]y+e| 2|, y0) =11
-1 1 1 ~1 2

Nejprve budme soustavu fesit bez uziti Laplaceovy transformace. Za¢neme urcenim charakteris-
tické rovnice soustavy:

-2 1 -1
PN =|-2 3-X -1 |=-A=-2)A—-12=0.
-1 1 1=

Odtud vidime, Ze matice mé jednoduché vlastni ¢islo 2 a dvojnésobné vlastni ¢islo 1. Rovnici
(A —2E)v = 0, ktera odpovida kofeni 2, upravime na tvar

-2 1 -1 vl
-2 1 -1 2 | =o0.
-1 1 -1 v3

Rovnici v maticovém vyjadfeni snadno prevedeme na ekvivalentni systém dvou nezdvislych rovnic

—20t 4+ 2 — v3:0,

—vt 4 % - v3:0,
ze kterjch uréime jeden (nezavisly) vlastni vektor vy := (v!, v2, v3) p¥isluiny k vlastnimu éislu
A = 2: je to napt. vektor v = (0, 1,1). Pro dvojnéasobné vlastni ¢islo A = 1 dostaneme rovnici
(A —E)v =0, neboli
-1 1 -1\ /ot
-2 2 -1 v | =0,
-1 1 0/ \*
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ze které ziskame ekvivalentni systém dvou nezdvislych rovnic

—ot 4+ - v3:0,

—ol 4+ 0? =0,
s jednim dalsim linedrné nezévislym fesenim vy = (1, 1,0). Musime tedy séhnout k hledani
zobecnéného vlastniho feSeni: budeme Fesit rovnici
-1 1 -1\ /-1 1 -1 vl 000 vt
-2 2 -1][-2 2 -1 v l=-110 v? | = 0.
-1 1 0o/ \-1 1 0/ \ -1 10 v3

S touto maticovou rovnici ekvivalentni soustava rovnic se redukuje na jedinou linearni rovnici

vl =02 =0

s dal$im linedrné nezavislym feSenim vs := (0,0,1). Pfejdeme od nezavislych (zobecnénych)
vlastnich vektort k linedrné nezavislym feSenim rovnice y’ = Ay. Dostavame
0 1
i) =e* (1], ya=e"[1],
1 0

a po jednoduchém vypoctu i

1 00 -1 1 -1 0
ys(t)=e" | [0 1 O] +t[-2 2 -1 0| =
| \0 0 1 -1 1 0 1
1—¢t ¢t —t\ /0 —t
=e| =2t 142t —t| |0 | =¢"]|—t
—t t 1 1 1

Protoze ve faktoru e® ve vyjadieni vektorové funkce b(t) ¢&islo 5 v exponentu neni kofenem

charakteristické rovnice, mizeme predpokladat, ze partikularni feseni tlohy pro (nenulovou) b(t)
je tvaru y(t) = e® v(t); slozky vektoru v(t) jsou piitom polynomy stupné 0 v proménné ¢ (protoze
je 5 ,0-ndsobngm® kofenem charakteristické rovnice). Dosazenim do rovnice y' = Ay + b(t)

dostaneme

vl vl -1
5e% [ 02 | = A | 02 | + & 2],
v3 v3 -1
neboli
vl -1
BGE—-A)|? | = 2
v3 —1

Tato rovnice je ekvivalentni se soustavou

50l — P4 ¥ =1
20t 4202+ 3= 2
ol — 0?4407 = —1

ze niz uréime v = (0, 1, 0). Obecné FeSeni rovnice y’ = Ay + b(¢) je v tomto pripadé tvaru

0 0 1 —t
yit) = [1| +Cre* [1] +Coe' [1| +Cse' [ 2] . (6.46)
0 1 0 1
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Dosazenim ¢t = 0 dostaneme rovnici pro urceni feseni, vyhovujictho poc¢ateéni podmince:

0 0 1 0 0
yO)y=[|1|+C |1|+Cy |1|+Cs |0 =([1],
0 1 0 1 2
ze které vypocCteme c; = 0, co = 0, c3 = 2. Tak dostavame feseni tlohy
0 —t
yt)=e" 1] +2e" [ —t],
0 1
které jesté upravime na tvar
—2te!
y(t) = [ e —2te! | . (6.47)
2et

//////

Laplaceovy transformace. V obecné roviné tedy fesime Cauchyho tlohu
y =Ay+b(t), y(0)=u.

Po provedeni Laplaceovy transformace vSech slozek vektorovych funkci dospéjeme k vyjadieni,
které schematicky popiSeme rovnici (uvédomte si vSechny vlastnosti Laplaceovy transformace,
kterych vyuzivame)

sY(s) —y(0) = AY(s) + B(s). (6.48)

Odtud apravou dostaneme rovnici

(sE—A)Y(s) =y(0) + B(s). (6.49)

Jak to vypadd pfi feSeni naseho Ptikladu 6.6.27 Po dosazeni do (6.49) (resp. po dosazeni do
(6.48) a upraveé) dostaneme

s -1 1 0 L (!
2 s—3 1 |Y(s)= +—=| 2
1 -1 s-—1 2 572\ 1

Upravime rovnost pfimo v maticovém tvaru a dostaneme

s -1 1 Y(s) —(s—5)1 —(s—5)7!
s—3 1 Y3(s) | = [1+2(s=5)t | =| (s—3)(s—5)"
1 -1 s—1) \Y3(s) 2—(s—5)"! (25 —11)(s — 5)¢

Nyni matici soustavy postupné diagonalizujeme. Po dalsi ipravé (v matici na levé strané rovnice
opiseme prvni radek, od s-nasobku druhého radku ode¢teme dvojnasobek prvého a vysledek
napiseme do druhého fadku a kone¢né od s-nasobku tietiho fadku odecteme prvy fadek a vysledek
napiseme do tfetiho fadku — pozor, analogické pravy musime délat i s jednosloupcovou matici
na pravé strané rovnice) dostaneme

s -1 1 Y!(s) —(s—=5)71
0 (s—1)(s—2) (s —2) Y2(s) | = (s—1)(s—2)(s—5)"!
0 —(s—1) s(s—1)—1 Y3(s) (252 —11s — 1)(s — 5)*
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Druhy fadek pro zjednoduseni délme faktorem (s — 2) a pokracujme s diagonalizaci. Po apravé
dostaneme

s -1 1 Y!(s) —(s—=5)71
0 (s—1) 1 Y2(s) | = (s—1)(s—5)"t
0 —(s—1) s(s—1)—1 Y3(s) (252 —11s —1)(s — 5)7!

Dale sectéme treti fadek matice s druhym fadkem. Dostaneme tak rovnost v maticovém tvaru

s -1 1 Yi(s) —(s—=5)""
0 (s—1) 1 Y2(s) | = (s—1)(s—5)"t
0 0 s2—s) \Y3(s) (25 — 10s)(s — 5)~*

Odtud jiz snadno vypocétem nebo nahledem do tabulky pro Laplaceovu transformaci dostaneme

y(t) zﬁ_l: - ﬁ] = —2te',

o1 2
20y _ p—1 _
y(t)=£ Ls—5 (s—1)2

=27 i(i)?szz 5 =2¢

Snadno nahlédneme, Ze nalezené feseni je shodné s tim, které jsme obdrzeli v P¥ikladu 6.6.2:

} = — 2te!

—2te!
y(t) = | e —2te!
2e!

Kromé vyjimecénych pripadu je vSak vypocet feseni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic
pomoci Laplaceovy transformace vétSinou pracnéjsi a proto vcelku nevyhodny. Ukazme si to na
modifikovaném Prikladu 6.6.2:

Piiklad 6.6.4. Reste diferencialni rovnici s poc¢ateéni podminkou

01 -1 8 -3
y=[-2 3 -1]y+e? (3], yo=| 2
-1 1 1 9 8

Tato rovnice se v zadéni lisi od rovnice v Ptikladu 6.6.2 pouze jinou funkci b(¢) a jinou pocéatecni
podminkou u. Obecné feseni rovnice

01 -1
y=1-23 1|y
-1 1 1

se tedy nezméni a zbyva urcit partikularni feseni odpovidajici nové funkei b(¢) a pak nalézt Feseni
odpovidajici zménéné pocateéni podmince. Spocitame-li partikularni feseni, zjistime, Ze je rovno
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takZe obecné feSeni rovnice y' = Ay + b(t) je tvaru

—2 0 1 —t
yt)=e | 1| +C1e® | 1| +Caet [1] +Cre’ | —t (6.50)
3 1 0 1

a TeSeni, splnujici pocatecni podminku, je tvaru

—2 0 1 —t
yt)=eb| 1| +2e¥ 1] —e' 1] +3e | —t
3 1 0 1

Budeme-li nyni fesit pomoci Laplaceovy transformace, po dosazeni do (6.49) obdrzime

s -1 1 —9 L (8
2 s—3 1 |Y(s)=| 1 +— (3
1 -1 s-—1 3 579 \9

a vidime, Ze se nam zachazeni s pravou stranou rovnice ponékud zkomplikuje a Ze pfibude néko-
likanasobné pouziti rozkladu na parcidlni zlomky, abychom dospéli ke tvaru feseni

—2e5%t — et — 3t et
y(t) = | e + 3e? — el —3te!
3edt 4 2e% + 3¢t

Poznamka 6.6.5 (dulezita). Laplacova transformace ndm mj. umoziiuje zjednoduseni nékte-
rych problému tim, Ze je prevadi na tlohy algebraického charakteru, které jsou v radé pripadu
jednodussi. Zde je na misté varovdni, které zaroven umocnuje dilezitost existencnich tvrzeni:
Pokud ma tloha reSeni, nemtZeme se touto metodou dopocditat k nécemu jinému; pokud vsak
nikoli, mizeme dospét k ,feSeni“, které ve skutecnosti feSenim neni! Ukazme si to na piikladu
soustavy rovnic:

z+y=0,
i+y+y=e.

Hledame FeSeni, pro které je 2(0) =1, #(0) = y(0) = 0. Po provedeni transformace obdrzime
(sX(s)—1)+Y(s)=0,

(X (s) —s) 4+ sY(s)+ Y(s) =

s—1"

neboli po apraveé

Odtud spocteme




6.7. Dalsi vlastnosti L-transformace 97

Aplikujeme £~1 a dostaneme
z(t)=2—¢", y(t) =e'.

D4 se lehce ukazat, Ze obecné Feseni soustavy ma tvar z(t) = C — e, y(t) = e, pro kazdé C € R,
ale zadné feseni nevyhovuje predepsanym pocateénim podminkam. Z prvni rovnice soustavy totiz
plyne & + ¢ = 0, coZ po dosazeni do druhé rovnice dava y(t) = e! a tudiz z(t) = C — e'. Musime
tedy byt opatrni a Laplaceovu transformaci, a¢ méa velmi Siroké uplatnéni, nemuzeme chapat jako
univerzalni vselék !

6.7 Dalsi vlastnosti £L-transformace

Priklad 6.7.1. Zatim jsme zobrazovali Laplaceovou transformaci vesmés funkce spojité na in-
tervalu (0,00). Je zfejmé, ze pokud je takovd funkce f rovna na ¢asti tohoto intervalu 0, pak
miizeme integrovat pouze pres tu ¢ast, kde je je rtiznd od 0: Piesnéji, je-li napf.

_Jsint, te0,m],
f(t) = {07 te [m.00). (6.51)

= /000 ft)e st dt = /Ow(sint) e st dt .

Odtud dostaneme snadnym vypoctem pomoci dvojnasobného uziti metody per partes

L(f(t)) = { — I: 0+§/Oooe_8tcostdt =

:%([ ]t O—E/OOOe_Stsintdt»

Oznac¢ime-li opét standardné F'(s) = L(f(t)), dostdvame odtud rovnici

pak je téz

1 e ™41
P 1+ ) = —7—
ze které plyne
1+e™ 7
F(s)= — 6.52
()= 5 (652

Predpis, popisujici spojitou funkci f z predchazejiciho prikladu, se ménil v bodé w. V na-
sledujicim prikladu je zobrazovanéd funkce dokonce ,slepena“ dvakrat, nicméné je stile spojita.
Postupujeme analogicky.

Piiklad 6.7.2. Definujeme-li funkci f pfedpisem (jeden ,pilovy kmit* - nacrtnéte si obrazek!)

t’ [07 ]7
flt):=<2—t [1,2], (6.53)
0, te[2,00),

spoCteme obraz E(f(t)) opét pomoci metody per partes. Zrejmé je

1 2
ﬁ(f(t)):/o te st dt +/1 (2 —t)e *tdt .
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Nejprve uréime prvni z integrali

1 e—st 1 1
/ te stdt = { t} + / e Stdt =
0 —S t=0 0

1
S
e 1 1
S

—st e—st 1 1—e 35 —ge %
= 6.54
—s lt=0 [ —5 ]t:O 52 (6:54)
Podobné, s vyuzitim predchéazejiciho vypoctu
2 2 2
/ (2 —t)estdt :2/ e stdt —/ te stdt =
1 1 1
e—st 2 e—st 2 1 e—st 2
2= (=5 =1) -
—s Jt=1 —s Jt=1 sl —s li=1
™5 — e—2s 2e—2s —_ e 8 e—2s —_e 8
=9 + + 5 =
s s S
_ se5 —e 5+ e—2s
52
Sectenim obou nalezenych vysledkti dostaneme
1-2e%4e % (1—e )2
£(F() = _d=e (6.5%)

52 52

V obecném vykladu o Laplaceové transformaci jsme zatim pripoustéli u zobrazované funkce
i kone¢né mnoho nespojitosti 1. druhu, avsak zadnou takovou funkci jsme dosud netransformovali.
Ukazeme si, ze to neni obtizné — vlastné jsme to jiz skryté pocitali:

Piiklad 6.7.3. Tak napi. pro funkci f (nacrtnéte si opét obrazek!)

nespojitou v bodé 1 spocteme obraz L(f(t)) shodné jako v (6.54) a dostaneme tak

se 5 —e 8 + e—2s

L(f®) = 5 . (6.56)

S

Jiz vime, ze L£(1) = 1/s; zkusme spocitat L£L(H,(t)) pro ptipad funkce H,(t), kterou definujeme
pro a > 0 predpisem

o, te[0,a],
Ho(t) = {17 e (oo, (6.57)

Tato funkce byva casto nazyvana Heavisidova (schodovita) funkce. Potom jednoduchym
vypoctem dostaneme

L(H (1) = /0 T et HL () dt = / Tetar = [e_St]“’ 1 (6.58)

—8 lt=a s
K vysledku lze dospét patrné rychleji pomoci Pravidla B : Protoze je podle (6.61)
L. 4 1 —as
L(1) == jetaké L(Hy(t))=-e";
s

funkce H,(t) je ,1(t — a)“, tj. posunutd charakteristicka funkce X (g o) intervalu (0, +o0).
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Priklad 6.7.4. Technické praxi se pfiblizime vySetfenim ,,obdélnikového kmitu“. Definujme pro
0 < a<b< oo funkci f predpisem

0, te0,a],
ft):=<1, t € (a,b), (6.59)
0, te[b,o00).

Piimym vypocétem snadno dostaneme, podobné jako v predchazejicich pfipadech

—st —as —bs

E(f(t)):/oooe_“f(t)dt :/abe_“dt -[E] == (6.60)

—S Jlt=a S

Poznamka 6.7.5. Opét si lze piedstavit alternativni postup: je-li f tvaru

pak stejné jako v (6.61) odvodime

—stod 1— —ds
© } =2 F(s). (6.61)
s=0 S

L(f(t) = /OO eStf(t)dt = [

0 —S
Je-li nyni d = b — a a uplatnime-li ,posun o a*, dostaneme pro f uréenou (6.59) pomoci (6.18)

—stop—a
¢ ] e =2 "% _ps).
s=0 S

o
L(f(t)) :/O e St f(t)dt = { —
I kdyz nam uplatnéni posunu v tomto piipadé nepfineslo néco nového a ani vypocet ne-
byl jednodussi, pfipomnéli jsme si vyznam posunu, ktery jsme zafadili mezi zakladni vlastnosti
Laplaceovy transformace.
Viimnéme si jesté kratce techniky hledani vzord, tj. £71 (Y(S)) Nemusi vzdy jit jen o prosty
nahled do tabulky.

Piiklad 6.7.6. Pfimo podle vzorce (6.26) dostaneme

] — _tedt, (6.62)

resp. v pripadé, ze bychom ho neméli k dispozici, dostaneme postupné

1 d 1 1

_4d (a3t
(s—3)2 dss—3’ R ()

z ¢ehoz jiz opét plyne (6.62).

Priklad 6.7.7. Podobné ziskdme, napi. opét podle vzorce (6.26)

£ [33 + 652 i 12s + 8] =L [(s —:2)3} B %t%_%'
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s+1
5—1[7].
$24+s—6

Nejprve upravime pomoci rozkladu na parcialni zlomky

s+1 s+1 A B 3 2
Y(s) = = = Gme A=2, B=-.
) = 6 G D3 (-2 (i3 °weme 5’ 5
Odtud plyne
-1 3 . 1 2 . 1 I Y —3t
LX) =5 £ [(3—2)]+5£ [(3—1—3)]_5(36 t2e7).

Priklad 6.7.9. K urceni £7(1/(s? — 6s + 10)) upravime argument a dostaneme

1 1
= = L(e3sint
T 65710 ogra1 Lot

takze E_l(l /(5% — 65 + 10)) = e sint. Spolu s tabulkou jsme vyuzili Pravidlo B. Analogicky
postupujeme pfi uréovani £ (s/(s? + 4s + 1)) a upravujeme

N arm) ~ o) ~ £ () £ (o) -
= e 2 cosh V3t — % e 2 sinh V3t .

V tomto piipadé jsme uzili po tpravé dva vzorecky, opét spolu s Pravidlem B.
P¥iklad 6.7.10. Reste Cauchyho tlohu
y' 2 ry=te™t,  y(0)=1, y'(0) = -2,

Po dosazeni pomoci tabulky s prihlédnutim k pocateénim hodnotdm dostaneme

1
(Y (s) — s +2) +2(sY(s) — 1) + V() = CE

1 1 s
tedy Y(s) = .
1 5 At (5) GrDE T e

V(s) (s> +2s+1) =
Po dalsi tipravé v poslednim zlomku dostaneme

VO =L G T Grr TGl T (680

1 1 1 ] 1

Piiklad 6.7.11. Reste Cauchyho tlohu

y'+y=ft), y0)=y(0)=0,

kde funkce f je ddna vztahem (6.51), tj. jde o prvni oblouk sinusoidy na intervalu [0, 7] Pak
snadno obdrzime pomoci vysledku z (6.52) z Ptikladu 6.7.1

1+e ™
2
Y Y(s) = ———
Y () + V() = -

I
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neboli
1 e—ﬂ'S

+ .
(1+2)%  (1+52)°
K dokonc¢eni ndm chybi jesté trocha znalosti o chovani Laplaceovy transformace, které vSak mu-
zeme nahradit ndhledem do tabulky. Je (ve sloZené zavorce {...} nabizime alternativni vypocet)

L—l[ 1 }_{1(32—1—14—1—282)_1( 1 d s >}_sint—tcost
(1+32)2 12 (s2 +1)2 S 2\s2 41 dss?+1 2 ’

Y(s) =

2

—TSs

; sin(t —m) — (t — ) cos(t — )

e
! = Hq(t)
[ (1+ 32)2 } 2
z ¢ehoz jiz dostaneme snadno sec¢tenim hledany vysledek
1
y(t) = E(sint — tcost + Hy(t)(sin(t — 7) — (t — m) cos(t — 7)) .

Laplaceovu transformaci lze pouzit i pfi hledani obecného feseni linearni rovnice vyssiho fadu.
Ukazme si to na ilustrativnim prikladu.

Priklad 6.7.12. Reste diferencialni rovnici

y//—l-y:e_t-

Oznacime y(0) = yo, ¥'(0) = y1. Provedeme transformaci a obdrzime

1
2
Y(s) — — Y(s) =
(Y (5) = 50— ) + Y(8) = —7
neboli po jednoduché uprave
1 S 1
Y = =
)= G Derrn TWeErT TV
11 13—1+ s n -
T2s+1 25241 Mg TV gr T
R SRS . I S
Tosy1 WY e W Ty e

Nyni, zpaméti nebo za pomoci tabulky pro Laplaceovu transformaci, dostaneme aplikovanim £~
jiz konecény vysledek
1

1 1
y(t) = 5e "+ (yo— 5)cost+ (y1 +5)sint,  wo, 1 €R.

6.8 L-periodicita

Predem je tfeba upozornit ¢tenaie na to, ze termin L-periodicita neni bézné uzivan. V partiich
o Laplaceové transformaci se tak oznacuji funkce f, definované napt. na intervalu [0, oo |, pro néz
existuje T' > 0 tak, ze pro kazdé x € [0,00] je

f@)=flz+T).

Funkce dokonce nemusi byt definovana vsude v intervalu [0, 00 ], pfedpokladame vSak, ze T je
nejmensi ¢islo z popsanou vlastnosti a ze integral

T
/ f(t)e st dt
0
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je konec¢ny pro vSechna s > 0. Pripoustime dokonce i to, Ze f méa nekoneéné mnoho bodt nespo-
jitosti, ale v kazdém omezeném intervalu [0, A], A > 0, tvoii jeji vSechny body nespojitosti (jsou
pouze 1.druhu!) koneénou mnozinu.

Ukéazeme, jak lze Laplaceovu transformaci L-periodickych funkci spocitat. Je-li f L-periodicka
funkce s periodou T' > 0, F(s) = L(f(t)) a

T
Fi(s) = /0 f(tyestdt,

potom je
F(s) = — Fi(s). (6.63)

Skutecné, je

Fls) = /0 T e tar = /0 D et + /T T fyetar .

Druhy integral na pravé strané predchozi rovnosti upravime: provedeme v ném substituci u = t—T
a obdrzime se zohlednénim L-periodicity funkce f

/TOO ft)e ™t dt = /OOO flu+ T)e_s(“""T) du = e *T /OOO flu)e " du .

Nyni jiz jen pouzijeme zavedené oznaceni a z rovnosti
T
F(s) = / ft)e " dt +e "' F(s) = Fi(s) + e " F(s)
0

spocteme

F(s) = Fi(s).

1—esT

Priklad 6.8.1. V Prikladu 6.7.1 jsme uréili Laplaceovu transformaci £(f(¢)) pro funkci f, ktera
byla popsana jako restrikce funkce sin na interval [0, 7 | rozsifena na interval [0, c0) dodefinovanim
f(t) =0prot e [1,00]. Ozna¢me nyni restrikci funkce sin na interval [0, 7 | symbolem f;. Potom
je
14+e™™
Fi(s)=—%
1(5) 14 s2
Je-li nyni f(t) = | sint|, t € [0,00), je to L-periodickd funkce a £(f(t)) mizeme snadno
ziskat pomoci vzorce (6.63) (v tomto piipadé je T' = m):

1 1 1+e™ ™8
F(s) = 1—es7 Fifs) = l—e™ 1+s52
1 ( 1+e7 78 > 1 tolt T8
= = CO —_—.
T+2\1—em /) 145 087
Priklad 6.8.2. PoloZme
0, te0,al,

t) = 6.64
A®) {1, t € (a,2a), ( )

a vytvoifme L-periodickou funkci f s T = 2a takovou, aby se na intervalu [0,2a) shodovala

s funkci fi. Potom je
1
F(s) = L(f(t) = 1o as Fi(s),
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kde
& 2a —sa __ ,—2sa
A = £(10) = [ Aieta = [Terta - 20T

takze celkové dostaneme
e—sa _ e—2sa e—sa(l _ e—sa) 1

F(s) = s(l — e—zsa) - s(1+e59)(1 — e—59) - s(1 4 eas)’ (6.65)

6.9 Cvicdeni

1. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro
y' =2 +y=te',  y(0)=y'(0)=0. |y(t)=gt>¢
2. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro
'+ Ty + 14y +8y =0,  y(0)=1, ¥/(0) = -1, 4"(0) = 2.

[y(t) = St — Je 2 4 de]

3. Pomoci Laplaceovy transformace feste Cauchyho tlohu pro
v +3y +2y=t+et,  y0)=y(0)=0.

[3e2 +tet — 3 4 1¢]

4. Pomoci Laplaceovy transformace se pokuste vyfesit integrodiferencialni rovnici

t
y’+2y+2/ y(v)dv =1
0

s poc¢ateéni podminkou y(04) = 0. [y(t) =et sint]

5. Analogickou tlohu jako ve Cviceni4 feste pro rovnici
t
y/+6y+9/ y(v)dv =0
0

s podate¢ni podminkou y(04) = 1. [y(t) =e31(1 - 3t) ]
6. Urcete obrazy
E(sin?’ at) a L cos® at) !
6a> 6a>
[ (s2 +9a2)(s2 + a?) * s(s2 + 7a?)(s2 + a?) }

7. S vyuzitim Pravidla E se pokuste dokazat rovnost

1 1
ﬁ_l[—]:_l— —t t int)) !
ST 12519 2( e *(cost + sint))
8. Urcete
s+1 3 1 2 1
et = (s ) = (3 427
s2+s—6 y(t) 553 T5543) 5@+

9. Urcete Teseni diferencialni rovnice
Y’ — 3y +2y =122
vyhovujici po¢ateénim podminkdm y(0) =2 a y'(0) = 6! [y(t) = —6e! + Te? +e72t]
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10. Reste pocéatecni tlohy pro rovnice

(@) ¥ —=9y=2—-t, y(0)=0,y(0)=1,
(b y"+y=0, y(0)=1,y’() y"(0) =

(@) w(t) = (— 64304 7% —e7), (b) y(t)zé(e—tmet/%os@t)]

11. Reste pocéatecni tlohy pro rovnice

(a) y’”+y -y —y=e", y0)=y(0)=0, y(0)=2,
b ¥ +2) +y=tet, y(0)=0 4y (0)=1.

[(a) y(t) = %(5(et —e t) —10te™t —2¢2 e_t), (b) y(t)=tet4+Lt3e! ]

12. Reste systém LDR 1.7adu
7= (0 )y vo=() o (G
13. Reste systém LDR 1.7adu
G Y- o ()

14. Reste systém LDR 1.7adu

(3 2o son () o= ()

15. Reste systém LDR 1.7adu s poéateéni podminkou

10 0 1

y=(01 -1]y, y0)=|1

01 1 1

1 0 0 1

y(t)=e' [0 | +e' | —sint | + e | cost | +e | cost—sint
0 cost sint lcost+sint



Kapitola 7
ReSené tlohy

V této kapitole jsou dalsi fesené tlohy. Ctenaf by si je mél po opsani zadani
samostatné vyresit a pak svij postup a vysledky konfrontovat s textem. Priklady

e/ s

nebo systémt nevyskytuje. V textu kvili sazbé piseme sloupcové vektory do
radkd, coz by nemélo ¢tenafi vadit nebo ho mast.

7.1 Rovnice 1.7adu

Vzhledem k tomu ODR 1.fadu jsou jedinymi, které bez dalsiho omezeni umime Fesit i v pripadeé,
7e koeficient a(x) je nekonstantni funkce, spo¢teme pouze jeden lehky ilustrativni piiklad; vratime
se vSak k nému v dalsi kapitole.

Priklad 7.1.1. Reste rovnici
Y = k(y - a), (7.1)

kde k,a € R.

Reseni: Mizeme napf. fesit tak, ze rovnici upravime na tvar
/
Y —ky = —ka,

a postupujeme standardnim postupem feseni rovnice 1.fddu. V prvnim kroku fesime rovnici
Y — ky = 0 a uréime jeji obecné feseni yy(x) = C'e*®, C € R. Pak variaci konstant(y) dostaneme
po dosazeni

C'(z) e"® + C(x)ket™ — kC (z)e" = —ak,

neboli
C'(z) = —ake ™™ atedy C(z)=ae ",

Partikularni feSeni rovnice (7.1) je tvaru yp(z) = ae *%ek* = a a jeji obecné fedeni tudiz je
y(z) = yu(z) +yp(z) =a+ Cet®, kde C€R.

(Uvédomte si, ze mtizeme postupovat i jinak, jde o rovnici se separovanymi proménnymi; samo-
ziejmé, ze dospéjeme k témuz vysledku).

105
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7.2 Rovnice 2.7adu — srovnani
Zkusime na jednoduchém ptikladu porovnat feSeni obéma zpuisoby, které jsme se naucili, abychom
alespon ¢astecné ozfejmili, v ¢em jsou vyhody (a nevyhody) pouziti Laplaceovy transformace.
Priklad 7.2.1. Urcete feSeni rovnice

y' — 4y + 3y =¥, (7.2)
které vyhovuje poc¢ateénim podminkam y(0) = 1, y/(0) = 0.
Reseni : Resme nejprve bez uziti Laplaceovy transformace. Charakteristicka rovnice

A —4A+3=0
m4 kofeny \; = 1 a Ay = 3, takZe obecné feSeni rovnice y” — 4y’ + 3y = 0 je tvaru
y(t) = Cre® + Che®®, 1,0y € R.

Specidlni tvar pravé strany v (7.2) a to, Ze ¢islo 2 neni kofenem charakteristické rovnice nam
umoziiuje hledat partikularni feseni ve tvaru y(z) = Ke?* s tim, Ze musime uréit konstantu K.
Dosazenim do (7.2) dostavame

4Ke*® —4.2Ke* 4+ 3. Ke?® = &%,
neboli —Ke?* = e**, takze K = —1. Obecné feseni rovnice (7.2) je tedy tvaru
y(z) = Cre” + Coe® — 2 (1,0 € R.
Dosazenim pocatecnich podminek dostaneme
1=C1+ Cy—1
0=C1+3Cy, — 2,
odkud plyne Cy = 0 a C; = 2. Tak jsme dospéli k hledanému Feseni y(z) = 2e® — 22,

Nyni budeme Fesit pomoci Laplaceovy transformace. Spoc¢teme L-obraz levé strany v (7.2).
Po dosazeni obrazi jednotlivych ¢lent s pfihlédnutim k pocateénim podminkam (vyuzivame li-
nearitu £) dostaneme
(s2Y(s) —s) —4-(sY(s) —1)+3-Y(s) = R

neboli
1

2— —_ e
Y(s)(s®—4s+3) —s+4 3

Po jednoduché tpravé dostavame

B s2—6s+9 B (s — 3)? B s—3
YO = o533 G-D6-26-3 G-06-2

Rozklad na parcialni zlomky je zde jednoduchy, snadno urc¢ime z

s—3 A i B
(s—1)(s—2) s—1 s-2’
7e A=2a B = —1.Z rovnice 5 )
Y(s) = —
(S) s—1 s—2

prechodem ke vzortim dostaneme jiz diive nalezeny vysledek y(t) = 2ef — e?!. Porovnani nechame

vvvvvv
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7.3 Ulohy na vlastni éisla a vlastni vektory matic

Piiklad 7.3.1. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

-3 -3 0
A= 1 2 -1
-1 0 -2

ReSeni : ProtoZe snadno ziskdme rozklad

-3-X -3 0
det(A — AE) = det 1 2—-x -1 =
-1 0 —2—-A

=(-3=-N2-XN)(-2-X2)-3-3A+2)=—A+3)A—-1)(A+1),
jsou vlastni ¢isla matice A rovny A\; = —3, Ao =1 a A3 = —1. Jsou navzijem rizna, takze staci,

kdyz ke kazdému z nich najdeme jeden vlastni vektor v. Ocislujeme je shodné s indexy vlastnich
¢isel. K ¢islu A; hleddme vSechna nenulovd feSeni soustavy (A + 3E)v = 0, tj. soustavy

0 -3 0 V1 0
1 5 —1 V2 - 0 )
—1 0 1 V3 0

ktera je ekvivalentni se soustavou

01 O V1 0
1 0 -1 vo | =120
00 O V3 0

Vsechna nenulovd feSeni posledni soustavy jsou (piSeme v textu sloupcové vektory jako jiz diive
do fadku) tvaru v = ¢(1,0,1), ¢ # 0, a tedy, volime-li napt. ¢ = 1, vlastnim vektorem pfislusnym
k vlastnimu é&slu Ay je vektor ! = (1,0, 1).

K nalezeni vlastniho vektoru v? p¥islusného k vlastnimu é&slu Ay hleddme vechna nenulovd
feSeni soustavy (A — 1E)v = 0, tj. soustavy

-4 -3 0 V1 0 01 —4 V1 0
1 1 -1 vg | =1 0 ,  Tesp. 1 0 3 ve | =1 0
-1 0 -3 U3 0 00 O U3 0

Ta mé nenulovd feSeni tvaru d(—3,4,1), d # 0, a tedy za vlastni vektor pfislusny k vlastnimu
éislu g 1ze volit v2 = (—3,4,1).

Pro nalezeni vlastniho vektoru v? piislusného k vlastnimu ¢&islu A3 hleddme nenulové feseni
soustavy (A + 1E)v = 0, tj. soustavy

-2 -3 0 V1 0 1 0 1 V1 0
1 3 -1 Vg =| 0], resp. 0 3 -2 Vg =10
-1 0 —1 V3 0 00 O V3 0

Tato soustava mé vSechna nenulovd feSeni tvaru e(3,—2,—3), e # 0, a tedy lze volit za vlastni
vektor piislusny k vlastnimu ¢&islu A3 vektor v3 = (3, —2, —3).
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Priklad 7.3.2. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice

A=

=N W

2
0
2

W N

Reseni: Budeme postupovat trochu rychleji. Protoze det(A — AE) = —(\ + 1)%(\ — 8), jsou
vlastni ¢isla matice A rovny A2 = —1 a A3 = 8. K nalezeni vlastnich vektorti v p¥islusnych
vlastnimu ¢islu A; 2 hleddme vSechna nenulovd FeSeni soustavy (A + 1E)v = 0, tj. soustavy

4 2 4 1 0 2 1 2 V1 0
2 1 2 vg | = 0 ], mneboli 0 00 vg | =1 0
4 2 4 U3 0 0 00 V3 0

Vsechna nenulovd feseni posledni soustavy jsou tvaru (c, —2(c+ d),d), c® + d? > 0. Zvolime-li
napi. c =1, d =0 a pak ¢ = 0, d = 1, dostdvdme dva nezévislé vlastni vektory v! = (1,-2,0)
a v? = (0,-2,1), které tvoif bazi vlastniho podprostoru pfislusného (dvojnasobnému) vlastnimu
¢islu /\172.

K nalezeni vlastniho vektoru v p¥islusného k vlastnimu éslu A3 hleddme nenulové FeSeni
soustavy (A — 8E)v = 0, tj. soustavy

-5 2 4 V1 0 1 0 -1 V1 0
2 -8 2 vg | = 0 |, Tresp. 0 2 -1 vg | =1 0 |,
4 2 =5 V3 0 00 O V3 0

kterd mé nenulovd feSeni tvaru e(2,1,2), e # 0. Vlastni vektor ptislusny k vlastnimu ¢islu A3 je
napi. vektor v3 = (2,1,2), ktery je zaroven béazi vlastniho podprostoru ptislusného k As.

Priklad 7.3.3. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice

Reseni : Protoze det(A — AE) = —(\ — 1)(A\? — 2\ + 5), jsou vlastni ¢isla matice A rovny A\; = 1
a A2 3 = 1 & 2i. K nalezeni vSech vlastnich vektort v piisluSnych vlastnimu ¢éislu A; hleddme
vSechna nenulovd Feseni soustavy (A — 1E)v = 0, tj. soustavy

00 O V1 0 1 0 -1 V1 0
2 0 -2 Vg =1 0], resp. 3 2 0 () =10
3 2 0 U3 0 00 O V3 0

Vsechna feSeni posledni soustavy jsou tvaru ¢ (2,—3,2), a tedy vSechny vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢islu Ay maji popis v = ¢(2, —3,2), ¢ # 0. Mizeme tedy volit ¢ = 1 a tak dostat vlastni
vektor vl = (2,-3,2).

K nalezeni vSech vlastnich vektorti v piislusnych vlastnimu ¢islu A 3 hleddme vSechna nenu-
lovd FeSeni soustavy (A — (1 + 2i)E)v = 0, tj. soustavy

-2 0 0 V1 0 10 0 V1 0
2 -2 =2 Vg =1 0 |, resp. 0 1 — Vg =10
3 2 —2 U3 0 0 0 0 V3 0
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Posledni soustava mé nenulovd feSeni tvaru d(0,i,1), d # 0, a tedy vSechny vlastni vektory
piislusné vlastnimu &islu A jsou tvaru v? = d(0,1i,1), d # 0.

K nalezeni viech vlastniho vektoru v p¥islugného k vlastnimu ¢slu A3 miizeme napi. hledat
v8echna nenulovd feseni soustavy (A — (1 — 2i)E)v = 0, coZ po piepisu je soustava

22 0 O V1 0 1 00 V1 0
2 20 —2 vg | = 0 |, Tresp. 01 ¢ vg | =1 0
3 2 21 V3 0 0 00 U3 0

Tak ziskdme vyjadieni vsech vlastnich vektord prislusnych k vlastnimu déislu A3: je tvaru

v?2 =e(0,—i,1), e # 0. Obé& posledni vyjadieni nejsou realna, vime vsak, ze sta¢i napt. vzit

jejich realnou a imaginarni ¢ast. MiZzeme tedy napf. volit v = (0,0,1) a v3 = ¢ (0, 1,0).

7.4 Ulohy na soustavy ODR

Priklad 7.4.1. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

2 0 1 1 1
et)= 0 2 0 |z@®)+| 0 |, =z0)=|1]. (7.3)
01 3 1 1

Zjistéte déle, zda je kazdé feSeni prislusné autonomni rovnice stabilni, resp. asymptoticky stabilni.
Reseni: Ozna¢me A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = (2 — \)2(3 — \), jsou vlastni é&isla
A1 = 3 a A\y3 = 2. Nalezenim vSech nenulovych FeSeni soustavy (A — 3E)v = 0, tj. FeSenim
rovnice

-1 01 -1 0 1
0 -1 0 |v=0, resp. 01 0 |v=0,
0 10 0 00

dostavame vSechny vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu Ap: jsou tvaru v = ¢(1,0,1), c € R,
¢ # 0. Nalezenim vSech nenulovych feSeni soustavy (A — 2E)v = 0, tj. feSenim rovnice

0 01 0 01
0 0 0 |]v=0, resp. 0 00 |v=0
011 010
dostavame vSechny vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu Ag3: v =d (1,0,0), d € R, d # 0.
Protoze je
00 1\° 011
(A-2Bh=000 ]| =00 0|,
011 011

je zfejmé, ze vechny vektory v spliiujici podminky (A —2E)?v =0 a (A — 2E)v # 0 jsou tvaru
v= (e, f, —f),kdee, f €R, d+# 0. Zvolime-li e = 0, f = 1, dostavdme obecné feSeni homogenni
soustavy ve tvaru (c1, ¢z, c3 oznacuji redlné konstanty):

1 1 0 0 01 0
zg(t)=c1 | 0 ety 0 | e 4y 1 |+¢1 0 0 0 1 e?t
1 0 -1 01 1 -1
coz po upravé dava
1 1 —t
xp(t)=c1 | 0 Sty 0 | e +eq 1 | e,

—
o
|
—
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Partikularni feSeni nehomogenni rovnice budeme hledat pomoci metody variace konstant:

1 1 —t
xpt)=ci(t) | 0 | e +ca(t)| 0 |e* +es(t) 1| e
1 0 -1

2t

Dosazenim tohoto feseni do rovnice (7.3) ziskdme po déleni vyrazem e’ soustavu algebraickych

rovnic tvaru (v maticovém zapisu)

1 1 —t 1
)| 0 el +éa(t)| 0 | +es(t) 1 |=(o0],
1 0 -1 1
kterd ma Feseni ¢1(t) = e7t, éo(t) = 0, ¢3(t) = 0. Odtud dostaneme c;(t) = —e™t, ca(t) = 0,

c3(t) = 0 (integra¢ni konstanty jsme zvolili vesmés rovny nule), takze

Obecné feseni nehomogenni soustavy je tvaru:
:I:OB(t) = wH(t) + wp(t).
Nyni uréime konstanty cq, co, c3 tak, aby byly splnény pocateéni podminky, tj. dosadime do

obecného feseni, které jsme nalezli £ = 0 a Tesime vzniklou soustavu linedrnich algebraickych
rovnic

1 1 0 1 1
wOB(O) = 0 + co 0 +c3 1 — 0 = 1
1 0 -1 1 1
Tato soustava mé feSeni ¢; = 3, ¢ = —1, c3 = 1. Refeni rovnice (7.3), spliiujici po¢ateéni
podminku, je tvaru:
1 24t
x(t)=3] 0 | - -1 |e¥, teR
1 2

Protoze vSechna vlastni ¢isla jsou kladné, neni zadné feseni x () homogenni rovnice stabilni ani
asymptoticky stabilni.

Priklad 7.4.2. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

01 —1 1 0
et)=| -2 3 -1 |z@®)+| -2 |e? =zO0)=[ 0 |. (7.4)
-1 1 1 ~1 1

Rozhodnéte, zda je feseni prislusné autonomni rovnice stabilni a asymptoticky stabilni.

Reseni : Ozna¢me matici soustavy

01 -1
A= -2 3 -1
-1 1 1
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Protoze det(A — AE) = —(A — 1)2(\ — 2), jsou vlastni ¢isla A = 2 a A\g3 = 1. VSechny vlastni
vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu A jsou tvaru v = ¢(0,1, 1), ¢ # 0. K dvojnasobnému vlastnimu
¢islu g 3 jsou vSechny vlastni vektory tvaru v = d(1,1,0), d # 0. Protoze je

2

-1 1 -1 000
(A-1E¥?*=| 2 2 -1 | = -1 1 0
-1 1 0 110

a pro vektor v = (0,0,1) je (A — 1E)?v =0 a (A — 1E)v # 0, ma homogenni soustava obecné
feSeni tvaru (c1, cg, c3 libovolné konstanty):

0 1 0 -1 1 -1 0
cxpt)=c | 1 |eX+e| 1 |e"+es|| O |+t —2 2 —1 0 ||e,
1 0 1 -1 1 0 1
neboli
0 1 —t
zp(t)=c1 | 1 et | 1 |et+eg| =t | e
1 0 1

Partikularni feseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

a a 1
— b Jet=A b |et+ [ -2 |,
c c -1

coz po upravé vede na soustavu

a 11 -1 a -1
(A+E)| b |=| -2 4 -1 b | = 2 1,
c -1 1 2 c 1
kterd ma feSeni a = —1, b = ¢ = 0. Obecné feSeni nehomogenni soustavy mé tvar
0 1 —t -1
zop(t)=c1 | 1 | +ea| 1 Jel+es| —t |+ 0 |et
1 0 1 0

Reseni splitujici po¢atecéni podminku je tvaru (postupujeme stejné jako v predchozim piipadé,
volime ¢y =1, cg = —1, ¢g =1):

0 1+1¢ 1
()= 1 || 14+t |"=[ 0 |e !, teR.
1 -1 0

Protoze vlastni ¢isla jsou vesmés kladna, nejsou feSeni prislusné homogenni rovnice stabilni ani
asymptoticky stabilni.



112 Resené tilohy

Priklad 7.4.3. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

2 0 0 3 2
gt)=( 10 2 |z@®)+e [ 2 |, z(0)=| 3
10 2 1 1

Rozhodnéte, zda je kazdé reseni soustavy asymptoticky stabilni.

Reseni: Oznaéme A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(X\ — 2)2), jsou vlastni ¢isla
A1 =0 a Ay3 = 2. V8echny vlastni vektory prislusné k vlastnimu ¢&islu A; jsou tvaru ¢(0,1,0),
¢ # 0, a k dvojnasobnému vlastnimu éislu A 3 jsou tvaru d (0, 1,1), d # 0. Protoze je

0 00 0 00 00 0
(A-2E)?=1|1 -2 2 1 -2 2 |=|04 —4 ],
1 00 1 00 00 0

a pro vektor v = (1,0,0) je (A — 2E)?v =0 a (A — 2E)v # 0, m4 homogenni soustava obecné
feSeni tvaru

0 0 1 0 0 0 1
zg(t)=c [ 1 | +e| 1 |e¥4c 0|+t 1 -2 2 0 e?t
0 1 0 1 0 0 0
coz dava po uprave
0 0
zp(t)=ci | 1 | +e| 1 |e¥4e| t |
0 1

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru xp(t) = (a,b,c). Dosazenim do sou-
stavy dostavame po tpravé algebraickou soustavu linearnich rovnic

3 00 a -3
11 2 b | = -2 |,
1 0 3 c —1
kterd ma feSeni a = —1, b = —1, ¢ = 0. Obecné feseni nehomogenni soustavy mé tvar:
0 0 1 -1
xopt)=c1 | 1 |+e| 1 e tes| t |+ -1 |e
0 1 t 0
Zbyvéa nalézt konstanty c1, co a c3 tak, aby
0 0 1 -1 2
a:OB(O) = 1 + ¢y 1 + c3 0 + -1 = 3 R
0 1 0 0 1
tj. Tesit soustavu
0 01 c1 3
110 co | =1 4
0 10 cs 1
Soustava ma feSeni c3 = 3, co = 1 a ¢; = 3, a tedy TeSeni spliiujici pocateéni podminku je
0 0 1 -1
u@®) =31 1 |+ 1 |eH+3 t |H+| -1 |e!, teR.
0 1 t 0

Protoze nemaji vSechna vlastni ¢isla matice A zaporné realné casti, mejsou TeSeni soustavy
asymptoticky stabilni.
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Priklad 7.4.4. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

1 -1 -1 1 —2
et)= 1 -1 0 |z@®)+*| 4 |, x(0)= 4
1 0 —1 4 2

Rozhodnéte, zda je kazdé feseni soustavy asymptoticky stabilni.

Reseni: Ozna¢me A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(A + 1)(A? + 1), m4 matice A
jednoduché vlastni ¢islo A\ = —1 a dvojnasobné vlastni ¢islo A\g 3 = +i. VSechny vlastni vektory
k vlastnimu ¢éslu Ay jsou tvaru ¢(0,1,—1), ¢ # 0. Pro nalezeni vlastnich vektori k vlastnimu
¢islu Ao = 7 fesime v komplexnim oboru rovnici

1—i -1 -1 vy 0
1 —-1—-4i 0 v | =10,
1 0 —1—i Vs 0

kterou snadno upravime do tvaru

0 1 -1 V1 0
1 —-1—3 0 vg | =120
0 0 0 U3 0

Odtud dospéjeme k obecnému tvaru pfislusného vlastniho vektoru v = d(1 4 ¢,1,1), d # 0.
Protoze je

141 1 1
1 =1 |+i| o],
1 1 0

m4 analogicky jako ve (5.8) homogenni soustava obecné FeSeni tvaru

0 cost —sint sint + cost
xp(t) = 1 |et4e cost + c3 sint
-1 cost sint

Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru xp(t) = (a,b,c)e?, kde a,b,c
jsou konstantni funkce. Po dosazeni do soustavy dostavame soustavu linearnich rovnic tvaru

a 1
(A-2E)| b | =—-1| 4 |,
c 4
kterd ma feSeni a = —1, b = ¢ = 1. Obecné feSeni nehomogenni soustavy ma tvar
0 cost —sint sint + cost -1
zop(t) = 1 |et+e cost + c3 sint + 1 | e,
-1 cost sint 1

Zbyva nalézt konstanty c1, ¢y a c3 tak, aby po dosazeni t = 0 pro xpp(0) platilo

0 1 1 -1 -2
c1 1 + c2 1 + c3 0 + 1 = 4 ,
-1 1 0 1 2
tj. TeSit soustavu
0 11 c1 -1
1 10 c | = 3
-1 10 c3 1
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Soustava m4 feseni c; = 1, c3 = 2 a c3 = —3. ReSeni spliiujici poéateéni podminku je tedy
0 —cost —bHsint -1
x(t) = 1 |e "+ | 2cost—3sint |+ 1| e
-1 2cost — 3sint 1

Podle kritéria nejsou feseni soustavy asymptoticky stabilni, nebot vlastni ¢isla Ay 3 = i nemaji
zapornou realnou ¢ast.

Priklad 7.4.5. Naleznéte feSeni Cauchyovy tlohy pro soustavu

020 2 —2
&(t) = 00 2 |z@)+eX| 0|, z0)=| —4
110 1 0

Rozhodnéte, zda je kazdé feSeni prislusné autonomni soustavy asymptoticky stabilni.

Reseni: Oznaéme A matici soustavy. Protoze det(A — AE) = —(\+2)(\% —2)\ +2), jsou vlastni
¢isla A\ = —2 a Ay 3 = 1 £ 4. VSechny vlastni vektory piislusné k vlastnimu ¢islu A; jsou tvaru
¢(1,-1,1), ¢ # 0. Abychom ur¢ili vechny vlastni vektory ptislusné k vlastnimu ¢islu Ay = 1 + 4,
musime najit nenulovd feSeni soustavy

—1—4 2 0 vl 0
0 —1—4i 2 v | =10,
—1 1 —1—i vs 0

ktera je ekvivalentni se soustavou

0 1+: =2 V1 0
1—7 2 0 () = 0
0 0 0 V3 0
Ta m4 nenulové Feseni tvaru v = d (—2i,1 —i,1), d # 0. Protoze je
—21 0 —2
1—i | =1 |+l -1 ],
1 1 0

mé homogenni soustava obecné FeSeni tvaru (srovnej s (5.8)):

1 2sint —2cost
xp(t)=c1 | —1 | e 4+cy| cost+sint | el +c3| sint—cost |e.
1 cost sint

Partikularni feseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaru xp(t) = (a,b,c). Ctenai jisté jiz sa-
mostatné urci Feseni soustavy a nalezne a = 1, b = ¢ = 0 (partikuldrni feSeni se hleda stejné jako
v pfedchozim ptikladé). Obecné Feseni nehomogenni soustavy je tvaru

1 2sint —2cost 1
xop(t)=c [ —1 e 2 4y | cost+sint | el +e3| sint—cost |+ | 0 |e*.
1 cost sint 0
Dosadime do obecného feseni t = 0 a uré¢ime z obdrzené rovnice ¢; = 1, co = —1, cg = 2, takze
hledané feseni mé tvar
1 -2 4 1
zt)=| -1 |e 2+ 1 |e'sint—| 3 |efcost+ | 0 |e*, teR.
1 2 1 0

Podle kritéria nejsou feseni soustavy asymptoticky stabilni (A2 3 mé kladnou realnou ¢ast).
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7.5 Ulohy na Laplaceovu transformaci

Priklad 7.5.1. Reste rovnici
y" + 4y + 3y = x[011(t)
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(7.5)

kde x[0,1] je charakteristickd funkce intervalu [0, 1], a naleznéte jeji fesent, které spliiuje podminky

y(0) =y'(0) =0.

Reseni: Z linearity a ze vzorce (6.30) dostaneme po dosazeni pocateénich podminek
L(y"(t) + 4y (t) + 3y(t)) = Y (s)(s* + 45 + 3)

a pomoci jiz odvozeného obecnéjsiho vztahu (6.60) dostaneme proa=0ab=1

1—e*

S

L(x7011(z)) =

Porovnanim obrazi levé a pravé ¢éasti rovnice (7.5) dostaneme

1—e% 1—e°
Y 244 = boli Y(s)= ———-—"—.
(s)(s* +4s+3) —— neboli (s) st 3)

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme (lze vyuzit (6.12), resp. (6.40)

1 _(111 1 1 1)

S(2+4543) \3'5 2 5415 513
Odtud dostaneme pro vSechna t > 0

11 1 1 1 1 1 et 1 et 1 et
Z. Ho(t) — —1[_.___. .
35 2514175 s+3] ot) = £ 3 s 2 5+1 75 5+3

Vysledek v jiné formé muZeme zapsat po rozepsani uzitych Heavisideovych funkci

%—%e_t—l—%e_?’t pro z€[0,1],

Hy(t).

(7.6)






Kapitola 8

Praktické alohy

vvvvv

pouziti ODR. Vsimneme si i problematiky sestavovani rovnic a jejich systému. Na
druhé strané upozornujeme, ze moznosti vyuziti diferencialnich rovnic k popisu
a TeSeni Uloh z praxe jsou podstatné Sirsi, nezli lze v tomto textu ukézat.

8.1 Linearni rovnice 1. radu

Zacneme ulohou, kterd pusobi trochu zdhadné. Vytvareni modelu realné situace je nutné vzdy
zalozeno na urcitych zjednodusujicich predpokladech. Ukazme si to na piikladu, jehoz schéma je
prevzato z [1]:

Piiklad 8.1.1. Predstavme si, Ze zacalo nahle velmi husté snézit. Pan Novak, bydlici na samoté,
se vzbudil a vyhodnotil situaci jako kritickou: jiz od 7 hod zacal cistit frézou cestu k nejblizsi
udrzované komunikaci. Za prvni hodinu vy¢istil 2 km, za dalsi hodinu zbyvajicich 1,5 km. Zcela
vycerpan si povzdechl: ,Rad bych védél, kdy zacalo takhle hrozné snézit“ a my bychom mu s
timto problémem méli pomoci.

Reseni: Pokud jsme konfrontovani s takovou tlohou, kterd se zd4 dosti zvlastni, uvédomime si
nejprve, ze zpomaleni vykonu odpovida nasi zkusenosti: silnéjsi vrstva snéhu se odklizi pomaleji.
To nadm vsak pfili§ nepomuze k feseni: Musime si vytvorit néjaky matematicky model, zalozeny
na jednoduchych pfedpokladech; patrné ne idedlnich, nicméné vedoucich k feseni, protoze slozity
model nemusime umét dosud ziskanymi znalostmi fesit. Model zaloZime na predpokladu, Ze fréza
je schopna odklidit £ km?® snéhu za 1 hodinu (za jednotku volime kilometry). Cas ¢ budeme méfit
v hodinédch poéinaje od 7 hod, tloustka vrstvy snéhu v ¢ase t necht je z(t) (opét v odpovidajicich
jednotkach, tj. km). Délka vycisténé drahy v ¢ase ¢ nechf je s(t), takze 5(t) je rychlost frézy v case

N A

t. Oznacime-li jesté Sitku zabéru frézy d, dostaneme jednoduchou rovnici
rxds=k. (8.1)

Abychom nalezli funkci z, ozna¢me ty neznamy cas, tj. dobu, po kterou jiz snézilo, neZ zapo-
¢ala fréza pracovat, a dale h nechf je (konstantni) rychlost pfirastku tloustky snéhové vrstvy
(v odpovidajicich jednotkéch, tj. v km/hod). Potom je

z(t)=h-(to+1), t>—tg,
coz po dosazeni do (8.1) dava rovnici

k1
dhto+t’
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kterou snadno vyresime; jeji obecné feseni je

s(t) = log(to +t) + C), (8.2)

dh(

kde C je redlné konstanta a t € (—tg,00). D4 se ofekavat, ze udaje ze zadani by ndm mély stacit
k urceni ¢asu tg. Z s = 0 pro t = 0 dostaneme C' = — log t(, coz po dosazeni do (8.2) dava

s(t) = d";l log(1+ ) (8.3)

Vime jesté, ze s(1) = 2 a s(2) = 3,5, coz by ndm mélo umoznit tlohu vyftesit. Je tedy

9 — dkhlog(url) a 35— d]jllog(1+2>.

Z obou rovnic spo¢teme vyraz dh/k a porovname vysledky, ¢imz dostaneme rovnici

%10g<1—|—t10) 35 10g(1+ 2)

ktera po dalsi tpravé a ,,odlogaritmovani je tvaru

(1 + %)3’5 - (1 + %)2 . (8.4)

Zadame-li napt. v programu Maple, coz je jeden z programt usnadiujicich vypoéty !)

solve((1+2/t)°2 = (1+1/t)~3.5), (*)
dostaneme za maly okamzik feSeni ve tvaru
2.548142158, -1.665520267, (*)

kde prvni (kladny) kofen odpovida hledanému feSeni t;. Proto tedy zacalo snézit pred cca
60 - 2,548142158 min, tj. cca 153 minut pfed 7 hod, tj. v 4 hod 27 min. Nemusime snad zdu-
raznovat, ze model byl primitivni a zadani bylo podfizeno nasim moznostem. Pokud ma Ctenar
k dispozici jen tuzku a papir, muze zkusit totéz se zadanim: prvni hodinu urazila fréza 2 km,
druhou hodinu 1 km. Dospéje pak ke kvadratické rovnici, kterou snadno vyfesi. Dostane tak jako
vysledek to = (v/5 —1)/2, z ehoz plyne, Ze snézit zacalo cca v 6 hod 23 min.

Piiklad 8.1.2 (radioaktivnirozpad). Rozpad radioaktivnich latek se ¥idi zdkonitosti podob-
nou jako je ta, kterou jsme jiz poznali. Je-li M (¢) mnozstvi latky v ¢ase t, pak

AM = M(t+ At) — M (t) = aM(t)At,
kde vSak je a < 0. PiSeme-li —« misto a, bude o > 0 a vztah nabude tvaru
AM ~ —aM(t)At.

Od ng&j dospé&jeme k rovnici tvaru M’ + oM = 0, pfi¢emz nés z fyzikalniho hlediska zajiméa pouze
mnozstvi latky v case od okamziku ¢y = 0.

1) Céarky na konci fadkii oznadenych (*) nejsou soucasti vstupu ani vystupu programu.
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Reseni: Rovnici tedy vySetfime na intervalu (0, +00) a dospé&jeme k Fesent
M(t) = Mge ", te(0,+00),
takze rozpad je popsan pfi a > 0 pro ¢ > 0 vztahem
M(t) = Mge ™.
Cas J, za ktery se mnozstvi latky zméni na poloviéni, se obvykle nazyva polocas rozpadu. Pak je

—at = log%f) = log%,
takze § = (log2)/a = (0,6931)/a. Porovname-li feSenou rovnici s rovnici (1.17), zjistime, Ze velmi
odlisné déje se 1idi z matematického hlediska analogickymi zakonitostmi.

I kdyz se zdanlivé jedna o Cisté teoreticky vysledek, ma znacné dulezité praktické dusledky.
Uzivame ho pfi urcovani staii archeologickych vykopévek, ale i pfi zkouméni pravosti starych
obrazii. Pro predstavu: polo¢as rozpadu radioaktivniho isotopu uhliku C je cca 5568 let a me-
toda uréovani stafi, kterd tento rozpad vyuzivé, pochézi z roku 1949. Blize viz [3], kde je poutavé
popséan i piibéh padélatele obrazti H. A. van Meegerena (1889—1947), ktery prodal prostfed-
nictvim jednoho bankéfe Hermanu Goringovi padélany obraz barokniho malife Jana Vermeera
(1632 —1675). Po vélce byl obvinén z kolaborace s nacisty a pii té ptilezitosti byly odhaleny dalsi
jeho padélky Vermeerovych obrazt. Piibéh se dockal dokonce zpracovani v u nés dobfe znamém
¢esko-némeckém televiznim seridlu ,,Dobrodruzstvi kriminalistiky“ (Dil 16: Paprsek).

Priklad 8.1.3 (ochlazovani). Jestlize ohfejeme napf. hrnec s vodou na 100° C a pak nechame
na sporaku v pokojové teploté 25° C chladnout, ¥idi se jeho okamzita teplota Newtonovym zako-
nem pro ochlazovani, ktery ma tvar diferencialni rovnice (7.1)

y,:k(y_a)v

kde k,a € R. Funkce y popisuje okamzitou teplotu, a mé vyznam teploty okolniho prostredi. Jiz
jsme spocitali v Pfikladu 7.1.1 obecné feseni rovnice (7.1):

y(x)=a+Ce", kde CeR.

Zbyvéa tedy urcit z konkretniho zadani hodnoty k£ a C. Vime-li tedy naptiklad, Ze teplota vody
v hrnci po 5 min bude 80° C, dostaneme odtud %(0) = 100 = 25+ Ce*0, tedy C = 75 a z rovnosti,
kterou dostaneme pro stav po 5 min spoc¢teme hodnotu k:

80 =25 + 75e°", tedy € = 55/75, a tedy k = Llog(11/15) = —0,03101.

Nasledujici tabulka ukazuje pribéh teploty, pocitany v tomto (hypotetickém) ptipadé podle po-
psaného modelu; hodnoty teplot jsou zaokrouhlené :

Teplota po: | 5 min | 10 min | 20 min | 30 min 40 min 50 min 60 min

80°C | 65°C | 46.7°C | 36.67°C | 31.28°C | 28.37°C | 26,81°C

8.2 Nelinearni rovnice prvniho radu

Priklad 8.2.1 (logisticky rustovy zakon). Snaha po nalezeni dokonalejsiho rustového zakona
vedla k modifikacim diferencidlni rovnice (1.17). Intuitivné citime, ze ,lepsi“ ristovy zdkon by
méla popisovat rovnice P’ = a(P) - P, kde « je vhodné zvolend funkce, ktera je pro néjaké § > 0
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na intervalu (J,+o0) klesajici; pak bude klesat i rychlost rtstu populace. Budeme se zabyvat
jednoduchym ptipadem tohoto typu, dfive vSak uvedme jeden udaj, tykajici se formy rovnice.
Casto se riistova konstanta o v rovnici (1.17) zapisuje ve tvaru rozdilu a pracuje se s nepatrné
formdlné odlisnou rovnici

P =~P—71P, ~,7>0,

kde konstanty v a 7 charakterizuji porodnost a umrtnost dané populace.

Reseni: Modifikovana rovnice, popisujici logisticky rtistovy zakon, je tvaru
P =yP—71P%, ~4,7>0. (8.5)

Rovnici 1ze dat jesté dalsi interpretaci: prostiedi, v némz populace Zije, mé omezené zdroje, které
urcuji ,,maximalni kapacitu zivotniho prostoru“. Rust populace je imérny nejen jeji velikosti, ale
i ,velikosti zbyvajictho prostoru“. Skute¢né, polozme \ = 7 a K = /. Zbyvajici zivotni prostor
popisuje veli¢ina K — P(t), kde konstanta K odpovidd maximalni kapacité. Rovnice tak po upravé
ma tvar

P = \P(K — P), (8.6)

kde \, K > 0. Zde je vySe zminéna funkce a(P) = A(K — P) linearni, tedy obzvlast jednoduché.
Reseni rovnice je tvaru (to se d4 spocitat pomoci tzv. separace proménnych, ¢tenai se viak o tom
muze presvédéit derivovanim)

7 K
P(t) = . Pi) =
Q T+ (v/Po—1)e 7’ P ) 1+ (K/Py—1)e kt?

t>0,

kde Py > 0. Lze ukézat, ze v daném oboru je to popis vSech maximdlnich feSeni rovnice (8.5).
Resena rovnice vak jiz neni linedrni rovnici prvniho fadu, nebot obsahuje ¢len P2.

Poznamka 8.2.2. Rovnice typu (8.6) se v nékterych ptipadech jevi jako pomérné dobry model
pro realnou situaci. Tak napf. studie o rustu slunecnic ukazuji jinou realnou situaci, jiz odpovida
tyz model. Vyska slunecnic pomérné dobfe vyhovuje analogickému vztahu

H
h(t) = 1+ (H/hg — 1) e At

kde H je maximalni vyska rostliny a hg vyska na zacatku pozorovani. V r. 1983 byla publikovana
studie, ktera ukazala, Ze analogické chovani vykazuje i ,,svétova automobilova populace®.

vvvvvv

to ani konstantni funkce, coz jsme uvazovali v Pozndmce 1.2.2, ani linearni klesajici funkce jako
v predchazejicim Prikladu 8.2.1. Néhledem na data v [34] zjistime, ze tzv. mezirocni priristek
log (P(t+1)/P(t)) (srov. s (1.18)) neni ani monotonni v ¢ase. Zatimco v letech 1950 — 60 rostl od
cca 0,015 az do hodnoty 0,02 uzité v Poznamce 1.2.2, na které se pak drzel asi 10 let, od r. 1971
témeér stale klesa k hodnoté 0,0116 za dobu 2004 — 2005. Kolem r. 2050 by podle prognéz mél byt
cca 0,005.

Ukazatelé chovani lidské populace jsou ritiznorodé. Doporucujeme ¢tenaii nédhled na URL
adresu uvedenou v citaci [34]. Tam odtud jsou pfevzaty nasledujici grafy, které vypovidaji o lidské
populaci mnohem vice, nez nami uzité primitivni modely, které nezohlednuji celou fadu dalsich
faktort :
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Anomalie rastu populace, ktery se zvysil v letech 1950—-1960 z 1,5 % na vice nez 2 % a pak
se nahle propadl, souvisi s Cinou (obdobi ,Velkého skoku vpied“ za Mao-Ce-Tunga) a vyvojem
hormonalni antikoncepce.

Na strankach U.S. Census Bureau se muzeme také napiiklad dodist to, Ze se obyvatelstvo
svéta zdvojnasobilo v letech 1959 az 1999 (ze 3 na 6 miliard obyvatel) a ze podle odhadt k dalsimu
vzrustu o 50 % dojde patrné za 45 let, tj. 9 miliard obyvatel by mohla hostit Zemé& v roce 2044.

Piiklad 8.2.4 (start rakety). Pfedpokladame, Ze vesmirnd raketa startuje ve svislém sméru;
polomér Zemé oznac¢ime R a h, vysku rakety nad zemskym povrchem v okamziku, kdy dojde
k vyhofeni paliva rakety; hodnota x(t) necht udava vysku rakety nad zemskym povrchem v ¢ase
t. Od okamziku vyhoteni paliva se raketa chova jako kdmen vrZzeny do prostoru. Vrhneme-li ho
malou rychlosti, spadne opét na zemsky povrch, pii velké rychlosti se vymani z vlivu zemské
pritazlivosti. Minimum rychlosti, pro néz nastava druhy pripad, se nazyva unikovd rychlost a
nasim tkolem je ji urcit.

Reseni: Na pocéatku situace, kterou se zabyvame, je

x(0)=R+hy,=2, a x(0)=:v,.

Z Newtonova gravita¢niho zakona vyplyva, Ze velikost sily ptisobici na raketu je dana rovnosti
K = —v-m(x)/z% kde m(x) je hmotnost rakety; ta se pochopitelné méni s dobou, a tedy
i v zéavislosti na z. Je proto napt. M := m(R) hmotnost rakety pii startu a m := m(x,) vlastni
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hmotnost rakety (bez paliva) 2). Uréime velikost v vySetfenim situace pii startu. Z rovnosti

—Mg=—~ 2 dostaneme ~ = gR?,
takze K = —gR?m/z?%. Proto po vyhoieni paliva pro raketu plati rovnosti
m 1
mi:—gR2'—2, resp. :i:—ng-—z.
x x

Nyni si pomtzeme ,trikem“: ndsobime obé strany rovnice ¢initelem 2%, takze dostaneme

. X
2% = —2gR2 . %, resp. (gkz)/ = <2932 . _> :
X x

zde opét znacime ¢arkou derivaci podle ¢asu. Odtud dostaneme integraci (v := )
1
v =2R? - —4+C, CecR.
x

Uvézime-li, Ze pro t = 0 je v2 = 2gR? - (1/z,) + C, dostavime konecné 3)
v? = 2gR%z ! 402 — 2gR%x; . (8.7)

Bude-li platit v2 — 2gR2/x, > 0, prislu$n rychlost umozni raketé opustit sféru vlivu pfitazlivosti
Zemé. Tomuto jevu odpovida hodnota v, = \/2¢gR?/z,.

P¥i priméru Zemé rovném D := 2R = 12,757 - 10% m, ¢ = 9,81 ms™2 a pii relativné malé
vysce, tj. pfi hy = R, je pfibliznd hodnota tnikové rychlosti \/g_D = 11,19km/s. Toto je tedy
hledana tinikova rychlost.

Oznaceni 8.2.5. V dalsim se budeme zabyvat pohybem idedlniho télesa (hmotného bodu) v
gravitaénim poli Zemé. Jeho vysku nad zemskym povrchem v ¢ase t oznacime xz(t) a orientaci
volime tak, aby byla nezdporna. Tomu pak odpovid4 rovnice pro zrychleni 4)

i=-g, (8.8)

pricemz pro jednoduchost budeme v praktickych ukazkach pocitat se zaokrouhlenou hodnotou g =
10ms—2. Derivace budeme znacit zptisobem obvyklym ve fyzice, tj. pomoci te¢ek nad oznacenim
funkei. Integraci dostaneme z (8.8) & = —gt + Cy. Polozime-li vy := v(0) = #(0), dostaneme
dosazenim vy = C7 a dospéjeme ke vzorecku pro rychlost

v(t) = —gt + o, (8.9)
zndmému z fyziky. Analogicky dospéjeme dalsim krokem ke vzorci
z(t) = =3 gt* + vot + Cy
a polozenim z(0) = xg uréime Cy = xg. Dospéjeme tak k rovnici

z(t) = 2o + vot — 5 gt°, (8.10)

v

rakety dilezitou roli a je proto zbytecné.

3) Rovnice (8.7) odpovida energetické bilanci, kterou by patrné zkusené&jsi fyzik pii odvozovani napsal
pfimo ,bez pocitani“.

1) Na rozdil od vétsiny fyzikalnich uéebnic zde piSeme —g misto g. Z matematického hlediska ma smysl
se zabyvat feSenimi na R, z hlediska fyzikalni interpretace sta¢i pracovat s feSenimi na intervalu (0, +00),
resp. s jejich spojitymi rozsifenimi na interval [0, +00).
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kde zq je vyska nad povrchem Zemé v ¢ase t = (. I kdyz pracujeme s otevienymi intervaly, protoze
na nich jsou definovana FeSeni, funkce spojité rozsifujeme na uzaviené intervaly vzdy, kdy je to
mozné a pro zkraceni zapisu uzitecné.

Pro vg = 0 = x( tak dostaneme

o(t) =—gt, x(t)=—1%gt%,

coz jsou (az na znaménko) znamé vztahy popisujici fyzikalni zakony, ke kterym dospél na zékladé
pokust jako prvni GALILEO GALILEI (1564 —1642).

Piiklad 8.2.6 (vrh svisly vzhiiru). Pouzijeme oznaceni zavedené v predchazejicim odstavci.
Pohyb idealniho vrzeného télesa (hmotného bodu) se déje bez odporu prostiedi a zajima nés v
Casovém intervalu [0,t2], kde t3 > 0 je ¢as, ve kterém bude z(t2) = 0, tj. kdy vrzené téleso
dopadne na zem.

Reseni: 7 predstavy o realné situaci vyplyvd, %e r¢o = 0 (vrhdme vzhiiru ze zemé), a %e pocatecni
rychlost vy je kladnd. Rovnice (8.10) bude mit jednodussi tvar

x(t) = vot — %gt2 = t(vg — %gt) , (8.11)

pfi¢emz funkce x bude kladna v intervalu (0, t2), kde to = 2vg/g. Funkce = nabude svého maxima
na intervalu [0,t2 | v nulovém bodé t; okamzité rychlosti

v(t) :=z(t) =vg—gt, tedy t1=uvp/g=(1/2)ts;

funkce x roste v intervalu [0,¢; ]| a klesa v intervalu [¢1,t9]. Maximalni dosazené vyska vrhu je
a(t1) = vg/29.

Konfrontujme model s nasimi piedstavami: Vyhodime-li kdmen svisle vzhiru rychlosti 20 m/s,
poleti vzhiuru 2 sekundy a dalsi 2 sekundy bude padat zpét na zem. Dosdhne maximalni vysky
x(t1) = 20m. Jestlize v8ak vystfelime vzhiru z pusky rychlosti 300 m/s, bude kulka ve vzduchu
celou minutu a dosdhne nejvétsi vysky 4 500 m. Poznamenejme, Ze pfi malych rychlostech zaned-
bani odporu vzduchu nevede k velkym chybam, avSak ty pfi vyssich rychlostech rychle rostou.

Piiklad 8.2.7 (volny pad). Pfistudiu (idealizovaného) volného padu opét vychazime z rovnice
& = —g a dospéjeme k rovnici (8.10), ale nyni 2o = x(0) > 0 udavéa vysku, z niz k padu dochazi
a vy = 0.

Reseni: Rovnice nabude proto tvaru

z(t) = 20 — 5 gt*. (8.12)
K dopadu pfedmétu na zem dojde v ¢ase t; > 0, pro ktery z(t;) = 0, z ¢ehoz dostavame

t1 = \/270/g. Reseni (8.12) rovnice & = —g méa nyni fyzikdlni smysl v intervalu (0,#;). Funkce
(8.12) méa vsak rozumny fyzikalni smysl i na uzavieném intervalu [0,¢; | a odpovidd spojitému
rozsifeni feSeni na tento interval.

Opét pro ilustraci uvedme: dle tohoto modelu bude padat pfedmét z vysky zo=500m 10
sekund a dopadne rychlosti 100 m/s. Zde je vliv odporu vzduchu podstatnéjsi, a tak je vysledek
vcelku prijatelny pro olovénou kulku, zatimco pfistavaci rychlost padaki je nejméné desetinasobné
mensi. Snadno tak nahlédneme, Zze v nékterych situacich jsou tyto zakony nepouzitelné: nefidi
se jimi ani pad ¢lovéka v zemské atmosféfe (napf. pfed otevienim padéku). Zcela jsme totiz
zanedbali vliv odporu prostiedi. Viz dalsi piiklad.
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Priklad 8.2.8 (stabilizovany pad). V nékterych realnych situacich odpor prostiedi zanedbat
nelze. Jestlize prihlédneme k odporu vzduchu, ktery je Gmérny rychlosti padajiciho télesa v at-
mosfére, dospéjeme na zakladé fyzikalnich tvah k rovnici

i=—ki—g, (8.13)

ve které k > 0 souvisi s odporem prostfedi. VySetfime tedy tuto rovnici.

Reseni: Dosazenim v = & dostaneme rovnici prvniho fadu
v+ kv=—g.

s integra¢nim faktorem exp(kt); to vede k identitdm (piSeme kvili zfetelnosti ¢arky misto tecek)

(v(t)ekt)/ = —geMt = — (% ekt)/ (8.14)

a k existenci konstanty C, pro kterou je

v(t)eM = C — 9 okt

k
Z podminky v(0) = 0 plyne, ze C = g/k, z ¢ehoz dostaneme
#(t) = o(t) = 4 <e_kt - 1) : (8.15)
k
Dalsi integraci ziskdme identitu
__9 Lokt
() = k<t+ke )+D, (8.16)

kde hodnotu konstanty D najdeme pomoci podminky z(0) = x¢. Protoze dostaneme D = zy +
g/k?, mé identita (8.16) po tipravé tvar

x(t) = xo — % (k‘t +e M — 1) . (8.17)

Funkce v ve vzorci (8.15) mé pro t — 400 limitu —g/k; odtud plyne, ze pokud x¢ je tak velké
Cislo, ze vyraz exp(—kt) mé ¢as klesnout k hodnotam blizkym k nule, rychlost padu se od jistého
okamziku prakticky nezvysuje.

Uvedme pro ilustraci piiklad pocitany pomoci tohoto modelu: Pfedpokladame-li, Ze pfi se-
skoku padékem uréitého typu z dostateéné velké vysky se rychlost padu ustali na 6 m/s, bude
k = 5/3, protoze g/k = 10 : (5/3) = 6. Pfi tomto k trva podle (8.17) seskok z vysky 1000 m
nepatrné déle nez 167,25 sekundy. Podle (8.15) by rychlost padu byla (pokud by se padak oteviel
v ¢ase t = 0) jiz za 3 sekundy vétsi nez 5,9 m/s. Volny pad bez pfihlédnuti k odporu vzduchu by
pritom trval dle modelu z Prikladu 8.2.7 jen o malo vice nez 14 sekund. Opét jsme vSak zanedbali
nékteré vlivy, které mohou za urcitych okolnosti hrat podstatnéjsi ilohu, napr. pokles hustoty
atmosféry v zavislosti na vysce apod.

Jind ivaha ndm muze osvétlit ne€které jevy souvisejici s pocasim: Nepatrné vodni kapicky
tvorici mlhu maji limitni rychlost klesani (pro ¢t — +o00) rovnou cca 12 mm/s. Proto mlha padé
nékdy tak dlouho. Odpovida to hodnoté k = 2500/3 = 833,3 a doba padu z 1000 m na zem by za
téchto podminek trvala teoreticky pres 23 hod. Pro konfrontaci se zkuSenostmi z praxe uvazme,
Ze jsme zcela zanedbali dalsi faktory, napf. vliv slune¢niho zareni.

Piiklad 8.2.9 (let rakety). Vytvoifte matematicky model pro let rakety, a to od momentu
startu az po jeji dopad na zem. Ptihlédnéte pritom k bytku vahy vznikajicimu hofenim paliva,
zanedbejte vSak odpor prostfedi a pfipadnou zménu tihového zrychleni v zavislosti nad povrchem
zeme.
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Reseni: Uvédomme si vétsi komplexitu modelu, ktery budeme vytvaret. Budeme pracovat s po-
hybem télesa s proménou hmotnosti pod vlivem dvojice sil, z nichZ jedna popisujici tah motoru
bude ptisobit pouze do vyhoreni paliva. Od tohoto okamziku se bude raketa vykonavat pohyb ob-
dobny tomu, ktery jsme popsali v Prikladu 8.2.6 az do okamziku, kdy dosdhne maximalni vysky
a pak bude jeji pohyb analogicky jako ten, ktery jsme popsali v Prikladu 8.2.7. Situace je stale
velmi zjednodusend, model by vSak mél dat lepsi predstavu o chovani rakety, kterd nedosédhne
anikové rychlosti.

Zavedeme nejprve oznaceni. Hmotnost rakety bez paliva oznacime M, a celkovou hmotnost
paliva pri startu rakety M, takze celkovd hmotnost rakety pii startu je Mo = M, + M,,. Oznacime
déle 7 celkovou dobu hofeni paliva a M (t) okamzitou hmotnost rakety v ¢ase ¢, 0 < ¢t < 7, takze
M(1) = M,; déle predpokladame, ze palivo bude ubyvat konstantni rychlosti, pficemz tubytek
hmotnosti za ¢asovou jednotku oznac¢ime p. Symbolem oznaéime u oznaéime vytokovou rychlost
plynt z trysek rakety a v = v(t) jeji rychlost v ¢ase t, ktery méfime od okamziku startu rakety.

Z modelu chceme zejména ziskat :

(a) Okamzitou vysku rakety h(t) a jeji rychlost v(t) v éase t od okamziku startu az do jejiho
dopadu na zem,

(b)  vysku rakety a jeji rychlost v okamziku 7, a
(c) maximalni vysku, které raketa dosdhne.

Ze zadani vyplyva, Ze na raketu pusobi vzhiru ve svislém sméru az do vyhoteni paliva stala
sila Fi,n, = pu a v opaéném sméru pritazlivost G = M (t)g, kde g zna¢ime (konstantni) gravitacni
zrychleni. Podle Newtonova pohybového zakona dostaneme

M(t)a = Fiop — G = pu— M(t)g .

Po startu se tedy raketa pohybuje vzhiru se zrychlenim

R
a—v—M(t) g>0.

Zaroven vidime, Ze tazna sila motort musi spliiovat podminku Fi,, > Myg, jinak by se raketa
nevznesla. Protoze palivo ubyva rovnomérné, je jeho ibytek popsan linearni funkci, takze

M (t) = MO - ,ut .
Okamzitou rychlost rakety az do doby vyhofeni paliva ziskdme integraci diferencidlni rovnice

. wu )
V= = —-g.
M) —g M(0)— ut

Integraci této rovnice obdrzime

v(t):/i)(t)dt:/<M—g>dt:uu/ﬁ—gt.

Integrujeme pomoci jednoduché substituce z = M(0) — ut, ze které dostavame pro dosazeni

% =—pu, dt = —CL—Z, z ¢ehoz plyne
1 d d
v(t)zuu/—<——z>—gt:—U/—Z—gtz—ulog\Z!—gtJrCl:
z 1 z

= —ulog(M(0) — ut) — gt + C .
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Z podminky v(0) = 0 dostaneme hodnotu C; = u log My. Pro rychlost v(t) v ¢asovém tseku
[0, 7] tak dostaneme

v(t) = —ulog(M(0) — ut) — g + u log My = —u (log(M(0) — ut) — log My) — gt =

M(O)—,ut) gt

= —ulog < A

Vysku h ziskdme jako primitivni funkci k v, pfridemz integra¢ni konstantu ur¢ime z pocatecni
podminky ~(0) = 0. Pak uréime h(7).

h(t):/vdt:—u/log(%o_“t)dt—g/tdt:

M(0) — ut 1
:—u/log (%) dt—§gt2.

Budeme postupovat trochu rychleji: Po substituci z = M(](\)/)IO_” ' obdrzime pro integral I v pred-
chézejici rovnici

M(0) — pt MO/ My
I=[log|l—*—)dt =—— [ logzdz = ——2z(z—1) + (5,
/g( M, ) 0 g L ( ) 2

neboli, po provedeni ,zpétné substituce* a tpravé

- Mo —pt [log (M(O) — ut

I=
% My

> — 1] + Cy.
Dosadime-li nyni vypocteny integral do vyjadieni h(t), dostaneme

h(t) = U(Molu— ) [log <M(3\)40_ 'Ut) — 1] —uCy — %gtz.

Dosazenim h(0) = 0 uréime

M,
02 = _—O ;
u
takze raketa mé okamzitou vysku
u(My — pt) M(0) — pt ubMy 1 ,
h(t :7[10g<7>—1} + ———gt*, te[0,7].
(t) . M, 2 [0,7]

Tim jsme ziskali odpovéd na otazku v (a).
V okamziku t = 7 vyhoteni veskerého paliva je M(7) = M(0) — ur = M,. Pro ¢as vyhoreni

paliva tak dostaneme
2MO lur
T =

I
a po dosazeni obdrzime

h(r) = u(Molu— W) [log <M(O) - ,m') B 1] ubMy 1 2

coz po upravé da

h(r) = Ui\:fr [log <%;> + %(: - 1] - 1g7‘2.

V okamziku 7 dosahne raketa své nejvyssi rychlosti

MO_/“_ MO
Umax = V(T) = —ulog (TO) — g7 = ulog <M > —gT.
T
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Po vyhoreni veskerého paliva se raketa chova jako pri vrhu svislém vzhtiru, nebot na ni ptisobi

pouze sila pritazlivosti G = M, g. Zaroven zname jeji pocatecni rychlost v okamziku 7. Proto
dostavame 1
h(t) = h(r) +o(7)(t —7) = 5 g(t = T, t>T,

kde h(7) je vyska rakety v okamziku 7 vyhofeni paliva, druhy ¢len odpovida dréze pii pohybu
konstantni rychlosti v(7) za éas t — 7 a tfeti ¢len odpovida ,sloZzce volného padu“ se zrychlenim
g za dobu t — 7.

Raketa dosdhne své nejvétsi vysky v okamziku ¢, kdy bude jeji rychlost nulova (,bod
avratu“). Je v(t1) = 0 pro

o(1) —g(t1 —7) =0, takieje t = u(r) + gt

Odtud dostaneme dosazenim

P = h(t) = h(r) +o(r) (12— 7) ~ 3 9 (01 7’ =

U\T v(T v2(r
= i) +o(m ™ = L (U) <+ .

Od okamziku ¢; se raketa pohybuje volnym padem (odpor prostfedi zanedbavame), postupu-
jeme tedy jako v Prikladu 8.2.7 a ur¢ime dobu tohoto padu z vysky hpmax. Tuto ¢ast jiz prenechame
¢tenaii za cviceni.

Piiklad 8.2.10 (fetézovka). V obecné roviné jde o popis kiivky, modelujici tvar Fetézu, lana ¢i
vodice, zavéseného mezi dvéma body. Situaci opét zjednodusujeme, uvazujeme dokonale ohebné
a nepriitazné homogenni vldkno. Problém je velmi stary, viz Historické poznamky.

Resent: 1 kdyz technici zpravidla vychazeji pfimo z popisu fetézovky jako grafu hyperbolického
kosinu, my se drive seznamime s jeho odvozenim. Problém vede na nelinearni diferencialni rovnici

2.1adu
ay’ =1+ (v)?. (8.18)

Vyraz vpravo je vlastné délkou ¢asti oblouku, kterou uzivame k vypoctu sily, kterou je v urcitém
bodé namahdno. Substitujeme-li z = 3/, 2’ = v”, dostaneme rovnici 1.fadu

z/:é-\/l%—z?,

kterou uz snadno vyieSime. P¥i rozepsani 2/ = g—; dostaneme formalni apravou

dz 1

d / dz 1 / d
————=—dx, resp. —_— = — x,
V1+22  a P V1i+22 a
odkud dostaneme
[argsinh z ] = log (z + 14+ z2) = g +C, nebo-li z=sinh (g + C’> .

Zvéazime-li jesté provedenou substituci a zvolime-li Sikovné soufadnicovou soustavu tak, aby v bodé
x = 0 bylo 2(0) = ¢/(0) = 0, dostaneme podminku sinh C' = 0, kterad ddva C' = 0. Dalsi integraci

dostaneme
Yy = /y’(w)dx = /sinh (2) dx = a - cosh (2) +C.
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Na obrazku odpovida nejvice rozeviend krivka hodnoté a = 2 a zuzujici se kfivky postupné
hodnotdm a = 1 a a = 1/2. I v tomto ptipadé mé C nepiili§ dilezitou roli, jde vlastné pouze
o vertikalni posunuti grafu. Ukazali jsme, zZe Fetézovka je, jak jiz bylo Feceno, az na jistou deformaci
grafem hyperbolického kosinu.

Piiklad 8.2.11 (tautochrona, resp. isochrona, resp. brachistochrona). Tato uloha ma
zdanlivé k praktickému vyuziti daleko. Jeji formulace je tésné spjata s pfedchéazejici tlohou o feté-
zovce. Je tfeba nalézt tvar kiivky mezi dvéma body umisténymi v riizné vysce v gravitacnim poli
a nelezicimi nad sebou, podél které se bez tfeni pohybujici se objekt dostane z jednoho bodu do
druhého v nejkratsim case. Je intuitivné zfejmé, ze zacneme-li z jiného bodu kfivky, dostaneme
se do nejnizsiho jejiho bodu podél ni opét v nejkratsim mozném case. Viibec vSak neni zfejmé, ze
celkovy ¢as pohybu nezavisi na bodu kfivky, z kterého pohyb zacina, a Ze tento Cas je pro vsechny
stejny.

Reseni: Sledujte obrazek: M4-li se se objekt (idealizované: hmotny bod HB) piemistit z bodu
O do bodu A v nejkratsim case, zkusime potrfebny c¢as vypocitat. Rychlost pohybu HB bude
dle fyzikalniho zdkona rovna v = /2gy, délku oblouku pocitdme podle zndmého vzorce integraci
vyrazu /1 + (y')2. Cas, ktery mame minimalizovat, je proto roven

T a 12
T:/ at = - /,/H(y) da
0 \/@ 0 Yy

da

- o

Vzhledem k tomu, Ze vlastnost minimality bude mit kazda, tedy i infinitesimalné malé ¢ast

trajektorie HB, bude platit
1 1

V295 1+ ()2

= konst.
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Odtud jednoduchou upravou ziskame ODR
y(1+ (v')*) = konst.
Jde o nelinedrni ODR, jejimz fesenim je kfivka s parametrickym vyjadfenim
z(t) = a(t —sint), y(t) = a(l — cost) = 2asin(t/2),

ktera se nazyva cykloida.

8.3 Systém linearnich rovnic 1.radu

Priklad 8.3.1. Tento pfiklad je podrobné rozebran v [3] a ilustruje chovéni lidské populace v
souvislosti s pfenosem pohlavni choroby: gonorrhoea (¢esky kapavka) je choroba, §ifici se témér
vyluéné pohlavnim stykem. Dnes je sice uspésné léCena antibiotiky, ale spolu se stoupajici frek-
venci vyskytu rezistentnich kultur ptivodce, bakterie Neisseria gonorrhoea (gonokok), pfedstavuje
zévazny problém.

V povaleénych obdobich dochézelo vzdy k riistu poctu zachycenych piipadt. Po druhé svétové
valce se tehdejsi Ceskoslovensko vyhnulo vét§imu nariistu poétu infikovanych diky zvyseni Zivotni
arovné obyvatelstva, aplikaci zakona o pohlavnich chorobach a hlavné objevu penicilinu. Proto
celkové poklesl vyskyt sexudlnich infekci v padesatych letech na minimum, avSak v Sedesatych
letech nastava vyrazna zména; za dalsich dvacet let vzrostl v Evropé pocet nakazenych kapavkou
trikrat. U nas ji ro¢né onemocni cca 1000 lidi a na jejim castéjsim vyskytu mé velky podil
migrace. Vyskyt kapavky se v Cesku dlouhodobé snizoval. Z témét 6500 piipadii v roce 1990 klesl
v poloviné 90. let na 2000 piipad® a od roku 2000 se pocet nakazenych pohybuje kolem jednoho
tisice.

Za cCasty vyskyt kapavky mize jeji velmi vysoka infekénost. Pfi styku s virem HIV je pravdé-
podobnost nékazy fadové nékolika malo procent, u kapavky se u zen udava pres 50 %. Inkubad¢ni
doba je 2 az 14 dni, pficemz u muzl to byva nejcastéji v rozmezi 2—5 a u zen 4—7 dnd. Pozna-
menejme jesté, ze po vyléceni pacient neni ani v nejmensim imunni vici dalsi ndkaze. Nas model
je opét znacné zjednoduseny, ale i tak velmi zajimavy.

Resend: Sexualné aktivni a promiskuitni ¢4st obyvatelstva rozdélime na dvé skupiny: infikované a
ohrozené. Oznacme c1(t) celkovy poéet promiskuitnich muzi a co(t) celkovy pocéet promiskuitnich
zen. Déle necht x(t) je pocet vSech infikovanych muzi a y(t) pocet vSech infikovanych zen. Mame
tedy ¢1(t) — x(t) ohroZenych muzl a co(t) — y(t) ohrozenych zen. Budeme predpokladat, ze Sifeni
kapavky se fidi podle téchto pravidel:

(a) Infikovani muzi se vylé¢i v poméru a;, imérnému jejich celkovému poctu a infikované zeny
se vylé¢i v poméru ag, ktery je také timérny jejich celkovému poctu. Zde a; > ag, a to

proto, Ze u muzi je onemocnéni vétsSinou bolestivéjsi a tak je odhaleno dfive. Symptomy
onemocnéni u zen jsou hufe zachytitelné a tak jsou v praimeéru Zeny infekéni delsi dobu.

(b) Celkovy pocet promiskuitnich muzi je ¢; a promiskuitnich Zen je co, pfi¢emz tyto pocty
povazujeme za neménné.

(c) Nové infikovani muzi pfibyvaji Gmérné soucinu (c; — z)y s koeficientem umérnosti by a
analogicky nové infikované zeny piibyvaji timérné souéinu (c2 — y)z s koeficientem umér-
nosti by.

Nezli sestavime prislusny systém rovnic, uvédomme si, ze uvazujeme pouze heterosexualni kon-
takty; z ruznych pri¢in infikovanych homosexudla je jen velice malé procento celkového poctu
onemocnélych, coz je v prikrém kontrastu ve srovnani s pripady onemocnéni syfilis ¢i AIDS.
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Formulované zjednodusené predpoklady nyni vtélime do nasledujici soustavy rovnic

t=—azr+bi(ci—2x)y, (1)

y=—agy+byca—y)x. (2) (8.19)

Provérime nejprve, zda nas model v nékterych aspektech odpovidé realité. Tomu odpovida
zjisténi, zda v pripadé,

(1) ze je z(to) > 0 a y(to) > 0 pro n&jaké to, je také z(t) > 0 a y(t) > 0 pro vSechna ¢ > tg, a

(ii) jestlize je z(ty) < c1 a y(to) < ca, pak také i z(t) < ¢1 a y(t) < c2 pro v8echna t > t.

Tvrzeni z (i) budeme dokazovat sporem: Necht ¢t; > ty a t; je nejmensi z takovych nulovych
bodu x. Pak v t; nabude prvni rovnice z (8.19) tvaru @(t1) = biciy(t1). Je y(t1) > 0, protoze
v opacném pripadé by bylo z = 0, y = 0 Tesenim; odtud plyne, Ze hodnota vpravo v rovnosti
je kladna. Pak vSak je x v bodé ¢; rostouci funkce a nabyva tak v levém okoli bodu t; zdporné
hodnoty, coz vede diky Darbouxové vlastnosti = ke sporu s tim, Ze t1; je nejmensi nulovy bod z
veétsi nez tg.
Také tvrzeni z (ii) budeme dokazovat sporem: Nyni necht je ¢1, t; > ¢y nejmensi takovy bod, ve
kterém nabude z hodnoty ¢; nebo y nabude hodnoty cy. Bude-li z(¢t1) = ¢, dostaneme z prvni
rovnice v (8.19) rovnost #(t1) = —ajc1. Vpravo v rovnosti je zapornd hodnota, takze pro néjaké
to <t <ty je x(t) > c1. Pak se vSak musi nabyt hodnoty ¢; nékde v intervalu (to,t) a to je spor
s volbou t1, coz je nejmensi takovy bod. Analogicky odvodime spor z predpokladu, zZe t1, t1 > tg
je nejmensi takovy bod, ve kterém nabude y hodnoty cs.

Nyni piikro¢ime k analyze modelu. Intuitivné citime, ze ovlivnénim nékterych parametri
bychom mohli dospét ke stavu, kdy choroba bude na ustupu, ale to musime dokazat. Ukazeme
proto, ze plati tvrzeni:

Véta 8.3.2. (a) Predpoklddejme, Ze je ajas < biby cico. Potom kaZdé fesent soustavy (8.19), pro
néz je 0 < xz(tg) < c1, 0 < y(ty) < co, se pro t — 400 blizi konstantnimu TeSent

biba cica — aras biba cica — ayas

, = 8.20
ai1by + bibaca y azb1 + bibacy ( )

Jinak receno, v takovém pripadé se pocet nakaZenych v ohroZené cdsti populace postupne ustdali
na uvedenych hodnotdch.
(b) Predpokladejme, Ze je ajas > bibscica. Potom kaZdé teSeni soustavy (8.19), pro néz plati

0 < x(ty) < c1, 0 < y(tg) < ca, se prot — 400 blizi k 0. V takovém pripadé kapavka postupné
VYMizi.

Ukézeme si hlavni momenty ditkazu obou tvrzeni Véty 8.3.2. Pro dukaz ¢éasti (a) rozdélime ob-
délnik (0, c1) x (0,c) na ¢tyii ¢asti (sledujte Obr.8.1), ve kterych derivace zadna z derivaci &, ¥
nemeéni znaménko. To udélame takto: v rovnici (1) v (8.19) polozime & = 0 a spo¢teme ze vzniklé
rovnice y v zavislosti na x. Dostaneme

a1 xr

Y= 71)1(61 ) = p1().

Analogicky v rovnici (2) v (8.19) polozime y = 0 a tak dostaneme

bgng
as + bex

T = 2y neboli y =

ba(c2 — ¥) = e2(e)-
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y /y =p1(z)
C2
av) (I11)
>0 &<0
G <0 §<0 Yy = p2(z)
[0, 90]
o (I1)
>0 i<0
y>0 y>0
c; X
Obr. 1
Obé funkce jsou rostoucimi funkcemi v proménné z a je
. a; x . bacox
lim = +o00, m =co,

_— 1 _—
z—c1 by (Cl — x) z—+o00 ay + box

neboli pro z — ¢; je ¢1(x) — 400 a pro x — +00 je pa(x) — co. Pruseciky kiivek y = ¢1(z) a
y = @a(x) jsou dva: Jsou to body o souradnicich [0,0] a [z, yo], kde

_ bibacica — araz _ bibacica — araz
a1by + bibacy Yo asby + bibacy

Konecné funkce po(x) v bodé x = 0 vzhledem k predpoklddané nerovnosti roste rychleji nez

funkce ¢4 (z), protoze

baca ay

’ v2c2 o
©5(0) o >b1C1 ©1(0).

Odtud vyplyva, Ze mezi body 0 a xg je p2(z) > ¢1(z). Poznamenejme jesté, ze [xg,yo | repre-
zentuje rovnovazné feseni systému (8.19), protoze & i ¢ jsou pro z = xg a y = yo rovay 0.

Obdélnik se tak rozpadne na ¢tyii ¢asti (viz opét Obr. 1) (I), (II), (III) a (IV). Protoze & je
kladna nad kiivkou y = ¢4 () a zaporna pod ni, a podobné ¢ je kladna pod kfivkou y = p2(x) a
zaporna nad ni, mizeme popsat v jednotlivych ¢astech chovani &, y takto:

1) i>0,9>0, () &<0,y<0,
@ &<0,9>0, V) &>0,9<0.

Dukaz ¢asti (a) Véty 8.3.2 se rozpadne na Ctyfi ¢asti podle toho, ve které z éasti (I), (II), (III),
(IV) lezi bod [z(to), y(to) .

Lemma 8.3.3. Pro ka#dé teseni (x(t),y(t)), t € [to,00), pro které je [x(to),y(to)] € (I), je
[2(t),y(t)] € (I) pro vSechna t € [tg,00). Ddle je (x(t),y(t)) — [zo,y0] pro t — +oo.
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Diikaz. Budeme postupovat sporem: Predpoklddejme, Ze v né&jakém case t; FeSeni (:L"(t),y(t))
opusti (I). Pak vsak @(t1) = 0 nebo y(t1) = 0, protoze by se tak stalo jediné pfes jednu z kii-
vek y = ¢1(z) nebo y = @a(x). Necht tedy #(t1) = 0. Dalsim derivovanim rovnice (1) z (8.19)
dostaneme po dosazeni tq za t

i‘(tl) = bl (Cl — x(tl))y'(tl) . (8.21)

Protoze x(t1) < ¢1 a y je kladnd nay = ¢1(z), 0 < z < g, je pravé strana rovnosti kladna. Proto
ma x(t) v bodé t; lokdlni minimum. To je vSak ve sporu s tim, ze £ > 0 v (I), takze x je rostouci.

Jestlize je y(t1) = 0, postupujeme obdobnym zptsobem. Derivovanim rovnice (2) z (8.19)
dostaneme po dosazeni t1 za t

§(t1) = ba(ca — y(t1))d(t1). (8.22)

Protoze y(t1) < co a & je kladnd na y = po(x), 0 < = < x0, je prava strana rovnosti kladna.
Proto ma y(t) v bodé t; lokdlni minimum. To je v8ak ve sporu s tim, ze y > 0 v (I), takze y
je rostouci. V obou pripadech jsme dospéli ke sporu, takze jsme tim dokondili dikaz prvni ¢asti
tvrzeni Lemmatu 8.3.3.

Z jiz dokédzaného vyplyva, ze jakékoli feseni systému (8.19), pro néz je [x(to),y(to)] € (I)
wzustava v (I), tj. plati pro né [z(t),y(t)] € (I) pro vSechna ¢ > to. Protoze x i y jsou omezené,
monotonni funkce a existuji tedy

lim z(t) =z*, lim y(t) =y*,

t—o00 t—o0
pfi¢emz (z*,y*) je s ohledem na Lemma 5.3.3 rovnovaznym fesenim (8.19). Takova FeSeni jsou
pouze dvé (odpovidaji priusecikim kiivek 1 a @9): [0,0] a [zg,y0]. Protoze vSak jsou = iy
rostouci funkce, plati * = xg a y* = yo. O

Lemma 8.3.4. Pro kazdé reseni (z(t),y(t)), t € [to,00), pro které je [z(to),y(to)] € (III), je
[z(t),y(t)] € (IIT) pro vSechna t € [to,00). Ddle je (z(t),y(t)) — [zo,yo] pro t — +oo.

Drikaz se provede analogicky jako u Lemmatu 8.3.3. Opét se postupuje sporem: Predpokladame,
e v néjakém Case t TeSeni (x(t),y(t)) opusti (III). Pak vSak i (t1) = 0 nebo g(t1) = 0, protoze
by se tak stalo opét jediné ptes jednu z kiivek y = ¢;(x) nebo y = pa(z). Pak by musela nabyvat
x nebo y v bodé t; lokalniho minima, coz vede ke sporu; nastane tedy situace, popsand v prvni
Casti tvrzeni. Protoze x i y jsou omezené, monotdénni funkce, dostaneme podobnym obratem jako
v dikazu Lemmatu 8.3.3 druhou ¢ast tvrzeni.

Zbyva vytesit pfipad oblasti (II) a (IV), o kterych plati nepatrné odli$né tvrzeni. Zformu-
lujeme je do nasledujicich dvou lemmat, kterd maji obdobny dtkaz; proto pak dokdzeme pouze
jedno. Porovnejte nasledujici lemma s Lemmatem 8.3.3 a vSimnéte si rozdilu ve znéni.

Lemma 8.3.5. Pro kazdé reseni (x(t),y(t)), t € [to, 00), pro které je [x(to),y(to)] € (II) a které
wzustane v (II), tj. pro néz je [x(t),y(t)] € (II) pro viechna t € [to, ), je (x(t),y(t)) — [zo,yo]
pro t — 4oo (tedy (x(t),y(t)) konverguje ke staciondrnimu teSent).

Lemma 8.3.6. Pro kaZdé eseni (z(t),y(t)), t € [to,00), pro které je [x(ty),y(to)] € (IV) a
které ,zistane* v (IV), tj. pro néz je [x(t),y(t)] € (IV) pro vSechna t € [tg,0), je (z(t),y(t)) —
[z0,90] pro t — 400 (tedy (x(t),y(t)) konverguje ke staciondrnimu fesent).

Diikaz Lemmatu 8.3.5. Jestlize pro feseni (z(t),y(t)), t € [to,00) plati [z(t),y(t)] € (IV) pro
vSechna t € [tp,00), je = klesajici a y rostouci funkce na intervalu [¢p, 00). Pfitom je z kladné
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a y(t) < co, takze x i y jsou omezené monoténni funkce. Plati tedy opét jako v dikazu Lem-
matu 8.3.3

lim z(t) = 2", lim y(t) =y,

t—o0 t—o0
pricemz (x*,y*) je s ohledem na Lemma 5.3.3 rovnovaznym feSenim (8.19). Protoze je y rostouci,

nemtze to byt bod [0,0] a je to tedy bod [zg,yo ]. O

Nyni mizeme pristoupit k dikazu véty, ve které je zformulovano feseni feSeného problému.
I kdyZ jsme si jiz pripravili ¢astecné vysledky, které potrebujeme, je diikaz véty pomérné dlouhy.
Ukazuje se tak, ze pro feSeni praktickych problémt potiebujeme z matematického hlediska dalsi
prohlubujici poznatky, takze prakticky tvorime jakousi ,miniteorii“.

Dikaz Véty 8.8.2. Nejprve se budeme zabyvat ¢asti (a). Pfipomenime, ze z hlediska praktické
upotfebitelnosti naseho modelu popsaného systémem dvou rovnic (8.19), odpovidaji realné po-
¢atec¢ni hodnoty bodtim obdélnika (0,c;1) X (0, c2). Ten jsme rozdélili na étyti ¢asti (I), (II), (II)
a (IV). Pak jsme ve ¢tyfech Lemmatech 8.3.3 az 8.3.6 probrali piipady, kdy poc¢ateéni hodnoty
x(to) a y(to) odpovidaji bodum téchto disjunktnich oblasti.

y y=p1(z)
C2
@ (1)
i>0 i<0
y<0 y<0 y=p2(x)
| 2
(I11)
i<0
§>0
1 X
Obr. 2

Je-li [x(tg), y(t )] (I), nebo [xz(t ) y(to)] € (II), pak pro takové feseni podle Lemmat
8.3.3 a 8.3.4 plati ( )) [20,y0] pro t — +oo. Dalsi krok diikazu se rozpadne na dvé
Casti: Jestlize je [x(¢ ) y( 0)] € (I), nebo [x(ty),y(to)] € (IV), pak pro takové feSeni, pokud
neopusti tyto oblasti, podle Lemmat 8.3.5 a 8.3.6 opét plati (x(t),y(t)) — [x0,y0] pro t — +o0.
Zbyvéa si rozmyslet pfipad, kdy by Feseni (:n(t),y(t)), t € [tg,00) opustilo oblasti (II) nebo (IV).
Pak by vsak ,pfeslo“ do (I) nebo (III) a situaci bychom dofesili pomoci Lemmatu 8.3.3 nebo
Lemmatu 8.3.4. Pokud tedy [z(to),y(to)] € (II), nebo [x(to),y(to)] € (IV) nebo [z(to),y(to)]
lezi na kfivkach o rovnicich y = ¢1(x) nebo y = ¢y(x), dostaneme opét (z(t),y(t)) — [zo,yo]
pro t — +o00. Tim jsme vyéerpali vechny moznosti a dokonéili tak diikaz ¢asti (a).

Nyni dokézeme ¢ast (b) Véty 8.3.2. Jestlize je ajas > biby c1c2, potom kiivky o rovnicich
y=¢i1(x) ay = pa(z) déli obdélnik (0,c1) x (0,c2) na tri ¢asti (I), (II), (III); sledujte Obr. 8.2.
Pfipomenime, ze & je kladna nad kfivkou y = ¢;1(z) a zdporna pod ni, a podobné ¢ je kladné
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pod kiivkou y = ¢o(x) a zadporna nad ni. Proto lze popsat v jednotlivych ¢astech (I), (II), (II)
chovani &, y takto:

I >0, y<0, @M x<0, y<O0, (IO) z<0, y>0.

Kazdé Feseni, pro které je [z(to),y(to)] € (II) ,ztstane* nadéle v (II), tj. plati [x(t),y(t)] € (II)
pro vSechna t € [tg, +00). To dokdZeme sporem. Pokud by to neplatilo, pak pro t1, 0 < t1 < oo,
by bod [z(t1),y(t1)] by lezel na kfivce o rovnici y = ¢1(z) nebo na kiivce o rovnici y = @a(z).
Protoze v prvnim piipadé je #(t1) = 0, x(t1) < c¢1 a ¥ je nyni zadporna na kiivce y = ¢1(z),
je prava strana v rovnosti (8.21) rovnosti zdporna. To znamend, Ze = nabyva v bodé t; svého
minima, coZ je ale spor, nebot & < 0 v (II). Ve druhém piipadé je y(t1) = 0, y(t1) < c2 a & je
zdpornd na kiivce y = po(x), takZe je prava strana v (8.22) zaporné. To znamend, Ze y nabyva
v bodé t; svého minima, coz je ale spor, nebot y < 0 v (II). V oblasti (II) jsou x i y omezené
monoténni funkce, maji tedy vlastni limitu 0, nebot nyni je [0,0] jedinym bodem odpovidajicim
rovnovaznému Feseni soustavy (8.19).

Tim jsme dokéazali jakysi analog Lemmatu 8.3.3, tentokrat vSak pro oblast oznacenou
nyni (II). Zbyva zjistit, jak se budou chovat FeSeni, pro néz je [z(to),y(to)] € (I) nebo
[z(to), y(to)] € (III). Pokud pijde o feSeni, ktera zistanou v téchto oblastech, pak diky monotonii
x a y dojdeme opét k rovnovaznému feseni odpovidajicimu dvojici [0,0]. Pak jiz staci uvazit, ze
pokud takové feSeni opusti (I) nebo (III), musi se ,dostat pies kiivky o rovnicich y = p1(x) a
y = pa(x) do (II), ale FeSeni, které se v néjakém case ocitne na jedné z téchto kiivek nebo v (II)
se opét pii t — 400 blizi ke stacionarnimu Feseni odpovidajicimu dvojici [0,0]. O

Poznamka 8.3.7. V dnes$ni dobé je mozné ziskat prostiednictvim internetu o kapavce pomérné
mnoho informaci. Nebezpe¢i nakazy nesmime bagatelizovat, kazdorocné u nas onemocni touto
chorobou s ob¢asnymi vykyvy nékolik stovek lidi. Znepokojivé je, Ze zpoc¢atku velmi efektivni léCba
penicilinem ¢i tetracyklinem se stava méné Gcinnou diky postupnému vzniku rezistence, dokonce
i na nékterd dalsi specidlni antibiotika. Z matematického hlediska mé prezentovany model fadu
,hacki“. S ohledem na cetnost pohlavniho styku v zavislosti na véku lze dosdhnout presnéjsich
vysledkt pii pfihlédnuti k vékovym kategoriim (pro zajimavost: nejohrozenéjsi vékovou skupinu
tvori u nés lidé zhruba ve véku 15—-30 let). Je téméf nemozné ziskat dostatecné presné odhady
velikosti jednotlivych konstant figurujicich v modelu. Pfesto je vSak mozné z dostupnych dat
(onemocnéni kapavkou a nékterymi dalsimi pohlavnimi chorobami podléha specidlnim evidenénim
predpisim) odhadovat napt. veli¢inu byc1 /az, kterou lze interpretovat jako priamérny pocet muzt,
ktefi jsou nakazeni jednou Zenou v obdobi jeji infek¢énosti, pokud jsou vsichni muzi nachylni k
onemocnéni. Stejné tak lze odhadovat veli¢inu bece/a; s podobnou interpretaci. Z nich lze pak

odhadovat, zda je
() (22) >

ey



Kapitola 9

Historické poznamky

Kazda védni disciplina mé svoji historii. Poznatky v matematice se postupné
skladaji a vrsi po stovky let. ,,Nepiepisuji se“ pravidelné, jako v jinych védnich
oborech, ale zlstavaji v platnosti od okamziku jejich objeveni. V této minikapi-
tole se pokusime podat stru¢nou informaci o historii pojmu a tvrzeni probrané
¢asti teorie ODE. Ctenéfi, ktery by se rad o historii ODE pouc¢il detailnéji, do-
poru¢ujeme nahlédnout napt. do [8], [13] nebo do starsiho textu [32].

9.1 Trocha historie

Historické poznamky 9.1.1. Diferencidlni rovnice se objevuji nejprve v pracich, tvoficich sa-
motny zéklad historie diferencidlniho a integralniho poc¢tu. Vyskytuji se jiz r. 1693 u CHRISTIA-
ANA HUYGENSE (1629 —1695) a také u GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE (1646 —-1716), obvykle
v konkrétnich ulohach. Nékdy se povazuje za feseni diferencidlnich rovnic jiz hledani primitivnich
funkci, které u Leibnize saha do r. 1675. Poznamenejme jesté, Ze studium problémil, vedoucich na
systémy diferencialnich rovnic, lze stopovat az k ISAAcU NEWTONOVI (1642 — 1727). U néj tvoril
hlavni objekt studia pohyb dvou a vice téles pfi vzadjemném gravitaénim pusobeni a pochazi od
néj téz prvni pokus o klasifikaci rovnic 1.tadu.

Jeden z historickych problémii, ktery jsme zminili (viz str.9), se tykal kiivky nazyvané trak-
triz. Tuto kiivku popsal jiz roku 1670 CLAUDE PERRAULT (1613 —1688), architekt a vSestranné
nadany ¢lovék. Pozdéji ji studovali jak Newton (1676), tak i Huygens (1692). ODR se vyskytly
v souvislosti s dalsimi kfivkami mnohokrét: Problém isochrony, ktery jsme zminili (viz str. 128),
pochézi z r. 1690, kdy jeho feSeni publikoval v ¢asopise Acta Eruditorum JOHANN BERNOULLI
(1667 — 1748).
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Ve stejné praci zformuloval Johann Bernoulli tlohu o nalezeni tvaru retézovky (viz str. 127). Jeho
feSeni podali o rok pozdéji nezavisle na sobé napt. Huygens, Leibniz a Bernoulli. Obréaceny oblouk
fetézovky se vyskytuje i v davné architektufe; ukdzkou je obrézek oblouku (viz str.135), ktery
byl ¢ésti paldcového komplexu, postaveného v 6. stol. naseho letopoétu v Ctesiphonu (Irék).

Dalsi vyvoj teorie ODR vyznamné ovlivnili JACOB BERNOULLI (1655 —1705) a JOHANN BER-
NOULLI (1667 —1748). Oba byli vyznamnymi matematiky a zaroven bezprostfednimi pokracovateli
Leibnize. Problém isochrony, ktery jsme zminili, pochézi z r. 1690, kdy jeho feSeni publikoval v ¢a-
sopise Acta Eruditorum JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748). Ve stejné praci zformuloval Johann
Bernoulli tlohu o nalezeni tvaru fetézovky. Jeho feseni podali o rok pozdéji nezavisle na sobé
napf. Huygens, Leibniz a Bernoulli.

Separace proménnych je obsaZena jiz v Leibnizové praci z r. 1691; jeji explicitni popis podal
Jacob Bernoulli. Jiz v r. 1694 Johann Bernoulli také pouzil uz v r. 1694 priblizné resent rov-
nice (2.3). Popsana metoda konstrukce pfiblizného Feseni, kterou v podstaté pouzival LEONHARD
EULER (1707 -1783), je z r. 1768. Poznamenejme, Ze o stafi poznatki z této oblasti svéd¢éi napt. to,
ze pojmy charakteristicky polynom nebo charakteristickd rovnice pochézejl patrné jiz od Eulera.
Tato etapa vyvoje ODE spocivajici, zhruba feceno, v hledani obecnych metod integrace rovnic,
trvala do r. 1775, pak doslo ve studiu této problematiky na dlouhou dobu k jistému Gtlumu.

Teprve kolem r. 1740 se objevuji diferencidlni rovnice vzniklé eliminaci konstant ze vztahu
pro funkce a jejich derivace. Studoval je ALEXIS FONTAINE DES BERTINS (1704 —-1771).

Historicky prvnim tvrzenim o existenci (a dokonce i o jednoznac¢nosti feseni, ovSem za silnéj-
sich pfedpokladii) bylo tvrzeni, které dokézal Louis AUGUSTIN CAUCHY (1789 —1857) r. 1824.
Mnohem pozdéji studovali kompaktnost mnoziny spojitych funkci na intervalu CESARE ARZELA
(1847 — 1912) a GruLiOo AscoLl (1843 — 1896), jejich tvrzeni je vSak pouze jednou z moznych
cest k diikazu Peanova tvrzeni o existenci feSeni, o kterém jsme se zminili.

V tomto textu jsme také pouzili mnoha poznatk z algebry. K oblasti studia linearnich
rovnic polozil zaklady Leibniz pracemi z r. 1678 a r. 1693. Metoda TeSeni soustav rovnic o dvou,
tfech a ¢tyfech neznamych pochézi z r. 1729 od COLINA MACLAURINA (1698 — 1746), byla vSak
publikovana po jeho smrti r. 1748. Svycar GABRIEL CRAMER (1704 — 1752), po némz se dnes
postup (Cramerovo pravidlo) nazyva, ho popsal r. 1750.

Vyznamnym algebraikem byl ALEXANDER-THEOPHILE CHARLES AUGUST VANDERMONDE
(1735 — 1786). Pro prace z oblasti teorie feSitelnosti algebraickych rovnic vyssich stupna byva
oznacovan jako predchiidce NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829). Nesporné je vSak tviircem
teorie determinantu, ve které mu nalezi fada vysledk.

Obyc¢ejné diferenciélni rovnice (ODE) tvoii vyznamnou partii matematiky, kterd je vzhledem
k ¢etnym aplikacim velmi dilezitd. Velmi podnétné jsou v tomto sméru ucebnice [3] a [8]. U vét
o existenci a jednoznacnosti jsme se o hlavnich protagonistech vyvoje jiz kratce zminili. Nepro-
birali jsme podrobné vSechny typy rovnic, které lze bez vétsi namahy vylozenym aparatem resit;

vvvvvv

Rovnice druhého fadu byly v souvislosti s fyzikdlnimi problémy studovany jiz r. 1691. Stu-
dovali je jak Jacob Bernoulli, tak i Johann Bernoulli. Jednim z takovyjch problémi byl popis
kmitani strun. Zde Johann Bernoulli navizal na BROOKA TAYLORA (1685 — 1731). Dalsi vy-
sledky v této problematice ziskali Euler r. 1728 a DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782) r. 1733, ktefi
dospéli nejen k zakladni frekvenci kmiténi struny, ale i k vys§im harmonickym. Daniel Bernoulli
r. 1734 jiz Gspésné fesil rovnici fadu 4. Roku 1739 informoval Euler Johanna Bernoulliho o feseni
obecnych linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Také metoda variace konstant se objevuje
v jednoduché verzi v souvislosti se studiem specialni rovnice 2.7adu poprvé u Eulera r. 1739.
V obecnéjsi podobé ji pii systematickém studiu linedrnich diferencidlnich rovnic (s nekonstant-
nimi koeficienty) pouzil pozdéji JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736 —1813).
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V pripadé komplexnich funkci komplexni promeénné je Teseni diferencidlnich rovnic rovnéz
rozvinutou partii matematické analyzy; poznamenejme alespon to, ze feseni lze napt. hledat ve
tvaru mocninné fady. Reseni rovnic tohoto typu je vénovéna kniha [11].

Priklad, ukazujici moznou nejednoznacnost feseni, ktery jsme uvedli jiz v Kapitole 1, nalezl
Peano. Tzv. Lipschitzovu podminku zavedl poprvé Lipschitz r. 1864 pfi vySetfovani Fourierovych
fad. Poznamenejme kone¢né, ze jedineénym zdrojem poznatki z oblasti historie ODE je kniha [8].

Otazek stability jsme se pouze dotkli, avSak i ony patii ke klasickjm partiim teorie ODE.
Jednim z téch, ktefi vyznamné pfispéli ke studiu stability, byl rusky matematik ALEKSANDR
MicHAJLOVIC LIAPUNOV (1857 — 1918). Zabyval se praktickym problémem existence rotujicich
elipsoidalnich kapalnych atvart pfi malych zménach rychlosti rotace. Popularné lze ideu stability
popsat takto: Rovnovazny stav systému (5.31) je stabilni, jestlize kazdé FeSeni, které je v Case
t = 0 ,,blizko“ rovnovazného stavu bude ,blizko“ i v libovolném budoucim okamziku.
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