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Pojem primitivni funkce, zédkladni vlastnosti primitivnich funkci. Spojitost pri-
mitivni funkce. Rozdil primitivnich funkci k funkci f na (a,b) je konstantni. Pri-
mitivni funkce ”ze vzoreckl’” pro derivovani. Existence primitivni funkce ke spo-
jité funkci (bez dikazu). Piiklady: existuje primitivni funkce k nespojité funkci
a dokonce i k funkci, ktera neni omezené v kazdém okoli jednoho bodu (vychézime
z derivace funkce f(x) = x?sinz=2, f(0) = 0). Metoda per partes.

Souvislost vzorcii pro derivovani soucinu a slozené funkce s metodami hledani
primitivnich funkci. Priklady na uziti metody per partes. Primitivni funkce k funk-
cim wsinz,logz, (1+22%)~". Dvé varianty véty o substituci. Integrace racionalnich
funkci, postupna redukce na jednodussi pripady. Rozklad racionalni funkce na
parcidlni zlomky (tvrzeni bez dikazu).

Ukéazky feseni nekterych typt prikladi: rozklad na parcidlni zlomky. Jednoduché
standardni substituce pro prevod na pripad racionalni funkce. Substituce
Sogr =t“, Jexpxr=1t-,
substituce pro prevod integrandu tvaru R(sin z, cos x) na racionélni funkci a kritéria
volby. Jednoduché ,slepovani“ primitivnich funkci.

»Slepovani“ pfi uziti substituce ,,,tg(x/2) = t,“. Eulerovy substituce. Motivace
zavedeni zobecnéné primitivni funkce (zpf). Dvé zpf k téze funkci se lisi pouze
o aditivni konstantu. Definice Newtonova integralu.

Zakladni poznatky o Newtonové integralu. N -integréal jako linearni funkcional
na N (a, b), jeho nezépornost a monotonie. Aditivita vii¢i oboru, existence integralu
a (c,d) C (a,b). Per partes a substituce pro Newtoniv integral.

Riemanntv integral — zakladni potfebné pojmy. Déleni D intervalu [a,b], norma
v(D) déleni D. Horni a dolni soucty S(f; D) a s(f; D). Zjemnéni déleni. Vliv na
S(f;D) a s(f;D). Nerovnost s(f;Dy) < S(f;Dsz) pro libovolnd D € D(a,b).
Definice horniho a dolniho integralu, definice Riemannova integralu. Nutna a
postacujici podminka pro existenci s S(f; D) — s(f; D) < e. Existence R-integralu
z funkce f € C(a,b). Existence R-integrélu z funkce f monoténni na [a,b].

Dalsi vlastnosti Riemannova integrélu: R(a,b) je linedrni prostor, R-integral je
na ném linedrnim funkcionalem; tento funkciondl je nezaporny a tedy i monotdénni.
Je-li f € R(a,b) a[c,d] C [a,b], je restrikce f|[c,d] € R(c,d). R-integrdl ma
vlastnosti plochy (aditivita vii¢i oboru, monotonie a integruje spravné konstanty).

Existence primitivni funkce F' ke spojité funkci na (a,b). Zakladni odhad pro
R-integral. K tomu: z f € R(a,b) plyne f*, f~ a |f| € R(a,b). R-integral a
integralni souéty U(f D, (). Konverguje-li norma déleni v(Dy) — 0 a f € R(a,b),
pak o(f, D, () f [

Existuji-li (R)—fa fa (/\/’)—fab f, maji touz hodnotu. Kiivka a jeji délka. Vzorec
pro délku grafu funkce. Objem a povrch rotaéniho télesa. Integral (N)—[;* (sinz)/x
a jeho neabsolutni konvergence (elementarni dikaz). Srovnavaci kriterium.



Kritéria konvergence pro neabsolutné konvergentni integraly (Abel, Dirichlet).
Zavérecné poznamky k integralu.

Obycejné diferencidlni rovnice. Obecné terminologie: feSeni rovnice, maximéalni
feSeni rovnice, Gplné FeSeni rovnice. Rad a stupeii rovnice. Linearni diferencialni
rovnice 1.fadu - feSeni. Linearni prostor feseni rovnice s nulovou pravou stranou.
Metody hledani partikularniho feseni: integracni faktor, variace konstanty. Nutnost
teoretického zakladu: Uvod k metrick§m prostortim.

Priklady metrickych prostort (MP): (1) normované linearni prostory, (2) prostor
A™ m-tic redlnych ¢isel s riznymi normami, R jako MP (3) C(a,b) s maximovou
normou (4) diskrétni prostor (5) A™ s eukleidovskou normou: R™ (6) Linearni
prostor se skalarnim sou¢inem (7) C(a,b) s integralni normou.

Nerovnosti mezi normami. Déale vzdalenost mnozin a diametr mnoziny. Koule
B(z,r), uzaviena koule K(z,r), sféra S(x,r). Situace v diskrétnim (ultramet-
rickém) prostoru. Podprostor metrického prostoru. Izometrické zobrazeni (P, p) na
(Q, o). Izometrické prostory (symetricky vztah).

Piiklad: (8) pfeneseni metriky prostym zobrazenim, které se tak stane izometrii.
Izometrie C a R?, izometrické vnoieni R do C. Ptiklad: (9) Metrika na rozsitené
realné ose (pomoci rozsifeni T'(z) = x/(1 + |z|) limitami). (10) Soucin metrickych
prostori. A™ se ,souctovou normou je kartézsky soucin m kopii R.

Oteviené a uzaviené mnoziny. Jejich systémy v MP — vlastnosti. Okoli v Sirsim
a uzsSim smyslu. Topologie, topologicky prostor. Spojitost zobrazeni mezi MP,
specialné spojitost funkce v bodé. Moznost prace s okolimi v §irsim a uzsim
smyslu. Problém limity v MP. Limita posloupnosti v MP. Hromadné a limitni
body mnoziny.

Ptvod oznaceni supremové normy (|| - ||s) v A™. Vnitini a hraniéni body
M C (P, ). Vnitfek, hranice, uzavér mnoziny M C (P, o). Hromadné a izolované
body M. Limitni body M. Nékteré elementarni vztahy pro uzavér, vnitiek a
hranici M. Spojitost zobrazeni — ekvivalentni podminky. Znéni véty o globalni
spojitosti zobrazeni.

Priklady na pouziti aparatu MP: Mnozina M’ vSech hromadnych bodd mnoziny
P C (P,p) je uzavienad. Linearni funkcional ,R-integral pfes [a,b]* je spojity
na prostoru C(a,b) se supremovou normou. Vzdélenost bodu z od neprazdné
mnoziny A C (P, o) je spojitda na P. Funkéni oddélovani A, B C (P,p) uza-
vienych mnozin spojitou funkci f s Hy = [0,1]. Charakteristika globalni spojitosti
f:(Po) — (Q,0) pomoci vzori otevienych a uzavienych mnozin. Ekvivalentni
normy a ekvivalentni metriky — porovnani.

Izometrie a homeomorfismus MP, piiklady. Ekvivalentni metriky a homeomor-
fismy. Metrické a topologické vlastnosti MP, pfiklady. Bolzano-Cauchyho pod-
minka konvergence posloupnosti v MP. Analogicky: stejnomérna spojitost, atp.
Mnozina husta (v (P, ¢)). Rizny popis hustoty mnoziny. Ridk4 mnoZina, ptiklady.
Separabilita prostoru, piiklady. Soucin separabilnich prostort je separabilni.

Separabilita C(a,b) (pfes po Castech linedrni funkce). Je-li A husta oteviena,
je jeji komplement fidkd mnozina. Alternativni definice fidké mnoziny: wvnitiek
jejiho uzavéru je prazdnd mnozina. Mnoziny 1. a 2. kategorie (Bairova klasifikace).
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Uplny prostor. Piiklady: R, R™, diskrétni prostor, C(a,b). Zuplnéni (tiplny obal)
MP s naznakem ditkazu tvrzeni o existenci.

Uplnost prostoru C(a, b) — ditkaz. Diilezita tvrzeni v tiplnych MP: Cantorova véta
o priniku nerostouci posloupnosti neprazdnych uzavienych mnozin s diametrem
konvergujicim k 0. Definice kontrakce. Banachova véta o pevném bodu. Baireova
véta o hustoté priniku hustych otevienych mnozin v MP. Upln§ metrick§ prostor
je (v sobé) 2. kategorie.

Objasnéni: Uplny metricky prostor je (v sobé&) 2. kategorie. Otevienost v mnozi-
né (podprostoru) M C (P, ) av (P, o) — k rozmysleni. Pokryti, oteviené pokryti.
Definice kompaktni mnozZiny (prostoru). Centrovany systém — dudlni popis kom-
paktnosti pomoci uzavienych mnozin. Totalni omezenost, kone¢né e-sit. Totalné
omezeny prostor je omezeny. Totalné omezeny prostor je separabilni. Kompaktni
mnozina M C (P, o) je uzaviena.

Centrovany systém uzavienych mnozin v kompaktnim prostoru mé neprazdny
prunik. Omezenost a uzavienost mnoziny neni obecné ekvivalentni s jeji kom-
paktnosti — piiklady v C(a,b) a M(A). Uzaviend mnozina v kompaktnim MP
je kompaktni. Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni. Dtsledky pro
realné funkce, existence ,nejblizsiho bodu“. MP je kompaktni, praveé kdyz je tplny
a totalné omezeny. Sekvencialni kompaktnost. Prostor je sekvencidlné kompaktni,
pravé kdyz je kompaktni. Kompaktifikace — informativné.

Souvislé prostory a mnoziny, souvislost v R. Role obojetnych mnozin. Spo-
jity obraz souvislé mnoziny je souvisly. Usecky v normovaném linedrnim prostoru
jsou souvislé. Sjednoceni souvislych mnozin s neprazdnym prinikem je souvisla
mnozina. Lomena ¢ara a jeji souvislost. Hvézdovité a konvexni mnoziny jsou
souvislé. Uzavér souvislé mnoziny je souvisla mnozina. Funkce sinz~! a souvislost
(sjednoceni grafu s nepréazdnou podmozinou tsecky spojujici body [0, —1] a [0,1]).
Komponenty prostoru.

Stejnomérna spojitost spojité funkce na kompaktnim prostoru — srovnani obec-
ného kontextu a véty pro interval [a,b] v R. Spojité prosté zobrazeni kompaktniho
prostoru (P, 9) na (Q,0) je homeomorfismus. Darbouxova vlastnost spojité funkce
na souvislém prostoru; charakterizace souvislosti. Oblast v R™. V oblasti G C R™
lze spojit kazdé dva body lomenou carou. Zakladni vlastnosti komponent. Uza-
vienost komponent. Komponenty oteviené mnoziny jsou oblasti. Kazda oteviena
mnozina v R™ je spocetnym sjednocenim oblasti. Informativné: lokalni souvislost.

Weierstrassova véta o stejnomérné aproximaci funkce f € C(a,b) polynomem.
(dtikaz nebude zkousen).



