
1. DIFERENČNÍ ROVNICE

Najděte všechna řešení diferenčních rovnic (s počátečními podmínkami):
1. y.nC 2/ � 3y.nC 1/C 2y.n/ D 0;
2. y.nC 2/ � y.nC 1/ � y.n/ D 0, y.1/ D y.2/ D 1;
3. y.nC 2/C 4y.nC 1/C 4y.n/ D 0;
4. y.nC 2/ � 2y.nC 1/ � 3y.n/ D 0, y.1/ D 2, y.2/ D 1;
5. y.nC 4/C 6y.nC 2/C 9y.n/ D 0;
6. y.nC 3/C y.nC 2/C 9y.nC 1/C 9y.n/ D 0, y.1/ D �1, y.2/ D 1, y.3/ D �1;
7. y.nC 4/C 8y.nC 2/C 16y.n/ D 0, y.1/ D 0, y.2/ D �8, y.3/ D 0, y.4/ D 64;
8. y.nC 3/ � y.nC 2/C 9y.nC 1/ � 9y.n/ D 0, y.1/ D 1, y.2/ D 0, y.3/ D 0;
9. y.nC 4/C 3y.nC 3/C 3y.nC 2/C 3y.nC 1/C 2y.n/ D 0, y.1/ D 10, y.2/ D �10, y.3/ D 0, y.4/ D 0;
10. y.nC 4/ � 81y.n/ D 0, y.1/ D 3, y.2/ D 9, y.3/ D 27, y.4/ D 81;

11. y.nC 2/ � y.n/ D n;
12. y.nC 2/ � 2y.nC 1/C 2y.n/ D cos �

2
n;

13. y.nC 3/ � y.nC 2/C 2y.n/ D n2n;
14. y.nC 3/ � y.nC 2/ � 2y.nC 1/C 2y.n/ D nC 2n;
15. 8y.nC 3/C y.n/ D 3nC 1

2n
;

16. y.nC 2/ � 3y.nC 1/C 2y.n/ D n2, y.1/ D 3, y.2/ D 2;
17. y.nC 2/ � y.n/ D 17, y.1/ D y.2/ D 0;
18. y.nC 4/ � y.n/ D sin �

4
n;

19. y.nC 4/C y.n/ D sin �
4
n;

20. y.nC 2/ � y.nC 1/C y.n/ D sin �
3
n.

Výsledky:

1. aC b2n, a; b 2 R, 2. 1p
5

�
1C
p
5

2

�n
�

1p
5

�
1�
p
5

2

�n
, 3. a.�2/nC bn.�2/n, a; b 2 R, 4. �5

4
� .�1/nC

1
4
� 3n, 5. a.

p
3/n cos �

2
nC b.

p
3/n sin �

2
nC cn.

p
3/n cos �

2
nC dn.

p
3/n sin �

2
n, a; b; c; d 2 R, 6. .�1/n,

7. n2n cos �
2
n, 8. 27

30
C

1
10
�3n cos �

2
nC 1

30
�3n sin �

2
n, 9. 5 cos �

2
nC5 sin �

2
n�5.�1/n, 10. 3n (lze uhádnout

a dokázat), 11. �1
2
nC 1

4
n2CaC b.�1/n, 12. 1

5
cos �

2
n� 2

5
sin �

2
nCa.

p
2/n cos �

4
nC b.

p
2/n sin �

4
n, a; b 2 R,

13. �4
9
�2nC 1

6
n2nCa.�1/nCb.

p
2/n cos �

4
nCc.

p
2/n sin �

4
n, a; b; c 2 R, 14. �1

2
n2� 3

2
nC 1

2
�2nCaCb.

p
2/nC

c.�
p
2/n, a; b; c 2 R, 15. 1

3
n � 8

9
C

1
2

�
1
2

�n
C a

�
�
1
2

�n
C b

�
1
2

�n cos �
3
nC c

�
1
2

�n sin �
3
n, a; b; c 2 R,

16. �1
3
n3� 1

2
n2� 13

6
nC1C 5

2
�2n, 17. 17

2
n� 51

4
�
17
4
.�1/n, 18. �1

2
sin �

4
nCaCb.�1/nC c cos �

2
nCd sin �

2
n,

a; b; c; d 2 R, 19. �1
4
n sin �

4
nC a cos �

4
nC b sin �

4
nC c cos 3�

4
nC d sin 3�

4
n, a; b; c; d 2 R,

20. �
�p

3
6

cos �
3
nC 1

2
sin �

3
n
�
nC a cos �

3
nC b sin �

3
n, a; b 2 R.
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2. KONVERGENCE INTEGRÁLŮ

Vyšetřete konvergenci následujících integrálů (˛; ˇ;  2 R):

1.
Z C1
1

x17 C 36

x18 C 51x7 C 5
dx; 2.

Z C1
1

x20e�x
2

dx; 3.
Z 1

0

sin x
x

dx; 4.
Z 1

0

log x dx; 5.
Z 1

0

1 � sin x
x

dx;

6.
Z C1
1

arctg x
x

dx; 7.
Z �

2

0

sin˛ x dx; 8.
Z �

0

sin˛ x dx; 9.
Z �

0

1
p
1 � cos x

dx; 10.
Z C1
0

x˛ arctgˇ x dx;

11.
Z 2

1

dx
x log x

; 12.
Z 2

1

log.1C x/
x

dx; 13.
Z 1

0

log x
1 � x2

dx; 14.
Z C1
0

log x
1C x2

dx; 15.
Z C1
7

log.1C x/
x
p
x

dx;

16.
Z C1
0

1
p
x log.1C ex/

dx; 17.
Z 1

0

x˛.1 � x/ˇ dx; 18.
Z C1
0

x˛e�
p
x dx; 19.

Z C1
2

1

x˛ logˇ x
dx;

20.
Z C1
0

x˛
p
1C x

dx; 21.
Z 1

0

jlog xj˛
p
1 � x

dx; 22.
Z C1
0

x � sin x
x˛

dx; 23.
Z C1
1

1p
.x4 � 1/ arccotg x

dx;

24.
Z �

2

0

sin˛ x cosˇ x dx; 25.
Z �

2

0

sin˛ x cosˇ x.1 � cos x/ dx; 26.
Z C1
0

1

x˛ C xˇ
dx; 27.

Z C1
0

x˛

1C xˇ
dx;

28.
Z �

2

0

tg˛ x � log cos x dx; 29.
Z 1

0

arccos x
log˛ 1

x

dx:

Návody: 4. výpočet 5. rozdíl integrálů 14. růstová škála 19. pro ˛ D 1 substituce 21. log 1
y
D � logy 22. Taylor

23. limx!C1
arccotgx
x˛

spočteme substitucí x D cotgy 29. limx!1�
arccosx
.1�x/ˇ

spočteme substitucí x D cosy

Výsledky: 1. D 2. K 3. K 4. K 5. D 6. D 7. K, ˛ > �1 8. K, ˛ > �1 9. D 10. K, ˛ < �1 < ˛ C ˇ

11. D 12. K 13. K 14. K 15. K 16. K 17. K, ˛ > �1, ˇ > �1 18. K, ˛ > �1 19. K, ˛ > 1 nebo ˛ D 1

a ˇ > 1 20. K,�1 < ˛ < �1
2

21. K, ˛ > �1
2

22. K, 2 < ˛ < 4 23. K 24. K, ˛ > �1, ˇ > �1 25. K,
ˇ > �1, ˛ C 2 > �1 26. K, maxf˛; ˇg > 1, minf˛; ˇg < 1 27. K, 0 < ˛ C 1 < ˇ 28. K,�3 < ˛ < 1 29. K
, ˛ < 3

2

2



3. KVALITATIVNÍ ANALÝZA AUTONOMNÍCH ROVNIC

Popište průběh a načrtněte graf maximálních řešení rovnice:
1. y0 D y2,
2. y0 D y2 C 1,
3. y0 D siny,
4. y0 D y2 � 1,
5. y0 D

p
1 � y2,

6. y0 D jyj,
7. y0 D .y C 1/

p
1 � y,

8. y0 D siny
y

.
Další viz úlohy O. Kalendy.

Výsledky:
1. Stacionární řešení y D 0. Řešení s hodnotami v .�1; 0/ jsou rostoucí a jsou definována na .A;C1/, A 2 R. Řešení
s hodnotami v .0;C1/ jsou rostoucí a jsou definována na .�1; B/, B 2 R.
2. Řešení jsou rostoucí a jsou definována na omezených intervalech.
3. Stacionární řešení y D k� , k 2 Z. Řešení s hodnotami v .2k�; 2k� C �/ jsou rostoucí a jsou definována na R. Řešení
s hodnotami v .2k� C �; 2k� C 2�/ jsou klesající a jsou definována na R.
4. Stacionární řešení y D ˙1. Řešení s hodnotami v .�1;�1/ jsou rostoucí a jsou definována na .A;C1/, A 2 R. Řešení
s hodnotami v .�1; 1/ jsou klesající a jsou definována na R. Řešení s hodnotami v .1;C1/ jsou rostoucí a jsou definována
na .�1; B/, B 2 R.
5. Stacionární řešení y D ˙1. Řešení s hodnotami v .�1; 1/ jsou rostoucí a jsou definována na omezených intervalech. Lze
lepit.
6. Stacionární řešení y D 0. Řešení s hodnotami v .�1; 0/ jsou rostoucí a jsou definována na R. Řešení s hodnotami v .0;C1/
jsou rostoucí a jsou definována na R.
7. Stacionární řešení y D ˙1. Řešení s hodnotami v .�1;�1/ jsou klesající a jsou definována na .�1; B/, B 2 R. Řešení
s hodnotami v .�1; 1/ jsou rostoucí a jsou definována na .�1; B/, B 2 R; lze lepit na y D 1.
8. Stacionární řešení y D k� , k 2 Z n f0g. Řešení s hodnotami v .2k�; 2k�C�/, k � 1 a .2k�C�; 2k�C 2�/, k � �2 jsou
rostoucí a jsou definována na R. Řešení s hodnotami v .2k� C �; 2k� C 2�/, k � 0 a .2k�; 2k� C �/, k � �1 jsou klesající
a jsou definována na R. Řešení s hodnotami v .0; �/ jsou rostoucí a jsou definována na .A;C1/, A 2 R. Řešení s hodnotami
v .��; 0/ jsou rostoucí a jsou definována na .�1; B/, B 2 R.
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4. LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY

Najděte všechna řešení diferenciálních rovnic:
1. y00 C 4y0 C 4y D 0,
2. y00 � 3y0 C 2y D 0,
3. y00 � 6y0 C 13y D 0,
4. y.4/ C 6y00 C 9y D 0;

5. y00 � 2y0 � 3y D e4x ,
6. y00 � 2y0 C 5y D cos x,
7. 7y00 � y0 D 14x,
8. y000 C y00 D x,
9. y00 C 3y0 D 3xe�3x ,
10. y00 C y D 4x cos x,
11. y000 � y00 � 2y0 D e2x C x3 C 3x2 C 1,
12. y00 C 3y0 C 2y D sin x C sin 2x,
13. 4y000 C y0 D 3ex C 2 sin x

2
;

14. y00 � y D ex�e�x

exCe�x ,
15. y00 � 2y0 C y D ex

x2CxC1
,

16. y00 C y D tg x,
17. y00 � 2y0 C y D exp

4�x2
,

18. y00 � 3y0 C 2y D e2xp
1�e2x

.

Výsledky:
1. ae�2x C bxe�2x , x 2 R, a; b 2 R, 2. aex C be2x , x 2 R, a; b 2 R, 3. e3x.a cos 2x C b sin 2x/, x 2 R,
a; b 2 R, 4. a cos

p
3xC b sin

p
3xC cx cos

p
3xC dx sin

p
3x, x 2 R, a; b; c; d 2 R, 5. 1

5
e4x C ae�x C be3x ,

x 2 R, a; b 2 R, 6. 1
5

cos x � 1
10

sin x C ex.a cos 2x C b sin 2x/, x 2 R, a; b 2 R, 7. �7x2 � 98x C aC be
x
7 ,

x 2 R, a; b 2 R, 8. 1
6
x3� 1

2
x2CaCbxCce�x , x 2 R, a; b; c 2 R, 9. �e�3x

�
1
2
x2C 1

3
xC 1

9

�
CaCbe�3x , x 2 R,

a; b 2 R, 10. x2 sin xC x cos xC a cos xC b sin x, x 2 R, a; b 2 R, 11. 1
6
xe2x � 1

8
x4 � 1

4
x3 � 3

8
x2 � 7

8
xC aC

be�x C ce2x , x 2 R, a; b; c 2 R, 12. � 1
20

sin 2x� 3
20

cos 2x� 3
10

cos xC 1
10

sin xC ae�x C be�2x , x 2 R, a; b 2 R,
13. 3

5
ex�x sin x

2
CaCb cos x

2
Cc sin x

2
, x 2 R, a; b; c 2 R, 14. .exCe�x/ arctg exCaexCbe�x , x 2 R, a; b 2 R,

15. ex
�
2xC1p
3

arctg 2xC1p
3
�
1
2

log.x2C xC 1/C aC bx
�

, x 2 R, a; b 2 R, 16. � cos x log 1Csinx
jcosxj C a cos xC b sin x,

x 2 .��
2
C k�; �

2
C k�/, k 2 Z, a; b 2 R, 17. ex

�p
4 � x2 C x arcsin x

2
C aC bx

�
, x 2 .�2; 2/, a; b 2 R,

18. ex arccos ex C e2x
�
x � log

�
1C
p
1 � e2x

��
C aex C be2x , x 2 .�1; 0/, a; b 2 R.
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