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1 arcsin 2 1o 1
lim log(e® + x* —logx) - arcsin ————— = lim —XHEX i log|le* |1+ T oes =
x—+00 x+logx  x—>+too m x—+00 ex ex x + logx
loge* +log (1+ 2 — %) T+ tlog(14+ 5 -185) 1400
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Argument funkce log md limitu +o0o a dominantni je v ném Clen e*, vytkneme jej tedy. Ddle limita argumentu funkce arcsin
je dle aritmetiky limit rovna 0, takZe funkce arcsin se zbavime pouZitim zndmé limity lin}) @ = 1. Pro prvni rovnost déle
y—>

. 1
.. . . .. v . , o . arcsin yriooy
pouzijeme aritmetiku limit. Pro druhou rovnost pouZijeme vzorec pro logaritmus a ddle fakt, Ze lim xtleX — | podle

x—>—+00 X+logx

plati g(x) # 0 pro x € R, a tedy je splnéna podminka (P).

véty o limit¢ sloZené funkce, kde pro vnitini funkci g(x) = 5 +11ng

.1 2 . . o s .o 2
Protoze lim 2 =0a lim X = 0 podle ristové 3kdly, plati lim 14 % — €* —
x—>+o0 ¢ x—>+o00 ¢ x—+00 € e*

= 1 dle aritmetiky limit. Podle véty o

l‘iix ) log 1 = 0, pficemZ je splnéna podminka (S), nebot’ vnéjsi funkce log je

limit€ sloZené funkce tedy lim log (1 + 75—
X—>+00

spojitd v bodé 1. Odtud vidime, Ze limita Citatele i jmenovatele v prvnim zlomku ve druhém fddku vypoctu je rovna +oo, pfi¢emz
dominantni ¢len je v obou pfipadech x. Po vydé€leni dominantnim ¢lenem tedy jiZ mizeme pouZit aritmetiku limit a obdrZime
vysledek.

2) Plati hm (cotg x)'e2¥ = = lim exp(tg 2x - log cotg x). Pocitejme tedy nejprve limitu argumentu funkce exp:
- x—>7

cosx
=1-1- lim 2 =

X . logcotgx . cotgx —1
logcotgx = hm sin2x - lim - lim

lim tg2x -logcotgx = lim

x—>Z x—Z COS2X x—Z x—Z cotgx —1 x—>Z cos2x x—>Z COSs2x
. 1 cosx —sinx 1 Cos X — sinx 1 1
= lim — = lim >— = lim =1.
x—>Z sinx  cos2x x—Z sinx 0052 x—sin“x  x—>Zsinx " cos x + sin x

Ze spojitosti funkcf sin(2x) a cotg x v bodé 7 dostdvame limx_)% sin2x =1a limx_,% cotg x = 1. Vyraz sin 2x mtizeme tedy

z nasi limity zkusit odstranit pomocfi aritmetiky limit a ddle vidime, Ze nds zajima chovéni funkce log v okoli 1. Logaritmus tedy
zkusime odstranit pomoci zndme limity hm1 lyog{ = 1. ProtoZe funkce g(x) = cotg x je klesajici na intervalu (0, ), véta o limité
y—

sloZené funkce s podminkou (P), kde vnitfni funkce je g, ndm dava lin}r logcolgX _ 1, Posledni rovnost ve vypoctu pak plyne z
X—> T

7 cotgx—1

toho, Ze funkce - - m je spojitd v bodé 7 dle aritmetiky spojitych funkci, a mizeme tedy dosadit.

Vyslednd limita je tedy lim,_, z exp(tg 2x - logcotg x) = exp(l) = e, pfi€emZ vyuZivdme vétu o limité sloZené funkce s
podminkou (S), nebot’ funkce exp je spojitd v bodé 1.

3)
1 —cosx-+/cos3x ! arcsin 2x - sin 3x 2x 3x 1 —cosx + cosx —cosx -+/cos3x
im = lim . . . =
x—0 arctg(arcsin2x - sin3x)  x—0 arctg(arcsin2x - sin3x) arcsin2x sin3x 6x2
1(1-— 1 — /cos3 1 1 1— 3
=1-1-1-1im - ﬂ—l—cosx& =—|=-4+1-Im — o8 X
x>0 x2 x2 6 x>0 xz(l + +/cos 3x)
1 +11, 9 . 1 —cos3x 1 +1 9 1 11
= — + — lim - lim = —4+—--=-= = —.
12 6 x—0 1 —+ A /COS 3_x x—0 (3x)2 12 6 2 2 24

Funkce x +— arcsin2x - sin 3x je spojité v 0, a proto limy_,¢ arcsin 2x - sin 3x = 0. Zajim4 nés tedy chovani arctg na okoli 0 a

arcsin 2x-sin 3x _
midZeme vyuZit zndmou limitu III% gy = 1. ProtoZe arcsin 2x - sin3x # 0 pro x € P(0, 1), plati ll_r)n Frota(arcsin 2x-sin 3%) = 1
dle véty o limité sloZené funkce s podminkou (P). Déle lim —2*— = [ a lim 2%~ = 1 (pouZivdme linedrni substituci ve
x—>( arcsin 2x x—>0 Sin 3x

zndmych limitach a aritmetiku limit). Druhd rovnost ve vypoctu tak plyne z aritmetiky limit. Pro tfeti rovnost pouzivime opét
aritmetiku limit a dale spojitost funkce cos v 0 a vzorec pro rozdil odmocnin. Ctvrta rovnost plati diky aritmetice limit. Konecné v
paté rovnosti vyuzijeme spojitost funkce x — H_\/% v 0 a déle vétu o limité sloZené funkce (linedrn{ substituce g(x) = 3x).
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4) Spoctéte hm f(x), kde f(x) = arccos x0-3x+2

x40—2x+1"
Maidme
o X032 L A D® 34D+ f%(“’)y"—sy—l_
+ 21 x40 2x+1  y=0(y+ D0 -2y +1)+1 y—>OZ ()i—2y—1_
St (PP +5Ty 2502(6°)"+57 57 _3

= i = lim T3
y0 I (30) i 3gy 0 90 (#0) sl {38 38 2

pricemz prvni rovnost plyne z véty o limité sloZzené funkce (afinni substituce y = x — 1) a pfedposledni rovnost ze spojitosti
ptislusné raciondlni funkce v 0. Podle definice limity tedy existuje prstencové okoli bodu 1 takové, Ze na ném plati ﬁjﬁif > 1.
Defini¢ni obor funkce arccos je oviem (—1, 1). Proto funkce f nenf definovdna na Zddném prstencovém okoli bodu 1, nem4 tedy

smysl pocitat lim1 f(x).
x—

5)

sin(Z -2 t
hm tg2x - tg(z—x> = 11mtg(——2y> tgy = lim Mﬂ
x> y—=0 y=o0cos(Z—2y) y—0

Zajima nés chovani elementdrnich funkci na okolf 0, zd4 se tedy vyhodné prevést limitu na limitu v 0. To provedeme pomoci véty
o limité sloZené funkce (afinni substituce y = 7 — x). Ve zbytku vypoctu pouZijeme vzorce pro goniometrické funkce a na zaveér
aritmetiku limit, spojitost funkce y + sin(5 — y) a linedrni substituci z = 2y.

x x3+l
6) Plati lin}) (Zem - 1) ro= hrr}) exp(x *1]og(2e T — 1)) Pocitejme tedy nejprve limitu argumentu funkce exp:
x—> x—>
3.1 2e T _ 1 T — ] o1 2
lim T log (e — 1) = lim (x* + 1) - log(2e- ) lim 2 =1-1-lim ———. - 2.
x—0 x—>0 DexF+T —2 x—0 X x—0 1 x+1
Funkce x +> 2e¥FT — | je spojitd v 0, po dosazeni tedy obdrzime limy_¢ 2T+ — 1 = 1. Odtud vidime, Ze nés zajima

log y

chovani funkce log v okoli 1. Logaritmus tedy zkusime odstranit pomoci zndme limity hm = 1. Snadno spocteme, Ze

pro g(x) = 2ex T — 1 plati g(x) = 1 pouze pro x = 0. Véta o limité€ slozené funkce s podmlnkou (P), kde vnitin{ funkce je

X
log(2e X+T —1
g, nam tak ddva lim logQ2e x¥1—1)
X—0 2¢¥FT o

spojitosti funkce x + x3 + 1. Posledn{ rovnost plyne z aritmetiky limit, spojitosti funkce x +

= 1. Prvni rovnost ve vypoctu vySe plyne z aritmetiky limit a druhd z prave feceného a ze

x +1 v 0 a kone¢né ze zndmé limity

. y_ . 2 v . v ~ z z )
limy 0 % = 1 zkombinované s vétou o limité sloZené funkce s podminkou (P), nebot’ vnitini funkce x + x_+1 jerovna 0
pouze pro x = 0.

Vyslednd limita je tedy limy—¢ (Ze X+ — 1) T = exp(2) = e?, pii¢emz vyuzivame vétu o limité sloZené funkce s

podminkou (S), nebot’ funkce exp je spojitd v bodé 2.

7
arccotg —%— - arccotg L
lim St = = +o0
X—>+00 arcsin” o

2

Plati lim - =0a lim lim 2 = lim L_ — [ podle aritmetiky limit a véty o limit& sloZené funkce
x—>4o0 ¥ x—+00 «/1+x x—>+oo 1+x2 Y00 X%'“ p y y
s podminkou (S), nebot’ vnéjsi funkce y +— /¥ je spojitd v 1. ProtoZe funkce arccotg je spopta v0Oivl, muzeme opét pouZzit vétu o
limité sloZené funkce s podminkou (S) a dostaneme Em arccotg ﬁ =arccotgl = T a 11rJIrl arccotg + = arccotg0 = 7.
Podle aritmetiky limit je tedy limita Citatele rovna ? > 0. Ze spojitosti funkce arcsin? v 0 dostaneme  lim arcsm2 = =0 (véta
X—>+00

o limité sloZené funkce s podminkou (S)). ProtoZe arcsin® ; > 0 pro x > 1, miZzeme vyslednou limitu spocitat pomoci tvrzeni
,»A lomeno kladnd nula“.



o0
8) V zdvislosti na parametru p € R vySetfete konvergenci fady ) a,, kde a, = (log " Jrl) («/n +1—./n )
n=2

Protoze 2= +1 < 1 for v§echna n € N, jsou ¢leny fady zdporné. Budeme tedy vySetfovat fadu ) .- , —a, s kladnymi Eleny. Plati

—a, = (log ntl ) («/n +1—./n ) Abychom zjistili, jak jsou Cleny fady pfiblizné velké, provedeme ndsledujici heuristickou

uvahu: lim "+11 =1, tedy nas Zajlma chovani funkce log na okoli 1. Tam lze ovSem vyraz log y priblizné nahradit vyrazem y — 1,

tedy v naSem pii ade -1 = Clnltel lo L se tedy chov4 piiblizné jako L. Déle plati (v/n + 1—/n P — e —
y pifp g iy setedy p jako plati ( V) (VaTi+yvn)”

pfi¢em? ve vyrazu v zavorce ve jmenovateli je dominantni ¢len /7. Cinitel («/n +1—4/n ) se tedy chovd pfiblizné jako n,,%

1 _
Nynfi jiZ vidime, Ze nasi fadu md smysl srovnévat s fadou Y o> , by, kde b, = ; . =

np/2 np/2+1
—a, . logit («/n +1-vn)?  log(l+ %) np/2
= lim = lim

x w " (Vi 1+n)
log(1 4+ -2 p log(1 4+ -2 r
lim og( +"_1)-lim( v ) = lim M lm(;) =
x—>400 1+ +1

lim

n

1 n+1+Jn 1
log(1 + -2 2 1 i 1
= lim M- lim —= -lim( ) =1-2-—€(0.+00),
x—+00 = x—4oox — 1 l-i-%-l—l 2

pri¢emz tfeti rovnost plyne z aritmetiky limit, ¢tvrta rovnost z Heineovy véty pro posloupnost x, = n, patd rovnost z aritmetiky
limit a Sestd rovnost jednak z véty o limité sloZené funkce s podminkou (P), nebot’ vnitini funkce x — % je nenulovd, a jednak

p
. v el s . 1 RN el , . 1
z Heineovy véty pouZité na funkci x — <m) , jeZ je spojitd na intervalu (—1, +-00), a posloupnost x, = ;.
Podle limitniho srovndvactho kritéria tedy fada > .. , —a, (a tim padem i fada Y .- , a,) konverguje, pravé kdyZ konverguje
fada > o, n,,/++1, coz nastane, pravé kdyZ p/2 + 1 > 1 neboli p > 0. (Uvédomme si, Ze pfechod k fad& Y - , —a, jsme

provedli pravé kvili tomu, abychom mohli pouZit limitni srovnavaci kritérium, které 1ze pouZit pouze pro fady s nezdpornymi
Cleny.)

1+sin 1 —cos L 1

] 1
9) Vysetiete konvergenci fady > an,kdea, = ——4—% -+ - \/tg %
n=1 n

l+sin 7 —cos5; 7

ProtoZe tg x se na okoli nuly chov4 pfiblizné jako x, Cinitel tg L se chovi pfiblizné jako -1 Tn Dale se na okolf nuly sin x

1+4sin x—cos x

chovd jako x a 1 — cos x jako %xz. Zda se tedy, Ze vyraz Thsin(x)—cos(an) S€ U nuly chova podobné jako vyraz m, tedy
ma v nule kone¢nou nenulovou limitu. Vskutku,
lim 1 +sinx —cosx — lim Sme-i-l_;—gsxx 1+%- _1 0
x—=0 1 + sin(2x) — cos(2x)  x—0 2% + %ﬁ’”% 24+1.0 2

pricemZ ve druhé rovnosti jsme pouzili aritmetiku limit a téz vétu o limité sloZené funkce pro linedrni substituci g(x) = 2x.
Z tohoto rozboru plyne, Ze naSe fada mé (urcité pro velkd n) kladné Eleny a md smysl ji srovndvat s fadou > .o, by, kde

1.1 _ 1.
bn =5 = w2
an l1+sind—cosi % tg,l, 1 . tgl 1
lim — = lim - g ;-hm ; = —-.lim 1" = = € (0, +00),
n 1 +sin £ —cos £ 72 2 u 2

kde prvni rovnost plyne z aritmetiky limit, druhd rovnost z Heineovy véty pouZité na (1) a posloupnost x, = %, a posledni
rovnost plyne z Heineovy véty pouZité na limy_¢ thx = 1 a posloupnost x, = }L, a dale z tvrzeni o limité druhé odmocniny z
posloupnosti.

Podle limitnfho srovndvaciho kritéria tedy fada Y .- ; a, konverguje, pravé kdyz konverguje fada > o, ’13%, coZ je konver-
gentni fada. Rada ze zadani tedy konverguje.

00 nal
10) Vysettete konvergenci fady ) a,, kde a, = * Sl

A=l (n+1)"
1 2
ﬁ. Dile lim(1 + nlz)" = e, nebot’ jde o posloupnost vybranou z {(1 + 1)"}. Z definice limity tedy plyne
l+n7

2
existence ng € N takového, Ze pron > ng plati 1 < (1 + L)n <4atedyil < (1 + L)n < {/4. Limita obou odhadﬁje ovsem 1,

—— = 1. Podl
(1+n12) odle

Plati a,, =

takZe podle véty o dvou policajtech i 1im(l + nl ) = 1. Konecné, z aritmetiky limit obdrzime lima, = lim ——

nutné podminky konvergence tedy fada ze zadani nekonverguje.
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