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Motivace

Uvažujme rozděleńı s parametry µ, σ2, kde σ2 je rušivý parametr.

Pak neexistuj́ı metody pro konstrukci intervalového odhadu parametru
dané délky a spolehlivosti či testovańı pro p̌redem zvolenou śılu a
spolehlivost p̌ri pevně daném rozsahu, které by nezávisely na rušivém
parametru.

Řešeńım jsou dvoustupňové a v́ıcestupňové odhady - umožuj́ı nám
sestrojit interval spolehlivosti pro µ o p̌redem dané spolehlivosti a
délce bez vlivu σ2.
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Neexistence odhadu pro pevně daný rozsah výběru

Necht’ (Y1, . . . ,Yn)T = Y daný výběr s pevným počtem pozorováńı ze
sdruženého rozděleńı, které je dané hustotou

σ−nf

(
y1 − µ
σ

, . . . ,
yn − µ
σ

)
= σ−nf (σ−1(y − µ1)),

y = (y1, . . . , yn)T, 1 = (1, . . . , 1)T,

kde 0 < σ <∞ a −∞ < µ <∞.

Dále p̌redpokládejme f (x) spojitá pro x ∈ Rn. Pak, pro ∀ µ1 6= µ2,
když σ →∞ plat́ı

sup
E

∣∣∣∫
E
σ−nf (σ−1(y − µ11))dy1 . . . dyn−∫

E
σ−nf (σ−1(y − µ21))dy1 . . . dyn

∣∣∣ −→ 0, (1)

kde E ⊂ Rn je mě̌ritelná.
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Neexistence konfidenčńı množiny

Předpokládejme, že µ a σ jsou neznámé. Pokud by konfidenčńı
interval S(y) ⊂ R pro µ s pevně danou délkou a pokryt́ım bylo možné
naj́ıt, pak pro pevné 0 < 1− α < 1, 0 < d <∞ plat́ı

P(µ ∈ S(Y)|µ, σ) ≥ 1− α ∀µ, σ (2)

max. pr̊uměr S(y) < 2d ∀y ∈ Rn. (3)

Sporem lze ukázat, že neexistuje.
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Testováńı

H0 : µ = µ0 proti H1 : µ = µ1

Pak je možné naj́ıt kritickou funkci φ(Y ) takovou, že

Eµ0,σφ(Y ) = α Eµ1,σφ(Y ) = β,

0 < α, β < 1 a pro každé pevně zvolené σ, když Eσ ⊂ Rn je kritický obor,
který určuje nejsilněǰśı test hypotezy H0 proti H1, pak

β ≤ P(Y ∈ Eσ|µ1, σ) a P(Y ∈ Eσ|µ0, σ) = α ∀σ,

P(Y ∈ Eσ|µ1, σ) −→ α pro σ −→∞.

Pak α ≥ β, pokud bereme β jako hladinu pro test H1 proti H0 dostáváme
β ≥ α, tedy α = β.
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Dvoustupňový odhad sťredńı hodnoty

Y1,Y2, . . . je i.i.d. posloupnost z N (µ, σ2), kde µ a σ2 jsou neznámé
parametry.

Zaj́ımá nás odhad µ.

Intervalový odhad pro µ

Intervalový odhad s p̌redem danou spolehlivost́ı 1− α a délkou d .

Zač́ınáme s rozsahem výběru n0 > 2, a dále uvažujeme p̌redem
zvolené z > 0.

6



Intervalový odhad - Stein‘s first procedure

STAGE 1

Vezmi pilotńı výběr o rozsahu n0, Y1, . . . ,Yn0 .

Spočti výběrový pr̊uměr Y 0 = 1
n0

∑n0
i=1 Yi a nevychýlený odhad s2

0

(s2
0 > 0) pro σ2 s n0 − 1 = ν0 stupni volnosti.

Vezmi N takové, že

N = max(n0 + 1, bz−1s2
0c+ 1). (4)

Vyber 1 + N − n0 č́ısel a0, an0+1, . . . , aN splňuj́ıćıch

a0 +
N∑

k=n0+1

ak = 1, (5)

a2
0

n0
+

N∑
k=n0+1

a2
k = zs−2

0 . (6)

Uvažuj nějakou konvenci (nap̌r. an0+1 = · · · = aN) a urči hodnoty
a0, an0+1, . . . , aN pro pevné s2

0 .
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Intervalový odhad - Stein‘s first procedure

STAGE 2

Vezmi daľśı výběr Yn0+1, . . . ,YN o rozsahu N − n0.

Označ statistiku lN jako

lN = a0Y 0 +
N∑

k=n0+1

akYk . (7)

Pak lN |s2
0 ∼ N (µ, zσ2s−2

0 ).
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Intervalový odhad - Stein‘s first procedure

Věta

Pro lN definované pomoćı (4) - (7), z−1/2(lN − µ) má Studentovo t
rozděleńı s ν0 = n0 − 1 stupni volnosti.

P(−z1/2t1−α/2,ν0
< lN − µ < z1/2t1−α/2,ν0

) = 1− α,

označme d = z1/2t1−α/2,ν0
,

P(lN − d < µ < lN + d) = 1− α,

pro jakákoliv µ, σ2. Pak (lN − d , lN + d) je intervalový odhad µ o
spolehlivosti (1− α) s p̌redem zvolenou délkou.
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Intervalový odhad - Stein‘s second procedure

Zaručuje alespoň 95 % pokryt́ı nebo maximálńı délku intervalu 2d ,
nemáme už ale jistotu, že plat́ı oboj́ı zárověň jako v p̌ŕıpadě Stein‘s
first procedure.

STAGE 1

Vše prob́ıhá stejně jako v p̌ŕıpadě STAGE 1 pro Stein‘s first procedure.

Vezmi N takové, že

N = max(n0, bz−1s2
0c+ 1). (8)
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Intervalový odhad - Stein‘s second procedure

STAGE 2

Pokud N > n0, vezmi N − n0 dodatečných pozorovańı Yn0+1, . . . ,YN ,
pokud N = n0, ponechej.

Spočti

Y N =
1

N

n0Y 0 +
N∑

k=n0+1

Yk

 pro N > n0

= Y 0 pro N = n0. (9)

Pro dané s2
0 , N pevné

√
N(Y N − µ)/σ|s2

0 ∼ N (0, 1).
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Intervalový odhad - Stein‘s second procedure

Věta

Pro Y N definované pomoćı (8) - (9),
√
N(Y N − µ)/s0 má Studentovo t

rozděleńı s ν0 = n0 − 1 stupni volnosti.

P(Y N −
s0√
N
t1−α/2,ν0

< µ < Y N +
s0√
N
t1−α/2,ν0

) = 1− α, (10)

volme z tak, aby d = z1/2t1−α/2,ν0
,

pak d ≥ s0√
N
t1−α/2,ν0

.

Pak z (10) dostáváme intervalový odhad µ o spolehlivosti (1− α) a délkou
omezenou shora 2d . Alternativně, (Y N − d ,Y N + d) je interval odhad µ s
délkou 2d maj́ıćı alespoň (1− α) % pokryt́ı.
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Testováńı

Hypotézy

H0 : µ = µ0 proti H1 : µ > µ0 (H2 : µ 6= µ0)

Stein‘s first procedure

Testová statistika

t = z−1/2(lN − µ) ∼ tν0 za platnosti H0

H0 zaḿıtáme právě tehdy, když t > t1−α,ν0

Śıla testu nezáviśı na σ,

P(z−1/2(lN − µ) + z−1/2(µ− µ0) > t1−α,ν0),

= P(tν0 > t1−α,ν0 − z−1/2(µ− µ0)).

Chceme-li śılu věťśı než β pro µ > µ0 + δ, δ > 0, bereme z splňuj́ıćı

P(tν0 > t1−α,ν0 − z−1/2δ) = β.

13



Př́ıklad

dataset Hosi

H0 : µ = µ0 proti H1 : µ 6= µ0

Pr̊uměrná porodńı váha - µ, n - velikost výběru.
Předem voĺıme β - śıla testu pro |µ− µ0| > δ, hledáme N - počet
pozorovańı, co muśıme p̌ridat, aby test měl požadovanou śılu.

n = 50 n = 30

δ [g] N|β = 0.95 N|β = 0.99 N|β = 0.95 N|β = 0.99

50 1088 1583 1278 1865
100 235 359 297 444
150 77 132 116 181
200 22 53 52 89
250 0 16 23 46
350 0 0 0 9
500 0 0 0 0

Tabulka: Počty pozorováńı, které je ťreba p̌ridat k výběru o velikosti n pro
dosažeńı požadované śıly testu.
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Testováńı

Stein‘s second procedure

Testová statistika

t∗ =
√
N(Y N − µ)/s0 ∼ tν0 za platnosti H0

H zaḿıtáme právě tehdy, když t∗ > t1−α,ν0

Śıla testu

P(
√
N(Y N − µ)s−1

0 > t1−α,ν0 −
√
N(µ− µ0)s−1

0 |µ, σ),

> P(
√
N(Y N − µ)s−1

0 > t1−α,ν0 − z−1/2(µ− µ0)),

= P(tν0 > t1−α,ν0 − z−1/2(µ− µ0)).

Stejně jako v minulém p̌ŕıpadě śıla testu bude věťśı než β pro vhodně
zvolené z a nebude záviset na σ.
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Bodový odhad

Uvažujme ztrátovou funkci W (|a− µ|), která je neklesaj́ıćı na [0,∞) s
W (0) = 0 a W (∞) ≤ ∞ a EW (c |tν0 |) existuje pro vhodně zvolené ν0 pro
∀c > 0.

lN použijeme jako odhad µ

Eν,σ2W (|lN − µ|) = EW (z1/2|tν0 |) =

∫ ∞
−∞

W (z1/2|x |)fν0(x)dx ,

z vlastnost́ı ztrátové funkce a p̌redchoźıho plyne ∀w ∈ [0,W (∞))
můžeme naj́ıt z tak, že Eν,σ2W (|lN − µ|) = w .

Y N bodový odhad µ

Eν,σ2W (|Y N − µ|) ≤ Eν,σ2W (z1/2N1/2s−1
0 |Y N − µ|) = EW (z1/2|tν0 |).
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Sťredńı hodnota velikosti výběru N

Uvažujme Stein‘s second procedure, kde N = max(n0, bz−1s2
0c+ 1),

ν0s2
0

σ2 ∼ χ2
ν0

Eσ2(N) = n0P(z−1s2
0 ≤ n0|σ2) +

∞∑
n0

(n + 1)P(n < z−1s2
0 ≤ n + 1|σ2),

= n0P(χ2
ν0
≤ ν0zσ

−2n0),

+
∞∑
n0

(n + 1)P(nν0zσ
−2 < χ2

ν0
≤ (n + 1)ν0zσ

−2).

Pro n0 a zσ−2 malé dostáváme Eσ2(N) ' z−1σ2.
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