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Motivace

I X1,X2, . . . ,Xn iid
=⇒ E[

∑n
i=1 Xi ] = n · EX1, var [

∑n
i=1 Xi ] = n · EX1,

I pokud počet sčítaných náhodných veličin je náhodný, bude platit něco
podobného

I sekvenční analýza (připomenutí):
I H0 přijmeme, pokud

∏n
i=1

f1(Xi )
f0(Xi ) ≤ B,

H0 zamítneme, pokud
∏n

i=1
f1(Xi )
f0(Xi ) ≥ A =⇒

I počet pozorování je náhodná veličina:

N := min{n ∈ N :
n∏

i=1

f1(Xi)
f0(Xi)

/∈ (B,A)}

I Wald: jaký je střední počet pozorování, která budeme potřebovat?
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Terminologie z teorie pravděpodobnosti

Podmíněná střední hodnota
I předpokládáme: X ∈ L1(Ω,A,P) reálná, F ∈ A,
I podm. stř. hodnota = zobrazení E[X |F ] ∈ L1(Ω,F ,P �F ) splňující:∫

F
XdP =

∫
F
E[X |F ]dP�F , ∀F ∈ F .

I vlastnosti: jednoznačnos sj., linearita, monotonie, „XF-měřitelná
=⇒ E[X |F ] =sj X “, vztah s nezávislostí...
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Terminologie z teorie pravděpodobnosti (pokr.)

Markovský čas
I předpokládáme: filtrace {Fn}∞n=1 (tj. Fn ⊆ Fn+1 ⊆ · · · ⊆ A),
I markovský čas = zobrazení T : Ω → N ∪ {∞} splňující

[T ≤ n] ∈ Fn, n ∈ N.

Martingal
I předpokládáme: filtrace {Fn}∞n=1,
I Fn-martingal = náh. posloupnost Xn ∈ L1(Ω,A,P), která je
Fn-adaptovaná (tj. σ(X1, . . . ,Xn) ⊆ Fn) a E[Xn+1|Fn] =sj Xn, n ∈ N.
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Náhodná procházka

Sn :=
∑n

i=1 Xi , kde X1, . . . ,Xn iid

Vlastnosti:
I 4 možné scénáře:

(1) P(Sn = 0) = 1,∀n ∈ N,
(2) Sn →

sj ∞, n→∞,
(3) Sn →

sj −∞, n→∞,
(4) lim supn→∞ Sn =∞ a lim infn→∞ Sn = −∞.

I netriviální (tj. P(Xi 6= 0) > 0) =⇒
TB := min{n ∈ N : Sn /∈ B omez. borel.} je konečný sj.

I netriviální =⇒ ∀r ∈ N : ET r
B <∞.



6

Příklad (náh. procházka, markovský čas)

I SSRW: Xi ∼ R{−1; 1},
I Ta := min{n ∈ N : Sn = a}, a ∈ Z.

Potom Ta <∞ sj.
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Náhodná procházka v sekvenční analýze

N := min{n ∈ N :
∏n

i=1
f1(Xi )
f0(Xi ) /∈ (B,A)}

I Yi := log f1(Xi )
f0(Xi ) jsou iid =⇒ Sn :=

∑n
i=1 Yi je náhodná procházka,

I N := min{n ∈ N :
∑n

i=1 Yi /∈ (log B, log A)} je markovský čas
(vzhledem k filtraci σ(Y1, . . . ,Yn)),

I N <∞ sj., dokonce ENr <∞, r ∈ N.
I EN =??? =⇒ Waldovy rovnosti!
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„Optional sampling“

I pro {Xn}∞n=1 náh. posl. a T markovský čas:

XT (ω) :=
{

XT (ω)(ω), pokud T (ω) <∞
0, pokud T (ω) =∞,

I S ≤ T <∞ sj. markovské časy, {Xn}∞n=1 martingal =⇒
EXT = EXS?
Platí, pokud:

I XT ∈ L1,
I

∫
[T>n] |Xn|dP→ 0, n→∞.

Postačující podmínka:
I T ∈ L1,
I ∃c ∈ (0,∞) : [T > n] =⇒ E[|Xn+1 − Xn||Fn] ≤sj c.
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Waldovy rovnosti - základní verze

Věta
Předpokládáme: {Xn}∞n=1 iid, T ∈ L1 s hodnotami v N nezávislá
na {Xn}∞n=1.

(1) Pokud X1 ∈ L1, pak EST = EX1 · ET .
(2) Pokud EX1 = 0,X1 ∈ L2, pak var ST = EX 2

1 · ET .
(3) Pokud E exp (αX1) <∞ pro nějaké α, pak E[ exp (αST )

(E exp (αX1))T ] = 1.
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Waldovy rovnosti - obecná verze

Věta
Předpokládáme: {Xn}∞n=1 iid, T ∈ L1 markovský čas (vzhledem
k σ(X1, . . . ,Xn)).

(1) Waldova rovnost I: Pokud X1 ∈ L1, pak EST = EX1 · ET .
(2) Waldova rovnost II: Pokud EX1 = 0,X1 ∈ L2 a
∃c ∈ (0,∞) : [T > n] =⇒ |Sn| ≤

sj c, pak var ST = EX 2
1 · ET .

(3) Waldova fundamentální identita: Pokud 1 ≤ E exp (αX1) <∞
pro nějaké α a ∃c ∈ (0,∞) : [T > n] =⇒ |Sn| ≤

sj c, pak
E[ exp (αST )

(E exp (αX1))T ] = 1.
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Příklad (Waldovy rovnosti)

I Xi ∼ R{−1; 1} iid,
I T := min{n ∈ N : Sn /∈ (b, a)}, b < 0 < a.

Potom:
I EST = ET · EX1 = 0,
I ET = ES2

T
EX2

1
,

I E[ exp (αST )
(E exp (αX1))T ] = 1.
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Využití v sekvenční analýze

N := min{n ∈ N :
∑n

i=1 log f1(Xi )
f0(Xi ) /∈ (log B, log A)}

I odhad EN:
I pokud EY1 6= 0→ EN ≈ Ê SN

E Y1
,

I pokud EY1 = 0→ EN ≈ Ê S2
N

E Y 2
1
,

I aproximace chyb 1. a 2. druhu: výpočet E exp (αST ) → kdy je
E eαX1 = 1?
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Příklad (Waldovy rovnosti) 2

I Xi ∼ N(µ, σ2) iid,
I T ∈ L1 markovský čas {Xn}∞n=1.

Potom:

E etX = exp ( t2σ2

2 + tµ) = 1 ⇐⇒ (t = 0 nebo t = −2µ
σ2 ).
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Vlastnosti charakteristických funkcí

Věta
Nechť ϕ(t) = E etX <∞ pro t = ±b, b > 0. Potom:

(1) ∀t ∈ [−b, b] : ϕ(t) <∞,
(2) ϕ je spojitá na [−b, b] a C∞(−b, b),
(3) ϕ je konvexní na [−b, b], ϕ(r) je konvexní na (−b, b) ∀r ∈ N,
(4) E |X |r <∞, r ∈ N a EX r = ϕ(r)(0).
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Vlastnosti charakteristických funkcí 2

Věta
Nechť ϕ(t) = E etX < ∞, t ∈ R; P(X > 0) > 0 & P(X < 0) > 0. Potom
platí:

(1) pokud EX 6= 0, pak ∃!t0 6= 0 : ϕ(t0) = 1,
(2) pokud EX = 0, pak ϕ(t) = 1 pouze pro t = 0.


