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1. Životnost jedné žárovky má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 10 hodin. Jakmile
se jedna žárovka porouchá, nahrad́ıme ji ihned daľśı. Kolik máme zakoupit žárovek, abychom
měli jistotu, že budeme moci sv́ıtit alespoň 600 hodin s pravděpodobnost́ı alespoň 95%?

2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na intervalu [θ− 1, θ+ 1], kde
θ ∈ R je nějaký neznámý parametr.

(a) Nalezněte odhad θ̂n parametru θ momentovou metodou a vyšetřete vlastnosti takového
odhadu.

(b) Kolik alespoň pozorováńı muśıme do odhadu zapojit, aby pravděpodobnost, že je náš

odhad θ̂n od skutečné hodnoty θ o dál než 0,1, byla menš́ı než 5 %.

3. Zaj́ımá nás odhad pravděpodobnosti p výskytu krátkozrakosti u náhodně vybraného obyva-
tele ČR ve věku 18–40 let. Navrhněte experiment, pomoćı kterého źıskáme takový odhad, a
zjistěte, kolik osob muśıme do experimentu zapojit, aby byl náš odhad natolik přesný, že je
od skutečné hodnoty p vzdálen o méně než 0, 01 s pravděpodobnost́ı větš́ı než 90 %.

4. Mezi studenty zapsanými na předmět Pravděpodobnost a matematická statistika se vyskytuj́ı
d́ıvky a chlapci v poměru 1:4. Dále budeme předpokládat, že jedna čtvrtina student̊u ṕı̌se
levou rukou. Označme jako X identifikátor toho, zda je daná osoba chlapec, Y identifikátor,
zda daná osoba ṕı̌se levou rukou, a p pravděpodobnost, že je daná osoba chlapec ṕı̌śıćı levou
rukou.

(a) Zapǐste sdružené rozděleńı náhodného vektoru (X, Y )>. Jaká konkrétńı hodnota p od-
pov́ıdá situaci, kdy by byly veličiny X a Y nezávislé?

(b) Za předpokladu nezávislosti X a Y spočtěte (přibližně) s jakou pravděpodobnost́ı bude
mezi 36 studenty na zkoušce v́ıce než 6 chlapc̊u ṕı̌śıćıch levou rukou.

(c) Nyńı předpokládejte, že je Corr (X, Y ) = 1/
√

3. Určete hodnotu p a podmı́něnou pravdě-
podobnost, že osoba ṕı̌se levou rukou, v́ıme-li, že je to chlapec.

(d) Pro situaci z (c) spočtěte pravděpodobnost z (b).

(e) Zopakujte výpočet pro Corr (X, Y ) = −1/
√

3.

5. Doba výpočtu (v sekundách) jedné úlohy s náhodným vstupem je náhodná veličina s rozděleńım
s hustotou f(x) = 2/x3 pro x ≥ 1 a f(x) = 0 jinak. Budeme spouštět úlohy sériově (jednu za
druhou) a zaj́ımá nás, s jakou pravděpodobnost́ı bude celková doba výpočtu 100 úloh deľśı
než 250 sekund. Můžeme využ́ıt centrálńı limitńı větu?
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Opakováńı

Centrálńı limitńı věta (CLV): Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin s 0 < VarX1 <∞. Pak

P

(∑n
k=1Xk − nEX1√

nVarX1

≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R,

neboli ekvivalentně

P

(√
n · Xn − EX1√

VarX1

≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R,

kde Φ je distribučńı funkci normálńıho rozděleńı N(0, 1).
Zkráceně ṕı̌seme

Zn :=

∑n
k=1Xk − nEX1√

nVarX1

=
√
n · Xn − EX1√

VarX1

asympt.∼ N(0, 1)

a ř́ıkáme, že Zn má asymptoticky normálńı rozděleńı N(0, 1).
CLV nám tedy ř́ıká, že distribučńı funkce Fn veličiny Zn se při n → ∞ bĺıž́ı k Φ. Pro n dost

velké tedy lze uvažovat
P (Zn ≤ x)

.
= Φ(x).

Tabulka distribučńı funkce a kvantilové funkce N(0, 1)

x 0.000 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0.700 0.800 0.900

Φ(x) 0.500 0.540 0.579 0.618 0.655 0.691 0.726 0.758 0.788 0.816

x 0.100 0.200 0.300 0.400 0.500 0.600 0.700 0.800 0.900 1.000

Φ(x) 0.540 0.579 0.618 0.655 0.691 0.726 0.758 0.788 0.816 0.841

x 1.100 1.200 1.300 1.400 1.500 1.600 1.700 1.800 1.900 2.000

Φ(x) 0.864 0.885 0.903 0.919 0.933 0.945 0.955 0.964 0.971 0.977

x 2.100 2.200 2.300 2.400 2.500 2.600 2.700 2.800 2.900 3.000

Φ(x) 0.982 0.986 0.989 0.992 0.994 0.995 0.997 0.997 0.998 0.999

α 0.5 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

Φ−1(α) = qα 0 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

Plat́ı
Φ(x) + Φ(−x) = 1, qα = −q1−α.
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