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1. Lze předpokládat, že počet gól̊u vstřelených v jednom fotbalovém zápase v jedné konkrétńı
soutěži se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım s neznámým parametrem λ > 0 a že počty gól̊u
vstřelené v r̊uzných zápasech jsou vzájemně nezávislé náhodné veličiny. Budeme zaznamenávat
počty gól̊u v n zápasech a naměř́ıme tak veličiny X1, . . . , Xn.

(a) Nalezněte odhad parametru λ momentovou metodou a zjistěte, zda je tento odhad ne-
stranný a konzistentńı.

(b) Uvažujte odhady λ̌n = (X1 + Xn)/2 a λ̃n = 1
n−1

∑n
i=1Xi. Zjistěte, zda jsou tyto odhady

nestranné a konzistentńı odhady λ. Který z nich je rozumněǰśı?

Dále nás bude zaj́ımat odhad pravděpodobnosti, že v daném zápase nepadne ani jeden gól,
tj. odhad p0 = P(X1 = 0) = e−λ. Uvažujme následuj́ıćı dva odhady p0:

Wn =
1

n

n∑
i=1

I[Xi = 0], Vn = e−Xn .

(d) Vyšetřete vlastnosti odhad̊u Wn a Vn
(e) Obdrželi jsme následuj́ıćı hodnoty: 0, 3, 1, 4, 1, 3, 2, 2, 2, 3, 3, 1, 3, 2, 3, 5, 3, 4, 5, 3.

Spočtěte pro ně odhad λ i odhady p0.

(f) Navrhněte odhad pravděpodobnosti, že v zápase padne přesně 6 gól̊u. Vyšetřete vlastnosti
takového odhadu.

2. Na cvičeńı je nahlášeno 23 student̊u, ale počet student̊u, kteř́ı opravdu doraźı je náhodná
veličina. Lze předpokládat, že návštěvnosti v jednotlivých týdnech jsou na sobě nezávislé
náhodné veličiny s binomickým rozděleńım Bi(23, p) s neznámým parametrem p ∈ (0, 1).

(a) Navrhněte odhad p̂n parametru p momentovou metodou pro realizace X1, . . . , Xn. Roz-
hodněte, zda je tento odhad nestranný a konzistentńı.

(b) Spoč́ıtejte odhad z (a) pro skutečné návštěvnosti, které na 8 cvičeńıch byly:
23, 23, 21, 22, 20, 21, 21, 21.

(c) Navrhněte dva r̊uzné odhady pravděpodobnosti, že na cvičeńı doraźı v́ıce než 20 student̊u.
Diskutujte jejich vlastnosti a porovnejte jejich hodnoty pro naše data.

(d) Odhadněte pravděpodobnost, že na cvičeńı nedoraźı ani jeden student.

3. Uvažujte náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou

f(x) =

{ p

xp+1
x ≥ 1,

0 jinak,

kde p > 2 je neznámý parametr.

(a) Odhadněte parametr p momentovou metodou.

(b) Vyšetřete vlastnosti odhadu z (a).

(c) Jakým zp̊usobem bychom mohli generovat veličiny z tohoto rozděleńı?

(d) Uvažujte odhad p ve tvaru Un =
n∑n

i=1 logXi

. Vyšetřete jeho vlastnosti.

(e) Navrhněte tři r̊uzné konzistentńı odhady P (Xi > 2).
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Opakováńı

Bodový odhad:

− Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı, které záviśı na neznámém parametru θ ∈ Θ
(např. Alt(θ), Po(θ), Exp(θ)). Odhadem θ je libovolná (měřitelná) funkce náhodného výběru
X1, . . . , Xn, jej́ıž funkčńı předpis nezáviśı na θ.

− Konstrukce odhadu momentovou metodou: Předpokládejme, že EXi = g(θ) pro nějakou

známou spojitou funkci g. Pak momentový odhad θ̂n parametru θ spoč́ıtáme tak, že

Xn = g(θ̂n),

kde Xn = 1
n

∑n
i=1Xi je výběrový pr̊uměr.

Odhadujeme-li v́ıce parametr̊u, nebo pokud EXi na θ nezáviśı, zapoj́ıme do výběrové momenty
vyšš́ıch řád̊u, tj. 1

n

∑n
i=1X

k
i .

Vlastnosti odhad̊u:

− Řekneme, že Tn je nestranný odhad θ, jestliže

ETn = EθTn = θ, pro všechna θ ∈ Θ.

− Řekneme, že Tn je konzistentńı odhad θ, jestliže Tn
P→ θ pro n → ∞ pro všechna θ ∈ Θ, tj.

plat́ı, že pro všechna ε > 0

Pθ(|Tn − θ| > ε)→ 0 pro n→∞ pro všechna θ ∈ Θ.

(Slabý) zákon velkých č́ısel. Necht’ X1, X2, . . . , jsou nezávislé a stejně rozdělené náhodné
veličiny s konečnou středńı hodnotou EX1 = µ a konečným rozptylem. Pak

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi
P→ µ pro n→∞.

Věta o spojité transformaci. Jestliže pro posloupnost náhodných veličin {Yn} a a ∈ R plat́ı

Yn
P→ a a g je spojitá funkce, pak g(Yn)

P→ g(a).

Jensenova nerovnost. Necht’ Y je náhodná veličina a necht’ g je konvexńı funkce taková, že
existuje Eg(Y ). Pak plat́ı

Eg(Y ) ≥ g(EY )

a rovnost nastává jen v př́ıpadě, kdy je Y konstanta (skoro jistě) nebo g je lineárńı funkce.
Je-li g konkávńı, dostáváme opačnou nerovnost.
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