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Náhodné vektory II.

5.4. a 9.4. 2018

1. Necht’ X a Y jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. Určete rozděleńı, středńı
hodnotu a rozptyl veličiny Z = X + Y , jestliže

(a) X, Y maj́ı exponenciálńı rozděleńı Exp(λ),

(b) X, Y maj́ı rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1).

2. Náhodný vektor (X, Y )′ v př́ıkladě 2 z minulého cvičeńı udával útratu za j́ıdlo a pit́ı na
rodinné oslavě a měl sdružené rozděleńı s hustotou f(x, y) = x+ y pro 0 < x < 1, 0 < y < 1
a f(x, y) = 0 jinak.

(a) Určete rozděleńı celkové útraty, tj. veličiny Z = X + Y .

(b) Jaká je očekávaná hodnota celkové útraty? Jaký je rozptyl celkové útraty?

(c) Určete rozděleńı rozd́ılu mezi útratou za j́ıdlo a pit́ı, tj. veličiny W = X − Y , jej́ı středńı
hodnotu a rozptyl.

(d) Určete středńı hodnotu veličiny U =
1

X + Y
.

(e) Spočtěte korelačńı koefient Z a W .

3. V daný den přijde do školy X d́ıvek a Y chlapc̊u, kde X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny
s Poissonovým rozděleńım s parametry λ > 0 a µ > 0.

(a) Určete rozděleńı a očekávanou hodnotu celkového počtu žák̊u ve škole v daný den.

(b) Jaké je rozděleńı počtu d́ıvek, jestliže v́ıme, že je ve škole v daný den celkem n žák̊u?

4. Necht’ jsou X, Y nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [1, 2].

(a) Určete rozděleńı veličiny Z =
X

Y
.

(b) Určete rozděleńı veličiny W = XY .

5. Na základě př́ıklad̊u 1. a 3. si rozmyslete následuj́ıćı:

(a) Jaké je rozděleńı Z =
∑n

i=1Xi, kde Xi ∼ Po(λ) jsou nezávislé?

(b?) Jaká je hustota Z =
∑n

i=1Xi, kde Xi ∼ Exp(λ) jsou nezávislé?

1
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Rozděleńı součtu náhodných veličin: Necht’ má náhodný vektor (X, Y )′ sdružené spojité
rozděleńı s hustotou f(x, y). Potom má veličina Z = X + Y rozděleńı s hustotou

g(z) =

∫ ∞
−∞

f(x, z − x)dx.

Speciálně, jsou-li X, Y nezávislé náhodné veličiny se spojitým rozděleńım s hustotami fX , fY ,
pak má veličina Z = X + Y rozděleńı s hustotou

g(z) =

∫ ∞
−∞

fX(x)fY (z − x)dx.

Vlastnosti moment̊u. Jestliže X1, . . . , Xn jsou náhodné veličiny a a1, . . . , an ∈ R, pak plat́ı
(za předpokladu existence daných moment̊u)

• E(
∑n

i=1 aiXi) =
∑n

i=1 aiEXi,

• Var (
∑n

i=1 aiXi) =
∑n

i=1 a
2
iVarX +

∑∑
i 6=j aiajCov (Xi, Xj),

• Cov (a1X1 + a2X2, a3X3) = a1a3Cov (X1, X3) + a2a3Cov (X2, X3).

Věta o transformaci. Necht’ (X, Y )′ má sdružené spojité rozděleńı s hustotou f(x, y). Necht’

g : R2 → R2 je prosté zobrazeńı s nenulovým Jakobiánem, tj. Jg(x, y) = det

(
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g2
∂x

∂g2
∂y

)
6= 0,

pro skoro všechna (x, y)′ ∈ S = {(x, y)′ : f(x, y) > 0}. Pak vektor Z = (Z1, Z2)
′ = g(X, Y ) má

hustotu h, která je rovna

h(z1, z2) =

{
f(g−1(z1, z2)) · |Jg−1(z1, z2)| pro (z1, z2) ∈ g(S),

0 jinak,

kde Jg−1 je Jakobián funkce g−1.

Výše uvedenou větu o transformaci využ́ıváme i v situaćıch, kdy potřebujeme spoč́ıtat rozděleńı
náhodné veličiny W = t(X, Y ), kde t : R2 → R. V takovém př́ıpadě nejprve spoč́ıtáme sdružené
rozděleńı např́ıklad vektoru (W,X)′ pomoćı věty o transformaci a pak ze źıskáne hustoty spočteme
marginálńı rozděleńı W .
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