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Bodové odhady

2. 5. a 3. 5. 2019

1. Lze předpokládat, že počet dopravńıch nehod na ulici Sokolovská se ř́ıd́ı Poissonovým
rozděleńım s parametrem λ > 0 a že počty nehod v jednotlivých dnech jsou nezávislé a
stejně rozdělené náhodné veličiny. Plánujeme zaznamenávat počty nehod po následuj́ıćıch n
dńı a t́ım dostaneme náhodný výběr X1, . . . , Xn z Po(λ).

(a) Nalezněte odhad parametru λ momentovou metodou a zjistěte, zda je tento odhad ne-
stranný a konzistentńı.

(b) Odvod’te odhad parametru λmetodou maximálńı věrohodnosti. Vyšetřete jeho vlastnosti.

(c) Uvažujte odhady λ̌n = (X1 + Xn)/2 a λ̃n = 1
n−1

∑n
i=1Xi. Zjistěte, zda jsou tyto odhady

nestranné a konzistentńı odhady λ.

Dále nás bude zaj́ımat odhad pravděpodobnosti, že se v daný den nestane žádná nehoda,
tj. odhad p0 = P(X1 = 0) = e−λ. Uvažujme následuj́ıćı tři odhady p0:

Wn =

∑n
i=1 I[Xi = 0]

n
, Vn = e−Xn , Un =

(
1− 1

n

)nXn

.

(d) Vyšetřete vlastnosti odhadu Wn.

(e) Zjistěte, zda je Vn nestranný (resp. asymptoticky nestranný) a konzistentńı odhad p0.

(f) Zjistěte, zda je Un nestranný a konzistentńı odhad p0.

(g) Porovnejte vlastnosti odhad̊u Wn, Un a Vn.

(h) Po 30 dnech pečlivého měřeńı jsme nakonec obdrželi následuj́ıćı data:

Počet nehod 0 1 2 3 4 5 6

Počet dńı 5 8 8 3 2 3 1

Pomoćı předchoźıch výsledk̊u odhadněte parametr λ a pravděpodobnost, že se v náhodně
vybraný den nestane žádná nehoda.

2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1), tj.

P(Xi = k) = pk(1− p)1−k, k = 0, 1.

(a) Nalezněte odhady pmomentovou metodou a metodou maximálńı věrohodnosti a vyšetřete
jejich vlastnosti.

(b) Uvažujte Tn = Xn(1−Xn) odhad rozptylu varX1 = p(1−p). Zjistěte, zda je tento odhad
nestranný a konzistentńı. Pokud neńı nestranný, navrhněte, jak jej modifikovat, abychom
dostali nestranný odhad.

3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s hustotou f(x) =
1√
πb

e−x
2/b pro

x ∈ R, kde b > 0 je neznámý parametr. Odhadněte b metodou maximálńı věrohodnosti a
vyšetřete vlastnosti tohoto odhadu.
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Bodový odhad. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr (nezávislé stejně rozdělené veličiny) z roz-
děleńı, které záviśı na neznámém parametru θ ∈ Θ. Odhadem parametru θ (nebo obecněji para-
metrické funkce g(θ)) je libovolná borelovská funkce náhodného výběru X1, . . . , Xn, jej́ıž funkčńı
předpis nezáviśı na θ. Odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je tedy náhodná veličina.

V praxi pak pracujeme pouze s odhady, které maj́ı
”
pěkné“ vlastnosti:

− Řekneme, že odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je (silně) konzistentńı odhad parametrické funkce
g(θ), jestliže Tn → g(θ) s.j. pro n→∞ pro všechna θ ∈ Θ, tj.

Pθ
(

lim
n→∞

Tn = g(θ)
)

= 1 pro všechna θ ∈ Θ.

− Řekneme, že odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je nestranný odhad parametrické funkce g(θ),
jestliže

ETn = Eθ Tn = g(θ), pro všechna θ ∈ Θ.

Odhad Tn je asymptoticky nestranný odhad g(θ), jestliže Eθ Tn → g(θ) při n → ∞ pro
všechna θ ∈ Θ.

Konstrukce bodových odhad̊u momentovou metodou. Předpokládejme, že EXi = g(θ)

pro nějakou známou spojitou funkci g. Pak momentový odhad θ̂n parametru θ nalezneme tak, že
polož́ıme

Xn = g(θ̂n),

kde Xn = 1
n

∑n
i=1Xi je výběrový pr̊uměr.

Konstrukce odhadu metodou maximálńı věrohodnosti. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný
výběr z rozděleńı, které záviśı na neznámém parametru θ ∈ Θ. Předpokládejme, že toto rozděleńı
má hustotu f(x; θ) vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re ν (ν bude č́ıtaćı mı́ra v př́ıpadě diskrétńıho
rozděleńı a Lebesgueova mı́ra v př́ıpadě spojitého rozděleńı). Odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je
odhad metodou maximálńı věrohodnosti, jestliže Tn maximalizuje tzv. věrohodnost

Ln(θ) =
n∏
i=1

f(Xi; θ)

přes všechna θ ∈ Θ. Ekvivalentně, Tn maximalizuje logaritmickou věrohodnost

ln(θ) = log[Ln(θ)] =
n∑
i=1

log[f(Xi; θ)].

Máme tedy Tn = arg max
θ∈Θ

Ln(θ) = arg max
θ∈Θ

ln(θ).

Za určitých daľśıch předpoklad̊u lze Tn naj́ıt jako řešeńı věrohodnostńı rovnice d
dθ
ln(θ) = 0, tj.

n∑
i=1

d

dθ
log[f(Xi; θ)] = 0.

Věta o spojité transformaci. Necht’ Tn
s.j.−→
n→∞

θ a g je spojitá funkce v bodě θ. Pak g(Tn)
s.j.−→
n→∞

g(θ).
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