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Limitńı věty I.

11. 4. a 12. 4. 2019

1. Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost nezávislých náhodných veličin, pro které P(Xn = 0) = 1 −
1/nα a P(Xn = 1) = 1/nα, kde α > 0.

(a) Zjistěte, zda Xn konverguje k 0 v pravděpodobnosti.

(b) Zjistěte, pro která α konverguje Xn k 0 skoro jistě.

2. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı
hodnotou 1. Definujme Un = min{X1, . . . , Xn}. Ukažte, že

(a) Un konverguje k 0 v pravděpodobnosti pro n→∞,

(b) Un konverguje k 0 skoro jistě pro n→∞.

3. Necht’X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s konečným
rozptylem.

(a) Ukažte, že Xn − EX1
P−→

n→∞
0.

(b) Pomoćı Čebyševovy nerovnosti ukažte, že pro q < 1/2 plat́ı nq(Xn − EX1)
P−→

n→∞
0.

4. Uvažujme posloupnost nezávislých náhodných pokus̊u, z nichž každý skonč́ı úspěchem s prav-
děpodobnost́ı p ∈ (0, 1) a neúspěchem s pravděpodobnost́ı 1− p.

(a) Ukažte, že relativńı četnosti úspěch̊u v n pokusech νn konverguj́ı k p s.j. pro n→∞.

(b) Pomoćı Čebyševovy nerovnosti určete, kolik muśıme provést pokus̊u, aby s pravděpodob-
nost́ı alespoň 95 % nebyla odchylka νn od p větš́ı než 0.01.

5. Uvažujme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin {Yk}∞k=1 s konečným
rozptylem. Definujme veličiny Xk = kqYk, q ∈ (0, 1/2), k = 1, 2, . . . . Rozhodněte, zda
posloupnost {Xk}∞k=1 splňuje silný zákon velkých č́ısel. Pokud ano, vyjádřete co nejv́ıce
explicitně, co nám ř́ıká.

6. Uvažujme posloupnost nezávislých náhodných veličin {Xk}∞k=1 takových, že

P(Xk = kλ) = P(Xk = −kλ) =
1

2
,

kde λ < 1
2

je nějaká konstanta. Rozhodněte, zda posloupnost {Xk}∞k=1 splňuje silný zákon
velkých č́ısel a pokud ano, napǐste jeho zněńı.

7. Necht’ Xn jsou nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny. Ukažte, že

(a) je-li E|X1| =∞, pak s pravděpodobnost́ı jedna nastane nekonečně mnoho jev̊u [|Xn| ≥ n].

(b) je-li E|X1| < ∞, pak s pravděpodobnost́ı jedna nastane nejvýše konečně mnoho jev̊u
[|Xn| ≥ n].

8. Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin se spojitým

rozděleńım s hustotou f(x) =
1

π(1 + x2)
. Rozhodněte, zda Xn konverguje pro n→∞ skoro

jistě k nějaké konstantě.
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Konvergence náhodných veličin Necht’ X1, X2, . . . a X jsou náhodné veličiny definované
na stejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P). Řekneme, že Xn konverguje k X skoro jistě

pro n→∞, znač́ıme Xn
s.j.−→
n→∞

X, jestliže

P
(
ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1.

Řekneme, že Xn konverguje k X v pravděpodobnosti pro n → ∞, znač́ıme Xn
P−→

n→∞
X, jestliže

pro každé ε > 0
lim
n→∞

P
(
ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε

)
= 0.

Silný zákon velkých č́ısel: Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných veličin a definujme
Xn = 1

n

∑n
k=1Xk. Řekneme, že {Xn}∞n=1 splňuje silný zákon velkých č́ısel, pokud existuje posloup-

nost {an}∞n=1 taková, že |Xn − an|
s.j.−→
n→∞

0.

− (SZVČ pro nestejně rozdělené veličiny) Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých veličin

takových, že
∑∞

n=1

varXn

n2
<∞. Pak (Xn − EXn)

s.j.−→
n→∞

0.

− (SZVČ pro stejně rozdělené veličiny) Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně
rozdělených veličin. Pak

Xn
s.j.−→
n→∞

µ pro nějaké µ ∈ R ⇐⇒ E|X1| <∞.

V takovém př́ıpadě µ = EX1.

Čebyševova nerovnost: Je-li X ∈ L2, pak

P
(
|X − EX| ≥ ε

)
≤ varX

ε2
pro všechna ε > 0.
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