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Pravděpodobnost absorpce
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1. Leze slimák po nekonečně vysokém stromě. Za každou hodinu vyleze nahoru o jeden centimetr
s pravděpodobnost́ı p a se zbylou pravděpodobnost́ı 1 − p sklouzne dol̊u o jeden centimetr,
je-li nad základńı úrovńı (jinak namı́sto sklouznut́ı z̊ustává na svém mı́stě). Označme Xn

výšku v cm, ve které se slimák nacháźı po n hodinách.

(a) Uvažujte p = 1/4. Spočtěte stacionárńı rozděleńı (existuje-li).

(b) Proved’te totéž pro p = 3/4 a p = 1/2.

2. Uvažujme Markov̊uv řetězec se stavy {1, 2, 3, 4} a matićı pravděpodobnost́ı přechodu
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Spočtěte pravděpodobnosti absorpce do stav̊u 1 a 2.

3. Mravenec běhá v ńıže uvedeném bludǐsti. V každém kroku si vybere jeden ze čtyř možných
směr̊u, každý se stejnou pravděpodobnost́ı, t́ımto směrem se vydá a běž́ı tak dlouho, jak jen
to jde. Pokud v daném směru nevede cesta, z̊ustává na mı́stě. Označ́ıme jako Xn polohu
mravence v čase n (tj. po n rozhodovaćıch kroćıch).

3. Mějme tři přihrádky, do kterých umı́st’ujeme kuličky (každá přihrádka může obsahovat maximálně
jednu kuličku). V každém časovém okamžiku vybereme rovnoměrně náhodně jednu z přihrádek.
Pokud neńı obsazena, vlož́ıme do ńı kuličku. Pokud je obsazena, s pravděpodobnost́ı 1

2
z ńı kuličku

odebereme a s pravděpodobnost́ı 1
2

kuličku ponecháme. Označme Xn počet obsazených přihrádek
v čase n. Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu Markovova řetězce (Xn)1n=0 . Klasifikujte stavy
řetězce a spočtěte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje). Předpokládejte, že počátečńı rozděleńı je
rovnoměrné (každý stav má stejnou pravděpodobnost) a spočtěte absolutńı pravděpodobnosti po
jednom kroku.

4. Klasifikujte stavy Markovova řetězce s matićı pravděpodobnost́ı přechodu
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kde p 2 (0, 1). Spočtěte stacionárńı rozděleńı.

5. Klasifikujte stavy Markovova řetězce s matićı pravděpodobnost́ı přechodu
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6. Uvažujme objekt, který se pohybuje po plánu znázorněném na obrázku. Pohyby jsou pouze mezi
šesti vyznačenými body. V každém kroku si objekt vybere jeden ze čtyř směr̊u (sever, východ, jih,
západ – každý se stejnou pravděpodobnost́ı) a t́ımto směrem se vydá. Určeným směrem se pohybuje
tak dlouho, dokud je to možné (pokud v daném směru nevede cesta, z̊ustává na mı́stě). Označme
Xn polohu částice po n kroćıch. Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu P Markovova řetězce
(Xn)1n=0. Klasifikujte stavy řetězce a určete matici U pravděpodobnost́ı absorpce do trvalých stav̊u.
Spočtěte stacionárńı rozděleńı.

7. Klasifikujte stavy a spočtěte stacionárńı rozděleńı Markovova řetězce s matićı pravděpodobnost́ı
přechodu
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8. Mějme urnu a 5 kouĺı. V každém kroku budeme koule z urny odeb́ırat nebo do urny přidávat
podle následuj́ıćıho schématu. Pokud je urna prázdná, naplńıme ji všemi pěti koulemi. V opačném
př́ıpadě z urny odebereme s pravděpodobnost́ı 1

3
čtyři koule, s pravděpodobnost́ı 1

3
dvě koule a

s pravděpodobnost́ı 1
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žádnou kouli. Pokud bychom měli odebrat v́ıce kouĺı než se právě v urně
nacháźı, tak odebereme všechny koule, které v urně jsou. Necht’ X znač́ı počet kouĺı v urně po n
kroćıch. Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu Markovova řetězce (Xn)1n=0. Klasifikujte stavy
řetězce a spočtěte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje). Určete matici pravděpodobnost́ı absorpce
do trvalých stav̊u. Předpokládejte, že počátečńı rozděleńı je rovnoměrné (každý stav má stejnou
pravděpodobnost) a spočtěte absolutńı pravděpodobnosti po prvńım kroku.

2

(a) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu P a klasifikujte stavy.

(b) Určete pravděpodobnosti absorpci a interpretujte je.

(c) Spočtěte stacionárńı rozděleńı.

4. Cyril a Dana hraj́ı opakovaně hru, ve které Cyril vyhrává s pravděpodobnost́ı p a Dana s
pravděpodobnost́ı 1 − p (nezávisle na předchoźım vývoji hry). Když vyhraje Cyril, dostane
od Dany 100 Kč, a když vyhraje Dana, dostane od Cyrila 100 Kč. Na začátku hry má Cyril
a stokorun a Dana k − a stokorun. Hraje se tak dlouho, dokud jeden z hráč̊u neztrat́ı celý
sv̊uj kapitál.

− S jakou pravděpodobnost́ı skonč́ı hra zruinováńım Cyrila?

− S jakou pravděpodobnost́ı skonč́ı hra zruinováńım (resp. výhrou) Cyrila, jestliže p = 1/2?
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Nekonečné nerozložitelné řetězce. Necht’ {Xn} je nerozložitelný homogenńı MŘ se
stavy S = N0 s matićı pravděpodobnost́ı přechodu P. Potom

− Všechny stavy jsou trvalé nenulové právě tehdy, když existuje stacionárńı rozděleńı πTP = πT ,∑∞
i=0 πi = 1.

V tomto př́ıpadě pak

πj
s.j.
= lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

I[Xk = j]
s.j.
= lim

n→∞
1

n
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P(Xk = j) =
1

Ejτj(1)
.

Je-li řetězec nav́ıc aperiodický, pak existuj́ı i limity limn→∞ Pj(Xn = j) = πj.

− Jestliže stacionárńı rozděleńı neexistuje, pak jsou všechny stavy bud’ přechodné nebo trvalé
nulové. Na rozlǐseńı těchto dvou př́ıpad̊u existuje kritérium, které budeme procvičovat na př́ı̌st́ı
hodině.

Pravděpodobnosti absorpce. Necht’ {Xn}∞0 je homogenńı MŘ s konečně mnoha stavy a
matićı pravděpodobnost́ı přechodu P. Označme jako T množinu všech přechodných stav̊u a C
množinu všech trvalých stav̊u. Pak je možné P přeuspořádat do tvaru

P =

(
P∗ 0

Q R

)
,

kde P∗ = {pij, i, j ∈ C}, Q = {pij, i ∈ T, j ∈ C}, R = {pij, i, j ∈ T}.
− Označme jako τ = inf{n ≥ 0 : Xn /∈ T} čas výstupu z množiny přechodných stav̊u T .

Pravděpodobnost absorpce znač́ıme uij = Pi(Xτ = j), i ∈ T , j ∈ C a udává nám, s jakou
pravděpodobnost́ı řetězec startuj́ıćı ze stavu i ∈ T ze všech trvalých stav̊u poprvé vstouṕı právě
do stavu j ∈ C.

− Plat́ı
uij = pij +

∑

k∈T
pikukj,

a proto matici absorpce U = {uij, i ∈ T, j ∈ C} lze źıskat ze vzorce

U = (I−R)−1Q =
∞∑

n=0

RnQ.

Matice F = (I−R)−1 se nazývá fundamentálńı matice řetězce {Xn}.

Inverze matice 2× 2 Necht’ A =

(
a b

c d

)
. Pak

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

Pro obecnou matici An×n pak A−1 = 1
detA

adj(A) nebo lze A−1 spoč́ıst pomoćı Gaussovy eliminačńı
metody.
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