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1. Adam a Berta opakované hazeji kostkou a hraji nasledujici hru: Pokud padne ¢islo vétsi nez
4, vyhrava Adam a dostane od Berty 1 dolar, pokud padne ¢islo mensi nez 3, vyhrava Berta
a dostane od Adama 1 dolar. Padle-li 3 nebo 4, nastava remiza. Ve hie je celkovy kapital k
dolaru a hra konci ve chvili, kdyz jeden z hract nemda zadné penize. Oznacme jako X, pocet
dolartu, které ma Adam po n-tém kole.

(a) Ukazte, ze je { X, }5° homogenni Markovuv fetézec a zapiste jeho matici pravdépodobnosti
prechodu. Rozhodnéte, zda je tetézec nerozlozitelny a klasifikujte jeho stavy.

Pro dalsi body uvazujte specialni situaci k = 2.

(b) Zapiste matici P znovu pro tuto situaci a spoctéte staciondrni rozdéleni.
(c) Urcete matici P™ a urcete rozdéleni p(n) pro obecné poc¢atecni rozdéleni p = (po, p1, p2),
Po + p1 + p2 = 1, a pro stacionarni rozdéleni spoctené v (b).

2. Uvazujme dvé urny, ve kterych je celkem k kouli oc¢islovanych 1,... k. V kazdém kroku
nahodné zvolime jedno ¢islo z 1,...,k a koule s danym ¢islem se pfemisti do druhé urny.
Pocet kouli v urné predstavuje teplotu télesa a premisténi koule vyménu tepla. Oznacme X,
pocet kouli v prvni urné (tj. teplotu prvniho télesa) v case n.

(a) Ukazte, ze { X, } tvorf homogenni Markovuv fetézec, urcete jeho matici pravdépodobnosti
prechodu. Rozhodnéte, zda je fetézec nerozlozitelny, a klasifikujte jeho stavy.
(b) Urcete stacionarni rozdéleni.

3. Leze slimak po nekone¢né vysokém stromé. Za kazdou hodinu vyleze nahoru o jeden centimetr
s pravdépodobnosti p = 1/4 a se zbylou pravdépodobnosti ¢ = 3/4 sklouzne dolu o jeden cen-
timetr, je-li nad zdkladni urovni (jinak namisto sklouznuti zustava na svém misté). Oznaéme
X, vysku v cm, ve které se slimak nachazi po n hodinach.

(a) Ukazte, ze { X, } tvori Markovuv Fetézec a urcete jeho matici pravdépodobnosti prechodu.
Rozhodnéte, zda je fetézec nerozlozitelny.
(b) Spoctéte staciondrni rozdéleni (existuje-li).

4. Uvazujte predchozi piiklad s p =3/4 a ¢ = 1/4.
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STACIONARNT ROZDELENT. Necht {X,,} je homogenni{ Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti
pfechodu P a mnozinou stavii S. Necht 7 je pravdépodobnostni rozdéleni na S. Pak 7 nazveme
staciondrni rozdéleni { X, }, pokud plati

P =x".

— Stacionarni rozdéleni nemusi existovat.

— Je-li pocatecni rozdéleni rovno staciondrnimu rozdéleni, pak je fetézec striktné stacionéarni.

— Existuje-li limitni rozdéleni a na S (tj. a; = lim,_, p;(n) pro vSechna i € S), pak je toto
rozdéleni stacionarni. Pokud je fetézec nerozlozitelny a vSechny stavy jsou trvalé nenulové a
neperiodické, pak plati i opacna implikace.

— V konecném ftetézci vzdy existuje stacionarni rozdéleni. To je urc¢eno jednoznacné prave tehdy,
kdyz jsou vSechny trvalé stavy vzajemné dosazitelné.

— Je-li 7 stacionarni rozdéleni a i € S prechodny, pak m; = 0.



