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1. Adam a Berta opakovaně házej́ı kostkou a hraj́ı následuj́ıćı hru: Pokud padne č́ıslo větš́ı než
4, vyhrává Adam a dostane od Berty 1 dolar, pokud padne č́ıslo menš́ı než 3, vyhrává Berta
a dostane od Adama 1 dolar. Padle-li 3 nebo 4, nastává remı́za. Ve hře je celkový kapitál k
dolar̊u a hra konč́ı ve chv́ıli, když jeden z hráč̊u nemá žádné peńıze. Označme jako Xn počet
dolar̊u, které má Adam po n-tém kole.

(a) Ukažte, že je {Xn}∞0 homogenńı Markov̊uv řetězec a zapǐste jeho matici pravděpodobnost́ı
přechodu. Rozhodněte, zda je řetězec nerozložitelný a klasifikujte jeho stavy.

Pro daľśı body uvažujte speciálńı situaci k = 2.

(b) Zapǐste matici P znovu pro tuto situaci a spočtěte stacionárńı rozděleńı.

(c) Určete matici Pn a určete rozděleńı p(n) pro obecné počátečńı rozděleńı p = (p0, p1, p2),
p0 + p1 + p2 = 1, a pro stacionárńı rozděleńı spočtené v (b).

2. Uvažujme dvě urny, ve kterých je celkem k kouĺı oč́ıslovaných 1, . . . , k. V každém kroku
náhodně zvoĺıme jedno č́ıslo z 1, . . . , k a koule s daným č́ıslem se přemı́st́ı do druhé urny.
Počet kouĺı v urně představuje teplotu tělesa a přemı́stěńı koule výměnu tepla. Označme Xn

počet kouĺı v prvńı urně (tj. teplotu prvńıho tělesa) v čase n.

(a) Ukažte, že {Xn} tvoř́ı homogenńı Markov̊uv řetězec, určete jeho matici pravděpodobnost́ı
přechodu. Rozhodněte, zda je řetězec nerozložitelný, a klasifikujte jeho stavy.

(b) Určete stacionárńı rozděleńı.

3. Leze slimák po nekonečně vysokém stromě. Za každou hodinu vyleze nahoru o jeden centimetr
s pravděpodobnost́ı p = 1/4 a se zbylou pravděpodobnost́ı q = 3/4 sklouzne dol̊u o jeden cen-
timetr, je-li nad základńı úrovńı (jinak namı́sto sklouznut́ı z̊ustává na svém mı́stě). Označme
Xn výšku v cm, ve které se slimák nacháźı po n hodinách.

(a) Ukažte, že {Xn} tvoř́ı Markov̊uv řetězec a určete jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu.
Rozhodněte, zda je řetězec nerozložitelný.

(b) Spočtěte stacionárńı rozděleńı (existuje-li).

4. Uvažujte předchoźı př́ıklad s p = 3/4 a q = 1/4.
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Stacionárńı rozděleńı. Necht’ {Xn} je homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı pravděpodobnost́ı
přechodu P a množinou stav̊u S. Necht’ π je pravděpodobnostńı rozděleńı na S. Pak π nazveme
stacionárńı rozděleńı {Xn}, pokud plat́ı

πTP = πT .

− Stacionárńı rozděleńı nemuśı existovat.

− Je-li počátečńı rozděleńı rovno stacionárńımu rozděleńı, pak je řetězec striktně stacionárńı.

− Existuje-li limitńı rozděleńı a na S (tj. ai = limn→∞ pi(n) pro všechna i ∈ S), pak je toto
rozděleńı stacionárńı. Pokud je řetězec nerozložitelný a všechny stavy jsou trvalé nenulové a
neperiodické, pak plat́ı i opačná implikace.

− V konečném řetězci vždy existuje stacionárńı rozděleńı. To je určeno jednoznačně právě tehdy,
když jsou všechny trvalé stavy vzájemně dosažitelné.

− Je-li π stacionárńı rozděleńı a i ∈ S přechodný, pak πi = 0.
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