NAHODNE PROCESY 1. LETNI SEMESTR 2018-2019

KLASIFIKACE STAVU MARKOVOVA RETEZCE
11.3.2019

1. Necht {X,,,n € Ny} je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim
na {—1,0,1} a uvazujte {Y,,}, kde Y,, = max{Xy, ..., X, }. Klasifikujte stavy {¥,}.

2. Mame neomezenou zasobu kulicek a k prihradek. V kazdém kroku vlozime jednu kulicku do
nahodné vybrané prihradky. Velicina X,, znaci pocet obsazenych prihradek v case n. Ukazte,
ze {X,} je homogenni Markoviv fetézec, urcete jeho matici pravdépodobnosti pfechodu a
klasifikujte jeho stavy.

3. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici prechodu
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4. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici prechodu
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5. Uvazujte Markovuv fetézec {X,,}&° se stavy S = {0, 1} a matici pravdépodobnosti prechodu
P = (pij)z-{jzo, kde pg1 = a a pygp = b (viz minuld hodina).
(a) Klasifikujte stavy tetézce.
(b) Urcete rozdéleni ¢asu prvniho navratu do stavu 0 a jeho stfedni hodnotu.
(c) Urcete stacionarni rozdéleni.

6. Je dan Markovuv fetézec se stavy {0, 1,2} a s pravdépodobnostmi prechodu p;; = 1/2 pokud
i # j a p; = 0 (jednd se o ndhodnou prochézku na trojtihelniku).

(a) Klasifikujte stavy tetézce. Jakd je stfedni doba névratu do stavu 07
(b) Spoctéte stacionarni rozdélent

7. Uvazujme dvé urny, ve kterych je celkem k kouli oc¢islovanych 1,...,k. V kazdém kroku
nahodné zvolime jedno ¢islo z 1,...,k a koule s danym cislem se premisti do druhé urny.
Pocet kouli v urné predstavuje teplotu télesa a premisténi koule vyménu tepla. Ozna¢me X,
pocet kouli v prvni urné (tj. teplotu prvniho télesa) v case n.

(a) Ukazte, ze { X, } tvorf homogenni Markovuv fetézec, urcete jeho matici pravdépodobnosti
prechodu a klasifikujte jeho stavy.
(b) Urcete staciondrni rozdéleni.

8. Spoctéte staciondrni rozdéleni pro fetézce z 3(b), 3(c) a 4.
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DEFINICE A ZNACEN{
— Zavedeme znaceni P;(-) = P(-| Xy = j) a podobné pro E;(-).
— Definujme ¢as prvniho vstupu (navratu) do stavu j jako
7;(1) = inf{n > 0: X, =j}
a jeho pravdépodobnostni rozdéleni oznacime jako

[’ =Pin) =n), n=12._..

a Z% = 0. Déle oznacime f;; = Zzo:l Z-(;l) = Pi(7;(1) < o0).

KLASIFIKACE STAVU:

e Stav j € S se nazyva prechodny, pokud P;(7;(1) = oco) > 0, tj. Fetézec se do stavu j
s kladnou pravdépodobnosti nikdy nevrati, pokud z néj startuje. V opa¢ném piipadé, pokud
fij = P;j(1;(1) < 00) =1, se stav j nazyva trvaly.

Trvaly stav se nazyva nenulovy, pokud p; = E;7;(1) < oo, tj, pokud je stfedni doba névratu
konecna. Je-li p1; = E;7;(1) = oo pro trvaly stav j, pak se j nazyva nulovy.

e Necht d; je nejvétsi spolecny deélitel ¢isel n > 1, pro které pﬁ?) > 0. Je-li d;j > 1, pak iikame,
ze stav j je periodicky s periodou d;. Je-li d; = 1, fikdme, Ze stav j je neperiodicky.

PLATI.

— Stav j je trvaly prave tehdy, kdyz > -, pﬁ?)
(

— Trvaly stav j je nulovy pravée tehdy, kdyz p

J

= OQ.

?)—>0,n—>oo.

DEFINICE. Stav j je dosazitelny ze stavu i, pokud existuje n € Ny tak, ze pE;)

piipadé je stav j ze stavu i nedosazitelny. Retézec, ve kterém jsou viechny stavy navzajem dosazitelné,
se nazyva nerozlozitelny. V opacném pripadé je rozlozitelny.

> 0. V opacném

PrLAT{

— Jsou-li stavy 7 a 7 navzajem dosazitelné, pak jsou stejného typu.

— V nerozlozitelném tetézci jsou vSechny stavy stejného typu.

— Je-li j trvaly a k je dosazitelny z j, pak k je trvaly, j je dosazitelny z k a fjr = fi; = 1.
— V fetézci s konecné mnoha stavy nemohou byt vSechny stavy prechodné.

— V fetézci s konec¢né mnoha stavy neexistuji nulové stavy.

— V nerozlozitelném tetézci s koneéné mnoha stavy jsou vSechny stavy trvalé nenulové.

STACIONARNT ROZDELENT. Necht {X,,} je homogenni Markoviv Fetézec s matici pravdépodobnosti
pfechodu P a mnozZinou stavii S. Necht 7 je pravdépodobnostni rozdéleni na S. Pak 7 nazveme
staciondrni rozdéleni {X,,}, pokud plati

P =x".

— V konec¢ném tetézci vzdy existuje stacionarni rozdéleni. To je urc¢eno jednoznacné prave tehdy,
kdyz jsou vsSechny trvalé stavy vzajemné dosazitelné.
— Je-li 7 stacionarni rozdéleni a i € S prechodny, pak m; = 0.



