
Náhodné procesy 1. Letńı semestr

Ukázková zápočtová ṕısemka

Př́ıklad 1. (2+4 = 6 bod̊u) Myš se pohybuje v následuj́ıćım bludǐsti, které je tvořeno pokoji 1 až
4 a chodbami, které tyto pokoje spojuj́ı. V pokoji 2 na myš č́ıhá kočka, takže když jej myš navšt́ıv́ı,
tak je sežrána a už tento pokoj neopust́ı. Podobně, v pokoji 4 je umı́stěn sýr, který když myš najde,
již jej neopust́ı. Ve zbylých pokoj́ıch se myš každou minutu rozhodne a bud’ s pravděpodobnost́ı
1/4 z̊ustane v daném pokoji nebo si náhodně vybere jednu z chodeb (všechny se stejnou pravdě-
podobnost́ı), které z daného pokoje vedou, a tou přejde do sousedńıho pokoje. Označme jako Xn

náhodnou veličinu udávaj́ıćı č́ıslo pokoje, ve kterém se myš nacháźı v čase n.

(a) Napǐste matici pravděpodobnost́ı přechodu řetězce {Xn}∞n=0 a klasifikujte jeho stavy. Vše řádně
zd̊uvodněte.

(b) Spočtěte, s jakou pravděpodobnost́ı skonč́ı myš u sýru, pokud startuje z pokoje j pro j = 1, 3.

Př́ıklad 2. (1+7 = 8 bod̊u) Šnek leze na nekonečný strom. Je-li ve výšce n, vyleze v následuj́ıćı
hodině o jeden centimetr nahoru s pravděpodobnost́ı 1/3n+1. Naopak, s pravděpodobnost́ı 2/3n+1

nevydrž́ı nápor gravitace a sklouzne dol̊u na zem. Se zbylou pravděpodobnost́ı šnek odpoč́ıvá a
v následuj́ıćı hodině se nepohne z mı́sta. Označme jako Xn výšku (v centimentech), ve které se
šnek nacháźı po n hodinách.

(a) Uvědomte si, {Xn} tvoř́ı Markov̊uv řetězec a napǐste jeho matici pravděpodobnost́ı přechodu.

(b) Klasifikujte stavy řetězce a spočtěte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje).

Př́ıklad 3. (1 + 3 = 4 body) Uvažujte Markov̊uv řetězec {Xn} se stavy {1, 2, 3} a s matićı
pravděpodobnost́ı přechodu
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Klasifikujte stavy tohoto řetězce a spočtěte stacionárńı rozděleńı.

Př́ıklad 4. (2 body) V sáčku je N semı́nek, kde N je náhodná veličina s diskrétńım rov-
noměrným rozděleńım na množině {4, 5, 6}. Každé semı́nko úspěšně vykĺıč́ı s pravděpodobnost́ı
p ∈ (0, 1). Označme jako X náhodnou veličinu, která udává počet vykĺıčených rostlinek. Spočtěte
vytvořuj́ıćı funkci a středńı hodnotu X.
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