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Momentová metoda, Intervalové odhady
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1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parametrem λ > 0.

(a) Odhadněte neznámý parametr λ momentovou metodou. Je tento odhad nestranný a kon-
zistentńı? Jaké je jeho asymptotické rozděleńı?

(b) Na základě odhadu z části (a) najděte klasický asymptotický intervalový odhad λ.

(c) Podobně odvod’te, jak vypadá spolehlivostńı množina Bn.

(d) Zkonstruujte také interval spolehlivosti založený na transformaci stabilizuj́ıćı asymptotický
rozptyl.

(e) Napǐste také oba jednostranné (klasické asymptotické) intervalové odhady pro λ.

2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x; θ) = θ−1I[0 < x < θ], pro
θ > 0. Proved’te (a)–(d) stejně jako v bodě 1.

3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x; p) = px−p−1I[x > 1], pro
p > 0. Najděte odhad p momentovou metodou a odvod’te klasický asymptotický intervalový
odhad.

4. Necht’ f1 a f2 jsou hustoty rozděleńı náhodných veličin W1 a W2, pro které plat́ı EWi = µi,
VarWi = σ2

i , pro µi ∈ R, σi > 0 známé, i = 1, 2. Uvažujte směs těchto hustot

f(x; θ) = θf1(x) + (1− θ)f2(x)

pro θ ∈ (0, 1) neznámé. Máme k dispozici náhodný výběr X1, . . . , Xn pozorováńı z rozděleńı
daného hustotou f .

(a) Najděte odhad θ̂n parametru θ pomoćı metody moment̊u. Vyšetřete jeho nestrannost
(př́ıpadně vychýleńı) a konzistenci.

(b) Spočtěte středńı kvadratickou chybu θ̂n.

(c) Najděte asymptotické rozděleńı θ̂n a z něj odvod’te intervalový odhad parametru θ.

5. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na [0, θ], θ > 0. Uvažujte
Un = max1≤i≤nXi odhad parametru θ. Sestrojte přesný (nikoliv asymptotický) intervalový
odhad θ založený na Un/θ.

6. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr s hustotou f(x; b) = xb−2 exp(−x2/2b2)I[x ≥ 0] pro
b > 0.

(a) Nalezněte odhad b̂n parametru b momentovou metodou.

(b) Nalezněte asymptotické rozděleńı b̂n a na jeho základě sestrojte klasický asymptotický
intervalový odhad b.
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Opakováńı z přednášky

Momentová metoda Necht’ X = (X1, . . . , Xn) je náhodný výběr z rozděleńı FX ∈ F .

− Necht’ θX = t(FX) ∈ R je nějaký parametr tohoto rozděleńı a necht’ EX1 = g(θ) pro nějakou

ryze monotónńı funkci g : R→ R. Momentový odhad θ̂n se źıská jako řešeńı Xn = g(θ̂n), neboli

θ̂n = g−1
(
Xn

)
.

− Necht’ θX = t(FX) ∈ R2 je vektor parametr̊u rozděleńı a necht’

(
EX1

VarX1

)
= g(θ) pro nějakou

prostou funkci g : R2 → R2. Vektor řešeńı soustavy rovnic(
Xn

S2
n

)
= g(θ)

se nazývá momentovým odhadem vektoru parametr̊u θ.

Konstrukce intervalových odhad̊u Chceme zkonstruovat intervalový odhad pro parametr θ,
přičemž máme odhad θ̂n tohoto parametru, pro který plat́ı

√
n
(
θ̂n − θX

) D→ N
(
0, σ2(θX)

)
,

kde σ2(·) je funkce spojitá ve skutečné hodnotě parametru θX .

− Klasický asymptotický interval spolehlivosti vycháźı z asymptotického rozděleńı θ̂n a

z Cramérovy-Sluckého věty. Jelikož
√
n (θ̂n−θX)

σ(θ̂n)

D→ N
(
0, 1
)
, plat́ı

lim
n→∞

P
(
− u1−α/2 ≤

√
n (θ̂n−θX)

σ(θ̂n)
≤ u1−α/2

)
= 1− α,

a tedy (
θ̂n −

u1−α/2 σ(θ̂n)√
n

, θ̂n +
u1−α/2 σ(θ̂n)√

n

)
(1)

je intervalový odhad parametru θX o asymptotické spolehlivosti 1− α.

− Jiný možný postup využ́ıvá př́ımo, že pro množinu

Bn =
{
θ :
∣∣∣√n (θ̂n − θ)

σ(θ)

∣∣∣ ≤ u1−α/2

}
(2)

plat́ı, že P
(
Bn 3 θX

)
= 1−α. Zpravidla je Bn interval, ale obecně může být zadán jen implicitně.

− Interval spolehlivosti založený na transformaci stabilizuj́ıćı asymptotický rozptyl.

Necht’ g je taková, že [g′(θ)]2 σ2(θ) = 1, pak z ∆-metody dostáváme, že
√
n
(
g(θ̂n) − g(θ)

) D→
N
(
0, 1
)

a tedy (
g(θ̂n)− u1−α/2√

n
, g(θ̂n) +

u1−α/2√
n

)
je intervalový odhad pro g(θ). Z něj pak invertováńım obou meźı źıskáme intervalový odhad
parametru θ o asymptotické spolehlivosti 1− α.
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