MATEMATICKA STATISTIKA ZIMNi SEMESTR 2018
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UVODN{ NASTAVEN{.
— Z internetové stranky www.karlin.mff.cuni.cz/"hudecova/education/ si muzete si stahnout
zdrojovy kod k dnesnimu cviceni cvicenilO.R.
— Oftevfete si program R Studio, zmeénte si pracovni adresai a vycistéte pracovisté
setwd("H: /nmsa331")
rm(list=1s())
— Nactéte si data Hosi.txt a ujistéte se, ze se Vam data dobfe nacetla.
— Do proménné alpha is ulozte testovaci hladinu 0.05.
— Opét se budeme zabyvat porodni hmotnosti a opét budeme nejprve pracovat pouze s (ndhodnym)
podvybérem o rozsahu n = 100 pozorovani.
set.seed(04122018)
hmot100 = sample(Hosi$por.hmot, 100)
n=length (hmot100)

hmot=Hosi$por.hmot

JEDNOVYBEROVY ZNAMENKOVY TEST

1. Minule jsme se zabyvali otazkou, zda je prumérnd porodni hmotnost chlapcu rovna 3,3 kg.
Zopakujte tuto analyzu (pomoci t-testu) na ,dnesni“ data.

— Pripomerite si pravdépodobnostni model, ktery jsme uvazovali a nulovou i alternativni
hypotézu.
— Zformulujte zaveér.

2. Nyni se budeme snazit zodpovédét tutéz otazku pomoci znaménkového testu.

— Pripomerte si predpoklady tohoto testu (tj. uvazovany model pro nase data).
— Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.
— Testova statistika ma tvar .
Yo=Y I[X; > my),
i=1

kde mg je nami testovana hodnota 3300 g. Jaké mé presné a jaké asymptotické rozdéleni?
— Asymptoticky test provedeme nejprve manualné podle navodu z prednédsky. Nejprve ale

vyradime pozorovani, kterd jsou presné rovna 3300, a spocitame si hodnotu Y,

sum (hmot100 == 3300)

(nLess <- sum(hmot100 < 3300))
(nMore <- sum(hmot100 > 3300))

(N <- nLess + nMore)
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Nase analyza tedy bude zalozena na N poc¢tu pozorovani, v proménné nMore je hodnota tes-
tové statistiky Y,,. Pro provedeni asymptotického testu si ji prislusné znormujeme. Nésledné
ji porovname s kvantilem normalniho rozdéleni, nebo spoc¢itame piimo p-hodnotu:

(Z = (nMore - N/2) / sqrt(N*1/4))

gnorm(1l-alpha/2)

# p- hodnota (dve moznosti, jak spocitat):
2% (1-pnorm(abs(Z)))

2*pnorm(-abs(Z))

K jakému zavéru jsme dosli?

3. Cely vypocet muzeme provést rychleji pomoci funkce prop.test, ktera slouzi k testovani
pravdépodobnosti (proporce) v alternativnim rozdéleni.

prop.test(x=nMore, n=N,p=1/2,correct=FALSE)
# nebo kdybychom nMore a N nemeli ulozene:
prop.test (x=sum(hmot100>3300) ,n=sum(hmot100!=3300) ,p=1/2, correct=F)

— Vsimnéte si, ze jsme dostali opravdu stejnou p-hodnotu. Testova statistika je ale jina.
Najdete souvislost s nasim vysledkem ulozenym v Z?7 Jaké asymptotické rozdéleni ma
tedy testova statistika funkce prop.test?

— Nastaveni correct=FALSE zakazuje tzv. korekci pro spojitost, kterd je jinak defaultné za-
pnuta. Vice v samostatném cviceni ¢. (iii).

— Zmaménkovy test lze provést také jako presny test zalozeny na binomickém rozdéleni, viz
samostatna prace (vii).

4. Vyzkousejte, co by se stalo, kdybychom cely vypocet provadéli s nLess namisto nMore.

5. Jelikoz znaménkovy test prevadi nase naméfena data na binarni, podivame se na to, jak
vizualizovat kategorialni veli¢inu:

Y <- hmot100[hmot100 != 3300]; # vybereme hmotnosti ruzne od 3300

Y <- factor(Y > 3300) # udelame z nich 0-1 veliciny a chapeme je jako "faktor"
levels(Y) <- c("< 3300", "> 3300") # pojmenujeme kategorie

summary(Y)  # kontrola s nLess a nMore

plot(Y,col=2:3);

# totez jako:

barplot (table(Y),col=2:3)

# nebo

barplot(c(nLess, nMore), col=2:3,legend=c("< 3300", "> 3300"))

#proporcionalne:

pie(table(Y),col=2:3)

# nebo

barplot (prop.table(as.matrix(c(nLess, nMore))), col=2:3, legend=c("< 3300", "> 3300"))
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JEDNOVYBEROVY WILCOXONUV TEST

6. Stale se budeme zabyvat otazkou, zda je prumérna porodni hmotnost chlapcu rovna 3,3 kg.
Nyni k testu pouzijeme Wilcoxonuv test

(a)
(b)

()

(d)

Jaky model predpokladame pro nase data nyni?

Jak budeme ted formulovat testované hypotézy?

— Porovnejte predpoklady Wilcoxonova testu s predpoklady presného t-testu a s predpo-
klady asymptotického t-testu.

— Porovnejte, kdy jsou testované hypotézy ekvivalentni a kdy naopak nejsou.

— Uved'te ptiklad situace, pro kterou muzeme pouzit Wilcoxontv test a t-test by nebyl
vhodny, a situace opacné.

Pripomente si testovou statistiku tohoto testu: Je-li Z; = X; — &g, kde &y je pro nas 3300,

pak
w- R,
iel
kde R; jsou poradi |Z;| a I je mnozina indexu i takovych, ze Z; > 0. Test muzeme provést
jak pfesny (pro rozumné malé n; viz samostatné cviceni (iv).) nebo asymptoticky zalozeny
na tom, ze statistika

n(n+1)
W nlr)

n(n+1)(2n+1)
24

mé asymptoticky N(0, 1) rozdéleni.

— Pro provedeni testu musime opét nejprve odstranit pozorovani rovné primo dy.

— V piipadé vyskytu shod je potifeba jmenovatel zmensit o tzv. korekci rozptylu (viz
skripta str. 89). V R se toto déje defaultné.

— Navic se uvazuje jesté korekce pro spojitost, kdy se ¢itatel snizuje o 1/2 podobné
jako u znaménkového testu (viz samostatné cviceni (iii)). Toto lze vypnout pomoci
correct=FALSE.

Provedeme test

wilcox.test(hmot100, mu = 3300, correct=FALSE)

Jaky je nas zaver?

7. Ovérime, ze uvedena testova statistika je skutecné W uvedené vyse

X <- hmot100 - 3300

x <= x[x !'= 0] ### nebudeme pouzivat porodni hmotnosti 3300
(R <- rank(abs(x)))

(Splus <- sum(R[x > 0]))

8. Porovname silu t-testu, znaménkového testu a Wilcoxonova testu pro normalni rozdéleni po-
moci simulaci. Budeme tedy generovat ndhodny vybér o rozsahu n=100 z N(0.2, 1) a budeme
testovat Hy : u = 0 proti Hy : p # 0. Test provedeme pomoci vSech ti{ testi a ulozime si
prislusné p-hodnoty. Cely postup zopakujeme nopak=1000 krat a odhad sily spoc¢teme jako
relativni cetnost ptripadu, kdy se nam podarilo Hy zamitnout.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/nmsa331/ms1.pdf
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opak=1000
n=100

p.t=numeric (opak)

p.z=numeric (opak)

p.w=numeric (opak)

for(i in 1:opak){
x=rnorm(n,mean=0.2,sd=1)
p-tlil=t.test(x,mu=0)$p.val
p.-wlil=wilcox.test (x,mu=0)$p.val
p-z[il=prop.test (sum(x>0) ,n,p=1/2)$p.val
}

mean (p.t<=0.05)
mean (p.w<=0.05)
mean (p.z<=0.05)

Zkuste zmeénit velikost rozsahu n nebo alternativu, za které simulujeme, a sledujte, jak se
meéni sila. Lze udélat néjaky obecny zaveér o sile zkoumanych tii testu?

9. Spolectné se podivame na porovnani sily uvedenych tii testu v zavislosti na velikosti parametru
polohy pro ruzné rozdéleni, viz zdrojovy kéd cvicenilO_obrazky.R.

PAROVY PROBLEM

10. Nékteré zdroje uvadéji, ze chlapci v prubéhu prvniho roku zivota pfiberou v pruméru vice
nez 6,5 kg. Mame za tkol ovérit, zda jsou nase data v souladu s timto tvrzenim.

(a) Jsou porodni hmotnost a hmotnost v jednom roce nezdvislé veliciny? Uvedte dalsi mozné
priklady parového problému.
(b) Spocitdme si vahovy prirustek béhem prvniho roku:
hmot<- Hosi$por.hmot
hmot1l <- Hosi$hmotnost
rozdil=hmotl-hmot
(c) Nejprve pouzijeme t-test.
— Jaky model predpokladdme (uvazte pomoci vhodnych grafii) a jak zni nulova a alter-
nativni hypotéza?
— Proved'te test a interpretujte vysledek.
# postup, ktery jiz zname:
t.test(rozdil, alternative="greater",mu=6500)
# nebo pomoci volby paired:
t.test(hmotl, hmot, alternative="greater",mu=6500, paired=T)
# pozor na poradi!
(d) Nyni na stejny problém pouzijeme znaménkovy test.
— Co nyni predpokldaddame? A co testujeme? Je obecné néjaké souvislost mezi testova-
nou kvantitou a charakteristikami ptuvodnich pérovych veli¢in (porodni hmotnosti a
hmotnost v 1 roce)?
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11.

— Provedeme test
n.more=sum(rozdil>6500)
n=sum(rozdil!=6500)
prop.test(n.more, n, alternative = "greater")
Jaky je nas zaver?

(e) Nakonec si na tomto problému vyzkousime jesté i Wilcoxonuv test.

— Co nyni predpokladame? Co predpokladame navic proti jednovybérovému Wilcoxonovu
testu? Jaké testujeme hypotézy?

— Proved'te test.

Zajima nés vékovy rozdil mezi rodici chlapcu. Konkrétné bychom radi védeli, zda jsou otcové
v prumeéru o vice nez 2 roky starsi nez matky.

(a) Nejprve si prohlédnéte vhodné popisné statistiky a grafy, které ilustruji rozdéleni vékového
rozdilu.

(b) Zvolte test, ktery Vam pifjde pro tato data nejvhodnéjsi a proved'te jej. Uvédomte si, jaky
uvazujete model, jaké testujete hypotézy a jak budeme interpretovat zaver.

SAMOSTATNA PRACE

(i)

(i)

(iii)

V ramci tohoto cviceni jsme pro test hypotézy, zda je prumérna porodni hmotnost chlapcu
rovna 3,3 kg, pouzili nékolik rozliénych testu, které v praxi mohou vést k riznym p-hodnotam
a ruznym zavérum. Kterému vysledku tedy mame ,vérit“?

Pomoci znaménkového testu provedte test hypotézy, zda je priumérnd porodni hmotnost nizsi
nez 3,5 kg. Zformulujte f4dné nulovou a alternativni hypotézu a proved'te test.

Vyzkousejte si znaménkovy test se zapnutou korekei pro spojitost. Ovérte, ze v tomto pripadé

se pocita testova statistika

ZC _ Yn - g - %Sgn(Yn - %)

n

1
(resp. jeji druhd mocnina). Pouzijte postup analogicky tomu v bodé 2.
Korekee pro spojitost zde vychazi z toho, ze Y,, mé diskrétni rozdéleni a P(Y,, <y) = P(Y, <
y + 1). Tudiz pii prechodu k asymptotické aproximaci spojitym normalnim rozdélenim s dis-
tribuéni funkei F' 1ze P(Y,, < y) aproximovat jak F'(y + ¢) pro vSechna ¢ € [0, 1]. Jako ur¢ity
kompromis tedy vezmeme F(y + 1/2).

Pro Wilcoxontuv test muzeme pouzit i presny test, zalozeny na presném rozdéleni W. Je vsak
nutné, aby v datech nebyly shody a zadné pozorovani nebylo rovno presné testované hodnoteé.
Pro vyssi n muze byt ale vypocet ¢asové naroény. Vyzkousejte si to na simulovanych datech
z rovnomeérného rozdélent:

x=runif (100,0,1)
wilcox.test(x,mu=1/2,exact=TRUE)

Postupné zvysujte pocet pouzitych dat ze 100 na 200, 500, 1000, 2000. Pro jaky rozsah dat
je jeSté mozné pouzit presny test?
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(v) Manuélni vypocet p-hodnoty Wilcoxonova testu: Vzorec pro korekei rozptylu z duvodu vyskytu
shod viz skripta str. 89 (pasaz pred zacatkem ¢ésti 5.6).

ESplus <- Nx(N+1)/4
# totez jako 1/2*sum(1:N)
varSplus_NoTies <- N x (N + 1) x (2 * N + 1) / 24

#vypocet korekce:

(tx <- table(R)) # Pocet jednotlivych hodnot

varCorrectWithTies <- sum(tx"3 - tx) / 48 # Korekce v pripade shod
varSplus <- varSplus_NoTies - varCorrectWithTies

(U <- (Splus - ESplus) / sqrt(varSplus))
(U.corr <- (Splus - ESplus - 0.5) / sqrt(varSplus))

### P-hodnoty
(P <- 2xpnorm(-abs(U)))
(P.corr <- 2xpnorm(-abs(U.corr)))

Prvni p-hodnota odpovida testu bez korekce pro spojitost, druha odpovida korekci pro spo-
jitost. Muzeme je srovnat s p-hodnotami:

wilcox.test(hmot100, mu
wilcox.test (hmot100, mu

3300, correct = FALSE)$p.val
3300)$p.val

Vysledné p-hodnoty zkuste sami porovnat s p-hodnotou, kterou bychom dostali bez korekce
jmenovatele.

(vi) Porovnejte silu jednovybérovych testu pro rovnomérné rozdéleni (stejné jako v 8.). Napiiklad
simulujte data z R[0, 1.2] a testujte, zda je stfedni hodnota (medidn) rovna 1/2.

(vii) Znaménkovy test ma kromé asymptotické verze (kterou jsme délali vyse) i pfesnou variantu
zalozenou na binomickém rozdéleni. V' R muzeme pouzit funkce binom.test, parametry této
funkce jsou pak stejné jako u prop.test. Proved'te pro porovnani test hypotézy, zda je priumérna
porodni hmotnost nizsi nez 3,5 kg, i pomoci presného testu. Vyzkousejte pouziti nasich 100
vybranych hodnot i vSech dostupnych dat.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/nmsa331/ms1.pdf

