1. TELESO KOMPLEXNICH CISEL
Definice. MnoZinou komplexnich &sel rozumime mnozinu R2.
Mnozinu komplexnich c¢isel znacime C.
Na mnoziné C definujeme operace
o séitani + jako v R2
e nasobeni . predpisem
(x,y).(u,v) = (zu — yv, 2V + Yyu).
Pozorovani. Obé operace jsou komutativni.
Pozorovani. Jednotkovym prvkem je (1,0).

Pozorovani. K prvku (z,y) € C, (x,y) # (0,0) existuje pravé jeden inverzni prvek

dany predpisem
z Y
2 + y2 ’ 2 + yQ :

Zakladni vlastnosti komplexnich é&isel

e Mnozina C s operacemi s¢itani a nasobeni tvori komutativni téleso.
e Téleso R je izomorfni podtélesu {(z,y) € C:y = 0}.
e Na C neni definovano pfirozené uspotradani.

Véta. Zdkladni véta algebry. Kazdy polynom stupné alespon 1 s komplexnimi ko-
eficienty ma alespon jeden koren v C.

Pro polynomy stupné 1 az 4 lze najit pfedpis pro feseni, pro stupen 5 a vysSsi
neni znam ,algebraicky“ diikaz. Dokazeme pozdéji jako aplikaci komplexni analyzy.
Zapisy komplexniho ¢isla.
Prvek (0,1) ozna¢ime jako i.
e Algebraicky. Prvek (z,y) zapisujeme jako x + iy, prvek (x,0) zkrdcené
jako x.

e Maticovy. Prvek (z,y) zapisujeme jako ( :Uy z ) . Sc¢itani a nasobeni

na C odpovidé séitani a nasobeni matic.

e Trigonometricky. Prvek (z,y) zapisujeme jako r(cos ¢ + isin p).
Zakladni operatory na C.
Pro z = x 4+ iy = r(cos ¢ + isin @) definujeme tyto operatory.
Realna éast. Rez ==z
Imaginarni ¢ast. Imz =z
Absolutni hodnota (modul). |z| = /22 +y2 =7
Cislo komplexné sdruzené. z = x — iy
Argument arg z = ¢, hlavni hodnota argumentu volba ¢ € [—m, ), zna-
¢ime Arg.
Vlastnosti: Pro kazd4a z,w € C plati

e ztw=z+w
2z =|z|2
|zw| = [2||w]
[Rez| < |z|, Imz| < |z|
2| = |2]



C jako metricky prostor.

Metrika na C je definovéana jako d(z,w) = |z — w|.

Metrika na C je izomorfni metrice na R2.

Oteviené, uzaviené, kompaktni mnoziny stejné jako v R2.
Limita posloupnosti, limita funkce, spojitost stejné jako v R2.

Komplexni funkce realné proménné
Komplexni funkce redlné proménné je zobrazeni f: M — C, M C R.
Rozsifeni béZnych pojmu:

e Derivace. Derivaci funkce f v bodé x rozumime ¢islo

y—r Yy —x
pokud tato limita existuje (v C.)
e Primitivni funkce. Funkce F' : (a,b) — C je primitivn{ funkce k f na
(a,b), jestlize F'(x) = f(x) pro vSechna = € (a,b).
e Integral. Riemanntvintegral z funkce f definujeme jako

/abf(z)dx - /ab Ref(z)dz +i/ab Imf(z)dz,

pokud oba integraly na pravé strané konverguji.

Snadna pozorovani:
Necht Necht f: M — C, je komplexni funkce redlné proménné, « € R a z € C.
Pak plati
o lim, . f(z) = z, pravé kdyz lim,_,, Ref(z) = Rez a lim,_,, Imf(z) =
Imz. Podobné pro limity zleva a oboustranné.
e f je spojitd (zleva, zprava) v bodé a, pravé kdyz obé funkce Ref a Imf
jsou spojité (zleva, zprava) v bodé a.
o f'(x) existuje, pravé kdyz existuji vlastni derivace (Ref)'(x) a (Imf)’(z).
Pak f'(2) = (Ref)'(x) + i(Im ) (z).
e Funkce F': (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), pravé kdyz ReF je
primitivni funkci k Ref na (a,b) a ImF je primitivni funkci k Imf na (a, b).
Véta. Odhad integralu Necht a < b jsou realna ¢isla a f : [a,b] — C je spojita

funkce. Pak plati
b
[t
a

Komplexni funkce komplexni proménné
Komplexni funkce komplexni proménné je zobrazeni f : M — C, M C C.

b
g/ f(@)ldz < (b— a) max |f(z)]-

z€[a,b]

Definice. Necht f je komplexni funkce komplexni proménné a a € C. Potom derivaci
funkce f v bodé€ a rozumime ¢islo
f’(a) — lim f(Z) - f(a’)7

z—a z—a
pokud tato limita existuje (v C.)
Definice. Necht 2 C C,  oteviens. Rekneme, ze funkce f je holomorfns na mno-
ziné Q, pokud mé v kazdém bodé € derivaci. Necht M C C. Rekneme, Ze funkce
f je holomorfni na mnoziné M, pokud existuje 2 C C, 2 oteviend, M C Q a f je
holomorfni na €.



Definice. Funkce holomorfni na C se nazyva celd funkce.

Pro funkci f komplexni proménné oznac¢ime fi(x,y) = Ref(z +iy) a fa(z,y) =
Imf(z +iy) a f = (f1, f2)-
Véta. Cauchy-Riemannovy podminky Necht z = a + b, kde a,b € R. Pak f ma v
bodé z derivaci podle komplexni proménné, pravé kdyz f ma v bodé (a,b) totalni

diferencial a plati
oh 0k O0h _ _0f
dr Oy oy oz’
Poznamky

e Véty o aritmetice a skladani derivaci plati pro derivaci komplexni funkce
stejné jako pro derivaci realné funkce.
e Pro funkci f komplexni proménné a g funkci redlné proménné a x € R plati

(f(g(2))) = f'(g9(x))(g(2))",
pokud derivace na pravé strané existuji.
e Pokud ma f v bodé z derivaci, potom je v z spojita.
e Pokud 2 C C je oteviena konvexni mnozina a pro kazdé z € € plati
f'(2) =0, potom f je na Q konstantni.

2. ELEMENTARNI FUNKCE NA C

Exponencialni funkce
Definice. Pro z € C, z = a 4+ ib, a,b € R definujme
exp(z) = e = e = e%(cos b + isinb).
Funkci exp nazyvame exponencialni funkce.
Pozorovani. Na R splyva s obvyklou definici e”.
Véta. Viastnosti funkce exp.

e Funkce exp je definovana na C, je na C holomorfni a plati exp’(z) = exp(z)
pro z € C.

e Pro z,w € C plati exp(z + w) = exp(z) exp(w).

e FEuleriv vzorec Pro b € R plati exp(ib) = cosb + isinb.

e Pro z € C plati exp(z) # 0, exp(Z) = exp(z), | exp(z)| = e

Rez

Goniometrické a hyperbolické funkce
Definice. Pro z € C definujeme:

e Funkci sinus: sin z = &RE2)—exp(=iz)

3
e Funkei kosinus: cos z = SRz Texp(=iz)

5 :
e Funkci hyperbolicky sinus: sinh z = e"p(z);ﬂ.
e Funkci hyperbolicky kosinus: cosh z = w.
Pozorovani. Na R splyva s obvyklou definici.

Véta. Viastnosti goniometrickych a hyperbolickiyjch funkct.

e Funkce sin, cos, sinh, a cosh jsou definovany na C a jsou na C holomorfni.
e Pro kazdé z € C plati

sinhiz = ¢sin z, coshiz = cos z, exp(z) = cosz + isin z.
e Pro kazdé z € C plati

. . . ! ! .
sin’ z = cos z, cos’ z = —sin z, sinh’ z = cosh z, cosh’ z = sinh z.



OBRAZEK 1. Reexp(z)

OBRAZEK 2. Imexp(z)

e Pro kazdé z € C plati sin? z 4 cos? z = 1, cosh? z — sinh? z = 1.
e Souctové vzorce plati stejné jako v R.

Véta. Funkce exp zobrazuje C na C\ {0}.
Komplexni logaritmus
Redlny logaritmus (definovany na (0, 00)) budeme znaéit In.

Definice. Pro z € C\ {0} oznaéme

logz = {w € C: exp(w) = z}.



OBRAZEK 3. Resin(z)

Hlavni hodnotou logaritmu z nazveme w € log z takové, ze Imw = [—m, 7). Hlavni
hodnotu znacime Logz.
Poznamka. Néktefi autoii pouZivaji opa¢nou konvenci pro Log a log, nebo jiny
interval, napt [0, 27).
Véta. Viastnosti logaritmu.

e Pro kazdé z € C\ {0} plati log z = {(Logz) + 27ki : k € Z}.

e Funkce Logz je holomorfni na mnoziné C\ (—oo, 0] a na této mnoziné plati

Log'z = 1/z.
e Pro kazdé z € C\ {0} plati arg z = {Imw : w € log z} a Argz = ImLogz.
Obecna komplexni mocnina

Definice. Pro z € C\ {0} a a € C znacime

2% = exp(alogz)

me(2) = {exp(aw) : w € log z}.

Pozorovéani. Pro z € C\ {0} plati 2° = 1, my(z) = {1}. Definice 2" pron € N
odpovidé algebraické definici. Déle z=% = 1/2%. Pro a = 1/n, n € N m4 mnozina
me(z) n prvki.

3. STEINOMERNA KONVERGENCE

Definice. Necht M je mnozina a necht (Q, o) je metricky prostor. Necht f a f,,
n € N jsou zobrazeni definované na M s hodnotami v Q. Rekneme, Ze posloupnost
fn konverguje
e bodové k f na M, pokud pro kazdé x € M lim,,_, fn(z) = f(2),
e stenomérné k f na M, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje ng tak, Ze pro
kazdé x € M a pro kazdé n > ng o(f(z), fn(z)) <e.



OBRAZEK 4. Imlog(z)

Pokud M je navic metricky prostor, fekneme, Ze posloupnost f,, konverguje k f
lokalné stejnomérné na M, pokud pro kazdé z € M existuje e > 0 tak, Ze
posloupnost f,, konverguje k f stenomérné na B(z,¢).

Véta. Moore-Osgoodova Necht (P, p) je metricky prostor, zo € P a necht funkce
fn s hodnotami v R nebo C konverguji stenomérné k funkci f na B(zg,r) \ zo
pro né&jaké r > 0. Necht pro kazdé n € N lim,_,,, fn(z) = a,. Potom exituji
lim, ., f(z) a lim,_, a, a tyto limity jsou si rovny.

Véta.Stejnomérnd konvergence a spojitost Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické
prostory. Necht f a f,, n € N jsou zobrazeni definovand na P s hodnotami v
Q. Necht f, jsou spojitd a nechf konvegruji lokdlné stejnomérné k f. Potom f je
spojité.

Véta.Stejnomérnd konvergence a integral Necht [a, b] je omezeny interval a necht
fn je posloupnost spojitych redlnych funkci na (a,b). Necht f,, konvegruji stejno-
mérné k f. Pak

b

b
lim fn(:c)dx:/ f(z)dz.

n—oo a

Véta.Stejnomérnd konvergence derivact Necht (a,b) je omezeny interval a necht
fn je posloupnost redlnych funkei na (a,b). Necht kazdd f, ma spojitou vlastni
derivaci f; na (a,b). Necht existuje zo € (a,b) takové, ze f,(zo) je konvergentni
posloupnost. Necht posloupnost f/ je stejnomérné konvergentni na (a,b). Pak exis-
tuje realna funkce f na (a, b) tak, ze f,, stejnomérné konvergujik f a f;, stejnomérné
konverguji k f’ na (a,b).

Radu funkci Zzozl frn interpretujeme jako posloupnost ¢asteénych souctt, a apli-
kujeme na ni tyto pojmy a véty. Rikdme tedy, ze fada konverguje stejnomérné,
pokud konverguji stejnomérné jeji ¢astecné soucty, apod.



4. MOCNINNE RADY

Definice. Necht a € C a {c¢,}>2, je posloupnost komplexnich ¢éisel. Nekoneénou
fadu funkci tvaru

oo

() 3 enlz —a)"

n=0

nazyvame mocninnou fadou o stfedu a. Polomérem konvergence této rady rozumime
R € [0, +o0] definované vzorcem

R = sup{r € [0, +o0) : Z len|r™  konverguje}.
n=1

Mnozinu
U(a,R) ={z € C:|z—a| < R},
nazyvame kruhem konvergence této rady.

Véta. Kazd4d mocninné fada konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na svém
kruhu konvergence.

Véta. Polozme

L= lim sup {/|c,|.

m—00 p>m

Potom polomér konvergence fady (*) je R = + pokud L >0 a R = oo pro L = 0.
Pokud existuje

K = Tim <1l
5% Jen]

pak K = L.
Pozorovani. Rady
—a)" ! " (z—a)"t
;ncn(z a)" nz:;)n—i—l( )
maji stejny polomér konvergence jako (*).
Pro fadu (*) definujeme funkci
oo
f@) =) ez —a)"
n=0

na U(a, R).
Véta. Funkce f je holomorfni na U(a, R) a

f(z)= Z nep(z —a)"

na U(a, R). Ozna¢me

na U(a, R), potom F'(z) = f(z) na U(a, R).



5. KRivky v C.

Definice. Kfivkou v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného intervalu do C.
Definice. Je-li ¢ : [a,b] — C kiivka, pak
obrazem kiivky rozumime jeji obor hodnot, znacime (¢),
pocateénim bodem kiivky rozumime ¢(a), koncovym bodem bod (b),
k¥ivku ¢ nazyvadme uzavienou, pokud ¢(a) = ¢(b),
opacnou kfivkou k ¢ rozumime kiivku ¢ : [-b,—a] — C definovanou
vztahem =p(t) = o(—t).
Definice. Necht ¢ : [a,b] = C a ¢ : [¢,d] — C jsou kiivky pro které plati p(b) =
(c), pak jejich spojenim ¢ + 1) rozumime kfivku definovanou na intervalu [a, b +
d — ] vatahy (¢ +¢)(t) = ¢(t) pro t € [a,b] a (¢ + ¢)(t) = ¢(t — b+ c) pro
te(bb+d—d.
Priklady kiivek
e Orientovand tsecka ¢(t) = z(1 — t) + wt; ¢ € [0,1] (z bodu z do bodu w.)
e Kruznice ¥(t) = z +ret; 2 € C, r > 0, t € [0,27] (o stiedu 2 a poloméru

r.)

e Lomena ¢ara je spojeni konecné mnoha orientovanych tsecek.

Definice. Cesta je po ¢astech hladké kiivka. (Tedy mé spojitou derivaci vyjma
nejvyse koneéné mnoha bodi, ve kterych ma derivace vlastni jednostranné limity.)

Definice. Délkou cesty ¢ : [a,b] — C rozumime
b
Lo) = [ 1ol
a

6. INTEGRAL PODEL CESTY

Definice. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a f je spojitd funkce na (¢). Potom definu-
jeme integral f podél ¢ jako

b
/&wwz/fwwwmw

Véta. Viastnosti integralu podél cesty. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a f je spojité
funkce na ().

e Necht h je rostouci C! zobrazeni intervalu [c, d] na [a, b], pak

o f(z)dz = /wf(z)dz.

Lf(z)dz - /@ £(2)dz.

e Necht ¢ : [¢,d] — C je k¥ivka pro kterou plati ¢(b) = ¥(c), a g je spojitd
funkce na {p + v), pak

L |, 9z = /@ g(2)dz + /w o(2)dz.

L £(2)dz

< L(p) max [f(2)].
2€(p)
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Definice. Necht G C C je oteviend a f : G — C je funkce. Funkci F' nazveme
primitivni funkci k f na G pokud

pro kazdé z € G.

Véta. Necht G C C je oteviend, f : G — C je spojitd funkce a F' je primitivni k f
na G. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta takovd, Ze (p) C G. Potom

Pokud ¢ je uzaviend kiivka, pak f@ f(z)dz =0.

7. OBLAST

Definice. Oteviena mnozina 2 C C je souvisld, pokud neexistuji dvé neprazdné
disjunktni oteviené mnoziny G1, Gy C () takové, ze G1 UGy = (). Souvislou otevie-
nou mnozinu v C nazyvame oblast.

Definice. Otevienad mnozina 2 C C je kiivkové souvisla, pokud pro kazdé dva
body z,w € Q existuje kiivka ¢ tak, ze z,w € () C Q.

Véta. Charakterizace oblasti. Oteviena mnozina 2 C C je souvisla, pravé kdyz je
kiivkové souvisla. (Déle plati, ze kazdé dva body € lze spojit lomenou ¢arou.)

8. PRIMITIVNI FUNKCE

Véta. Primitivni funkce a krivkovy integrdl. Necht Q C C je oblast a f : Q@ — C je
spojita funkce. Pak nasledujici podmiky jsou ekvivalentni

(1) f ma v Q primitivni funkci.
(2) Pro kazdé dvé cesty ¢ : [a,b] = Q a ) : [c,d] — Q takové, Ze p(a) = ¢(c) a

p(b) = ¥(d) plati
f(z)dz = z)dz.
[a =) /wf( )

(3) Pro kazdou uzavienou cestu ¢ : [a,b] — Q plati

L F(2)dz = 0.

Definice. Necht ¢ je uzaviend cesta a a € C\ {p). Pak index bodu a vzhledem k
cesté ¢ je definovan jako
1 d
indoa = — / °
2mi J,z—a
Véta. Jordanova véta pro krivky. (bez dikazu) Necht kiivka ¢ : [a,b] — C je prosta

na [a,b) a uzaviend. Pak existuji oteviené souvislé neprazdné disjunktni mnoziny

G1 a Gg tak, ze C\ (p) = G1 UGa.
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OBRAZEK 5. Na Mébiové prouzku Jordanova véta neplati

OBRAZEK 6. Kochova kfivka
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9. CAUCHYOVA VETA A JEJI DUSLEDKY

Pro tfi body z,v,w € C definujeme 7,4, = [2,v] + [v,w] + [w, 2], ([z,v] je
usecka spojujici z a v) a T} 4, mnozinu vech konvexnich kombinaci z, v, w. (T je
trojihelnik, 7 je jeho hranice.)

Véta. Cauchy-Goursatova Necht z,v,w € Q C C, kde Q oteviend, T, ,., C €,
necht p € Q a necht f je spojitd na Q a holomorfni na Q \ {p}. Potom

/T f(z)dz = 0.

ERORT

Definice. Mnozina M C C se nazyva hvézdovita, pokud existuje zop € M tak, ze
pro kazdé z € M je tsecka [zo, 2] celd obsazend v M.

Véta. Cauchyova véta pro hvézdovitou mnoZinu. Necht  C C je oteviend hvézdo-
vitd mnozina a necht p € Q. Necht f je spojitd na Q a holomorfni na Q\ {p}. Potom
f méa primitivni funkci na Q. ( A tedy pro kazdou uzavienou cestu ¢ : [a,b] —
plati [ f(z)dz =0.)

Véta. Cauchyiiv vzorec pro kruh Necht funkce f je holomorfni na uzavieném kruhu
o stfedu a € C a poloméru r > 0 a necht p(t) = a + re*, t € [0,27]. (KruZnice o
stiedu a a poloméru r.) Potom pro kazdé w € U(a,r) plati

1
flw) = — Mdz.
2 J, 2 —w
Dale ma funkce f v bodé w derivace vsech fadu a plati

f(”)(w)— n! /( f(z) d

T 2mi z—w)r T

Pozorovani. Funkce holomorfni na mnoziné M C C mé na této mnoziné derivace
vSech radu.

Pozorovani. Necht Q0 C C je oteviend, necht p € Q a nechf f je spojitd na  a
holomorfni na Q \ {p}. Potom f je holomorfni na .

Pozorovani. Necht funkce f je holomorfni na uzavieném kruhu o stiedu a € C a
poloméru r > 0, potom

1 27

f(a) fa+re')dt.

:%0

Véta. Vyjadreni mocninnou fadou Necht funkce f je holomorfni na U(a,r), a € C
a r > 0. Pak f je na U(a,r) sou¢tem mocninné fady

oo
Z en(z—a)",
n=0

kde pro n € N
AR

n!

Cn
aco = f(a).
Véta. Cauchyiv odhad Necht funkce f je na U(a,r), a € C a r > 0 souctem fady

Z cn(z—a)”.

n=0
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Pro 0 < ¢ < r ozna¢ime M, = sup{|f(2)|;|z — a] = o}. Potom pro n > 0 celé plati

M
cn<—g.

=
Véta. Liouvilleova Kazda omezena celd funkce je konstantni.

Véta. ,Zakladni véta algebry.“ Kazdy polynom stupné alesponn 1 s komplexnimi
koeficienty ma alespon jeden koren v C.

Véta. O kofenech Necht funkce f je holomorfni na U(a,r), a € C a r > 0. Necht
f(a) = 0 a f neni konstantni na U(a,r). Pak existuje pravé jedno n € N a prévé
jedna funkce g holomorfni v U(a,r) tak, Ze pro kazdé z € U(a,r)

f(z) = (2 —a)"y(2)
a g(a) #0.

Véta. Weierstrassova Necht G C C je oteviena a f,, jsou holomorfni funkce, které
lokalné stejnomérné konverguji k funkci f. Pak f je holomorfni v G a pro kazdé

m € N funkce fT(Lm)

Véta. Klasifikace singularit Necht a € C a r > 0, a funkce f je holomorfni na
B(a,r) \ {a}. Pak nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

konverguji k (") lokalné stejnomérné.

(1) Existuje takové p € (0,7), Ze f je omezend na P(a, o). Pak existuje vlastni
lim, ,, f(z). Dodefinujeme-li funkci f v bodé a hodnotou této limity, do-
staneme funkei holomorfni na U(a,r). Pak fikdme, Ze f mé4 v bodé a od-
stranitelnou singularitu.

(2) lim, 4 |f|(z) = oo. Pak existuje pravé jedno p € N, pro které existuje
vlastni nenulovd lim, ,,(z — a)?f(z). Navic existuji jednozna¢né urcend
¢isla a_1,...,a_y tak, ze funkce

8 _G%p
1) (z —a) (z —a)P

ma v bodé a odstranitelnou singularitu. Pak fikame, Ze f ma v bodé a pdl
nasobnosti p.
(3) lim, 4 |f|(2) neexistuje. Pak fikame, Ze f ma v a podstatnou singularitu.

10. REZIDUOVA VETA

Definice. Necht a € C a {¢,}52 _ ., je posloupnost komplexnich ¢&isel. Nekoneénou
fadu funkci tvaru

oo

() S ealz—a)"

n=—oo

nazyvame Laurentovou Tadou o stfedu a. Mocninnou fadu

oo

Z en(z—a)"

n=0
nazyvame reguldrni éasti fady (*) a fadu
-1

(**) Y alz—a)"

n=—oo

nazyvame hlavni ¢ast fady (*).
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Pozorovani Necht a € C ar > 0, a funkce f je holomorfni na B(a,r) \ {a}. Necht
f méa v bodé& a pdl ndsobnosti p. Pak je na B(a,r) \ {a} souc¢tem Laurentovy fady

ve tvaru
oo

(10.1) Z en(z —a)™.
n=-—p
Definice. Reziduum Necht funkce f je holomorfni na B(a,r) \ {a},a € Ca 0 <
R < oo. Necht f mé v a pdl ndsobnosti p a necht
oo
Z en(z—a)"
n=—p
je Laurentovou fadou funkce f na P(a,0, R). Pak reziduem f v bodé a nazveme
¢islo
resgf =c_1.
Véta. Reziduovd véta Necht Q C C je oteviend mnozina, M C Q koneénd mnozina
a @ :[a,b] = Q\ M uzaviend cesta. Pfedpokladejme, Ze pro Q a ¢ plati Cauchyova
véta, tj. fw g(z)dz = 0 pro kazdou funkci g holomorfni na Q . Pak pro kazdou funkeci
f holomorfni na Q\ M, kterd ma pdly v bodech mnoziny M, plati

/ f(z)dz = 2mi Z ind,ares, f.
%)

acM
Pozorovani. Pravidla pro vypocdet rezidua Necht f a g jsou holomorfni funkce v
néjakém prstencovém okoli bodu a € C.
(1) M&-li funkee f v bodé& a pdl ndsobnosti p, pak
1
res, f = w—1) lim (f(2)(z - a)?)P=.

(2) Jsou-li f, g holomorfni v bodé a a g ma v bodé a kofen nasobnosti 1, pak
res, L = £la)
&g — g'(a)”
(3) Je-li f holomorfni v a a ¢ ma v a pél ndsobnosti 1, pak res, fg = f(a)res,g.
(4) Je-li f holomorfni v bodé a a g ma v bodé a pdl ndsobnosti p, pak

~ f*V(a)
(k-1 ™

res,fg =
k=1

kde b_j, je —k-ty koeficient Laurentovy fady funkce g v bodé a.
Lemma. Jordanovo Necht 0 < o < § < 7 a f je funkce spojitd na {z € C: Argz €
[a, 8], |z| > R} pro néjaké R > 0, pro kterou plati

lim f(z)=0.

|z|—=o0;Argz€a,B]
Necht pro 7 > 0 a t € [, 8] je p,(t) = re'. Pak pro kazdé = > 0
lim e f(2)dz = 0.

r—00
or

Lemma.Necht a € C a f je holomorfni v néjakém prstencovém okoli bodu a. Déale
necht a < 3, r > 0 a ¢, (t) = re', t € [, B]. Pokud je f holomorfni v a, pak

lim f(z)dz =0,
r—0 or
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pokud mé f v a pdl nasobnosti 1, pak

lim / f(z)dz =i(B — a)res, f.
er

r—0

11. FOURIEROVY RADY

Definice. Necht komplexni funkce redlné proménné f mé Riemanntv integral na
intervalu [0, 27r]. Pro n € Z definujeme

[P :
Cn =5 ; (x)e”"""dx.
Radu .
Z Cpe'™®

nazyvame Fourierova fada funkce f. Cisla ¢, nazveme koeficienty této fady.

Definice. Necht redlna funkce f ma Riemanniv integral na intervalu [0, 27]. Pro
n € N definujeme

1 2m
ap = — (z) cos(nz)dz,
T Jo
1 27
b, = — (2) sin(nz)dz,
T Jo
1 2m
ap = f/ f(z)dz.
™ Jo

Radu
% + Z ap, cos(nz) + by, sin(nz).

n=1
nazyvame Fourierova fada funkce f v realném tvaru.
Pozorovani Necht redlna funkce f méd Riemanntv integral na intervalu [0,27] a
an, by, a ¢, jsou jako vyse. Pak pro n € N plati ¢,, = ¢—,, a,, = 2Recy,, b, = —2Imc,,.
a ag = 2¢g.

Pozorovani Necht funkce f je ve tvaru

N .
fl)="Y" dpe™,
n=—N

potom pro koeficienty jeji Fourierovy fady plati ¢, = d,, a f je sou¢tem své Fourie-
rovy fady.

Pozorovani Pokud je funkce soué¢tem Fourierovy fady, pak je periodickd. Mtzeme
tedy hovofit bud o funkcich na intervalu [0,27], nebo o periodickych funkcich s
periodou 27. Pozor ale na spojitost a derivaci v koncovych bodech.

Definice. Konvoluce Necht f, g jsou 27 periodické funkce, které maji Riemanniiv
integral na intervalu [0, 27]. Pak definujeme operaci konvoluce
1 T
frglr) = — (t)g(x —t)dt.

C2r )
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Pozorovani Konvoluce je komutativni a distributivni vzhledem ke séitani. Vysled-
kem konvoluce je 27 periodicka funkce.

Poznamka Konvoluce je také asociativni a vysledkem konvoluce je spojita funkce.
(Diikaz vynechame.)

Definice. Dirichletovo jadro Pro N € NU {0} definujeme Dirichletovo jadro pted-
pisem

N
Dy(z)= Y "
n=—N

Pozorovani Pro N e Na z € R\ {2kn}, k € Z,
sin((N + 1))
sin(z/2)
V bodech 2km Dy spojité dodefinujeme 2N + 1 a rovnost také plati.

DN(QL‘) =

Véta Necht 27 periodickd funkce f ma Riemanntiv integral na intervalu [0, 27] a
ma koeficienty Fourierovy fady c,. Pak pro z € R

N
Z cne™ = (Dy * f)(x).
n=—N
Definice. Fejérovo jadro Pro N € N definujeme Fejérovo jadro predpisem
;N1
Fn(z) = N Z;) D, ().

Pozorovani. Pro N e Na z € R\ {2kn}, k € Z,

1 sin*(Xx
Fy(z) = *%-
N sin®(z/2)
V bodech 2kw Fy spojité dodefinujeme N a rovnost také plati.
Definice. Stejnomérnd spojitost Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I stejnomérné
spojitd, pokud pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, ze pokud z,y € I a |z — y| < 4,
pak |f(z) = f(y)| <e.
Véta. Necht I je uzavieny interval a f je spojitd funkce na I, pak f je stejnomérné
spojita na I. Necht f je spojita periodickéd funkce na R, pak f je stejnomérné spojita
na R.
Véta. Aproximativni jednotka Necht K,, jsou 27 periodické spojité funkce takové,
ze pro kazdé n > 1
1 ™
2 ),
prokazdé n >1lax € R K(x) >0aprokazdé m >§ >0

K, (x)dx =1,
1 -9 ™
HILH;O% g Kn(m)dx+/5 K,(z)dz | =0.

Pak pro kazdou spojitou 27 periodickou funkci f konverguje K, * f stejnomérné k
f na R.
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Véta. Rekonstrukce funkce z Fourierovy tady Nechf f je 2w periodickd spojita
funkce a necht mé koeficienty Fourierovy rady c,. Pak pro x € R

N—-1 n
. 1 nr __ : _
i 2y 2 ™ = i (B f)le) = fla)

Tato konvergence je navic stejnomérna.

Véta. O jednoznacnosti Fourierovy fady Necht f je 2w periodickd spojita funkce a
necht koeficienty jeji Fourierovy fady jsou vSechny nulové. Pak f je nulova funkce.

Véta.O konvergenci Fourierovy Tady Necht spojitd komplexni funkce redlné pro-
ménné f je periodickd s periodou 27, a necht koeficienty jeji Fourierovy rady jsou

¢,,. Necht je fada
o0

Z |cnl
n=-—oo
absolutné konvergentni. Pak jeji Fourierova fada je stejnomérné konvergentni na R
a f je jejim souctem.
Véta.Fourierova tada hladké funkce Necht komplexni funkce redlné proménné f je
periodicka s periodou 27, a mé spojitou druhou derivaci na R. Pak jeji Fourierova
fada je stejnomérné konvergentni na R a f je jejim souctem.

Véta. O aprozimaci trigonometrickym polynomem Necht f je 27 periodické spojita
funkce, pak pro kazdé 6 > 0 existuje koneéna posloupnost d,,, —N < n < N, tak,
ze pro kazdé r € R

<.

N .
f(l‘) _ Z dneznm
n=—N

Véta. Weierstrassova o aproxzimaci polynomem Necht f je spojitd funkce na uza-
vieném intervalu I. Pak pro kazdé § > 0 existuje polynom p tak, ze pro kazdé
rel

|f(x) = p(x)| < 0.
12. FOURIEROVA RADA JAKO ORTONORMALNI SYSTEM

Definice. Skaldrni soucin funkci, norma. Pro f, g spojité, 2m periodické funkce na
R definujeme skalarni soucin

Go) == [ f@a@d.

_27T 0

Déle definujeme L? normu

7= VT = (55 [ @)

Pozorovani. Funkce e’**, k € Z jsou po dvou kolmé, jejich normy jsou 1. Tyto
funkce tvofi ortonormaéalni systém.

1/2

Pozorovani. Necht funkce f je ve tvaru

N .
f(])) — Z dneinz’
n=—N
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potom

1fll2 =

S Jdul

n=—N

Véta. L? konvergence Fourierovy fady. Nechf f je spojita, 2m periodicka funkce na
R, potom

lim | f =Dy * fll2 =0.
N—o0

Véta. Parseval Necht f je spojitd, 2w periodickd funkce na R a ¢, jsou koeficienty
jeji Fourierovy rady. Potom

o

2. lenl?

n—=—oo

[fll2 =

Véta. Riemann-Lebesgueovo lemma Necht f je spojitd, 27 periodicka funkce na R
a ¢, jsou koeficienty jeji Fourierovy fady. Potom

lim ¢, =0= lim c,.
n— o0 n——oo



