
1. Shannonova věta pro binárńı symetrický kanál

Věta. Necht’ je dán binárńı symetrický kanál s chybovost́ı p, kde 0 < p < 1
2 . Pro

každé ε > 0 lze přes kanál přenášet kódem délky n informaci rychlost́ı 1−H(p)− ε
bitu na jeden symbol s pravděpodobnost́ı chyby, která se s rostoućım n bĺıž́ı nule.

D̊ukaz. Pro dosažeńı ohlášené rychlosti přenosu je třeba přenést jedńım kódovým
slovem délky n jednu z m stejně pravděpodobných zpráv, kde m ≥ 2n(1−H(p)−ε).
Zvolme m tak, aby

2n(1−H(p)− ε
2 ) ≥ m ≥ 2n(1−H(p)−ε)

(pro velká n je to jistě možné). Přǐrad’me dále i-té zprávě náhodně zvolené binárńı
slovo ci délky n. (Může se tedy stát, že dvě r̊uzné zprávy jsou reprezentovány
stejným slovem).

Zvolme η > 0 takové, že p+η < 1
2 a H(p+η)−H(p) < ε

2 . Položme r = bn(p+ η)c.
Přijaté slovo y budeme dekódovat takto: pokud v kouli B(y, r) lež́ı kódové slovo

ci pro jediné i, dekódujeme na i-tou zprávu, jinak vyhláśıme selháńı.
Existuj́ı dvě možnosti chybného dekódováńı (které se vzájemně nevylučuj́ı):

(1) vyslané slovo nelež́ı v kouli B(y, r), tj. došlo k v́ıce než r chybám;
(2) v kouli lež́ı ci pro nějaké i, které nebylo kódovanou zprávou.

Pravděpodobnost prvńı možnosti je omezena Černovovou nerovnost́ı a pro velká
n se bĺıž́ı k nule.

Pravděpodobnost druhé možnosti shora odhadneme jako
m∑
i=1

V (n, r)

2n
< m · 2nH( r

n ) · 2−n ≤ 2n(1−H(p)− ε
2 ) · 2nH(p+η) · 2−n =

= 2n(H(p+η)−H(p)− ε
2 ).

I tato pravděpodobnost se bĺıž́ı nule, č́ımž je věta dokázána. �

V d̊ukazu věty jsme nepoužili žádný explicitńı kód. Nav́ıc jsme pracovali s mul-
tikódem: kódová slova se mohla opakovat. Pokud bychom chtěli ukázat, že existuje
alespoň jeden konkrétńı kód délky n sm slovy splňuj́ıćı podmı́nky, můžeme uvažovat
takto: Náhodná volba kódových vede celkově k pravděpodobnosti neúspěchu nejvýše
δn (kde δn je mez chyby pro dané n jdoućı pro velká n k nule). Existuje tedy ale-
spoň jeden konkrétńı multikód s takto omezenou pr̊uměrnou chybovost́ı. Opakuj́ıćı
se slova nyńı můžeme nahradit libovolně zvolenými dosud nepoužitými slovy a při
dekódováńı tato slova (ř́ıkejme jim duplicitńı) ignorovat. Je snadno vidět, že ta-
kovým postupem se chybovost nezvýš́ı: je-li zvoleno k přenosu jedno z duplicitńıch
slov, docháźı k chybě dekódováńı, stejně jako u multikódu. V ostatńıch př́ıpadech se
chybovost dokonce mı́rně sńıž́ı, protože př́ıtomnost duplicitńıch slov v dekódované
kouli je ignorována.

2. Inverzńı Shannonova věta pro binárńı symetrický kanál

Věta. Necht’ je dán binárńı symetrický kanál s chybovost́ı p, kde 0 < p < 1
2 . Je-li pro

ε > 0 přes kanál přenášena kódem délky n informace rychlost́ı alespoň 1−H(p) + ε
bitu na jeden symbol, klesá s rostoućım n pravděpodobnost správného dekódováńı
k nule.

Pravdivost věty plyne z následuj́ıćı úvahy: Úspěšné dekódováńı zprávy vede ke
zjǐstěńı nastalé chyby, což je nezávislý zdroj informace s entropíı H(p). Celkem tedy
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při správném dekódováńı źıskáme 1+ε bitu na jeden binárńı symbol. Z toho je vidět,
že nejistota při dekódováńı je alespoň o n · ε bitech informace, a pravděpodobnost
jejich správného určeńı (uhodnut́ı) se s rostoućım n bĺıž́ı nule.

Ukažme nyńı rigorózńı d̊ukaz.

D̊ukaz. Úspěšné dekódováńı sestává ze tř́ı náhodných proces̊u:

• volba kódového slova w ∈ C;
• volba chybového slova e ∈ {0, 1}n;
• algoritmus dekódováńı.

Označme W náhodnou veličinu nabývaj́ıćı hodnoty vybraného kódového slova.
Budeme předpokládat, že W nabývá uniformně náhodně hodnotu jednoho z m
binárńıch kódových slov délky n, kde

m ≥ 21−H(p)+ε.(1)

Takovou situaci často předpokládáme tǐse. Že tento předpoklad neńı na újmu obec-
nosti plyne z toho, že neuniformńı volba umožňuje kompresi. Jinak řečeno, neu-
niformně rozdělené zprávy lze zakódovat uniformně rozdělenými zprávami menš́ı
délky (tomu ř́ıkáme

”
kódováńı zdroje“).

Náhodnou veličinu chyby označme E. Rozděleńı E je charakteristika kanálu.
Přesněji, kanál je charakterizován souborem pravděpodobnost́ı Pr[Y = y |W = w],
kde Y je náhodná veličina výstupu kanálu. Jde tedy o pravděpodobnosti, že při
vysláńı zprávy w je na konci kanálu doručena zpráva y. V př́ıpadě BSC plat́ı Y =
W + E, kde E = e je uniformně náhodná veličina nabývaj́ıćı hodnot z {0, 1}n.

Dekódovaćı algoritmus muśıme nechat neupřesněný, tvrd́ıme totiž, že dekódováńı
bude málo úspěšné pro všechny možné dekódovaćı strategie. Nemůžeme dokonce
předpokládat ani to, že dekódováńı je deterministické. Podobně jako v př́ıpadě
kanálu je tedy dekódováńı charakterizováno souborem podmı́něných pravděpodob-
nost́ı Pr[D(y) = ŷ] := Pr[Ŷ = ŷ | Y = y], tedy pravděpodobnośı, že je-li na
vstupu dekódovaćıho algoritmu y, bude výsledkem dekódováńı ŷ. Všimněme si, že
Y = W + E, ale Pr[D(y) = ŷ] je závislá pouze na y, nikoli na tom, jak y vzniklo
jakožto součet w + e (podstata šumu je právě to, že vypadá stejně jako zpráva).

Pravděpodobnost úspěšného dekódováńı P = Pr[W = w,E = e,D(e + w) = w]
je tedy d́ıky uvedené nezávilosti

P =
∑
w∈C

∑
e∈{0,1}n

Pr[W = w] · Pr[E = e] · Pr[D(w + e) = w] =

=
1

m

∑
w∈C

∑
e∈{0,1}n

Pr[E = e] · Pr[D(w + e) = w].

Chyby rozděĺıme podle váhy na dvě části s pomoćı kladné konstanty η splňuj́ıćı(
1− p
p

)η
< 2

ε
2 .

Necht’ E1 je množina chyb váhy nejvýše n · (p− η) a E2 množina chyb větš́ı váhy.
Pak P = P1 + P2, kde

Pi =
1

m

∑
w∈C

∑
e∈Ei

Pr[E = e] · Pr[D(w + e) = w].
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Pro P1 dostáváme

P1 ≤
1

m

∑
w∈C

∑
e∈E1

Pr[E = e] = Pr[E ∈ E1],

což jde podle Černovova odhadu s rostoućım n k nule.
Pravděpodobnost, že chyba je v E2, lze shora odhadnout chybami s nejmenš́ı

vahou, protože p < 1
2 . Tedy

Pr[E ∈ E2] < pn·(p−η)(1− p)n(1−p+η) = 2−nH(p) ·
(

1− p
p

)n·η
< 2n(

ε
2−H(p)).(2)

Všimněme si, že pro libovolné y ∈ {0, 1}n plat́ı∑
w∈{0,1}n

Pr[D(y) = w] ≤ 1 ,

s rovnost́ı, pokud dekódovaćı algoritmus vždy vraćı smysluplný výstup (např. nikdy
nehláśı selháńı). Můžeme tedy psát∑

w∈C

∑
e∈E2

Pr[D(w + e) = w] ≤
∑

y∈{0,1}n

∑
w∈C

Pr[D(y) = w] ≤ 2n.(3)

(Obě nerovnosti jsou rovnostmi v obvyklém př́ıpadě, že algoritmus vždy vraćı
kódové slovo.) Z (1), (2) a (3) nyńı dostáváme

P2 < 2n(H(p)−1−ε) · 2n( ε
2−H(p)) · 2n = 2−n

ε
2 .

Tedy i P2 jde s rostoućım n k nule a d̊ukaz je hotov.
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