1. SHANNONOVA VETA PRO BINARNI SYMETRICKY KANAL

Véta. Necht je dan bindrni symetricky kandl s chybovosti p, kde 0 < p < % Pro
kazdé € > 0 lze pres kandl prendset kédem délky n informaci rychlosti 1 — H(p) —¢
bitu na jeden symbol s pravdépodobnosti chyby, ktera se s rostoucim n blizi nule.

Diikaz. Pro dosazeni ohlasené rychlosti prenosu je tieba prenést jednim kédovym
slovem délky n jednu z m stejné pravdépodobnych zprav, kde m > 2r(1—H®)—e),
Zvolme m tak, aby

2n(17H(p)7%) >m > 2“(1*H(P)*5)

(pro velkd n je to jisté mozné). Pfifadme déle i-té zpravé ndhodné zvolené binarni
slovo ¢; délky n. (MuzZe se tedy stat, ze dvé ruzné zpravy jsou reprezentovany
stejnym slovem).
Zvolme 1 > 0 takové, ze p+n < 3 a H(p+n)—H(p) < £. Polozme r = [n(p +n)].
Piijaté slovo y budeme dekdédovat takto: pokud v kouli B(y,r) lezi kédové slovo
¢; pro jediné i, dekédujeme na i-tou zpravu, jinak vyhlasime selhani.
Existuji dvé moznosti chybného dekédovéni (které se vzajemné nevylucuji):
(1) vyslané slovo nelezi v kouli B(y, ), tj. doslo k vice nez r chybam;
(2) v kouli lezi ¢; pro né&jaké i, které nebylo kédovanou zpréavou.

Pravdépodobnost prvni moznosti je omezena Cernovovou nerovnosti a pro velks
n se blizi k nule.
Pravdépodobnost druhé moznosti shora odhadneme jako

3 w < m . gHE) gn < gn(—H(p)=5) gnHp+n) y-n _

i=1
— gn(H(p+n)—H(p)—5)

I tato pravdépodobnost se blizi nule, ¢imz je véta dokazana. (I

V dukazu véty jsme nepouzili zadny explicitni kéd. Navic jsme pracovali s mul-
tikddem: kédova slova se mohla opakovat. Pokud bychom chtéli ukazat, ze existuje
alesponi jeden konkrétni kéd délky n s m slovy spliiujici podminky, muzeme uvazovat
takto: Nahodnd volba kédovych vede celkove k pravdépodobnosti netispéchu nejvyse
0y, (kde §,, je mez chyby pro dané n jdouci pro velkd n k nule). Existuje tedy ale-
spon jeden konkrétni multikéd s takto omezenou prumérnou chybovosti. Opakujici
se slova nyni muzeme nahradit libovolné zvolenymi dosud nepouzitymi slovy a pfi
dekdédovédni tato slova (fikejme jim duplicitni) ignorovat. Je snadno vidét, ze ta-
kovym postupem se chybovost nezvysi: je-li zvoleno k prenosu jedno z duplicitnich
slov, dochéazi k chybé dekédovani, stejné jako u multikédu. V ostatnich piipadech se
chybovost dokonce mirné snizi, protoze pritomnost duplicitnich slov v dekédované
kouli je ignorovana.

2. INVERZNI SHANNONOVA VETA PRO BINARNI SYMETRICKY KANAL

Véta. Necht je dan bindrni symetricky kandl s chybovosti p, kde 0 < p < % Je-li pro
€ > 0 pfes kandl pfendsena kédem délky n informace rychlosti alespon 1 — H(p) +¢
bitu na jeden symbol, klesa s rostoucim n pravdépodobnost spravného dekédovani
k nule.

Pravdivost véty plyne z nasledujici tvahy: Ijspééné dekodovani zpravy vede ke
zjisténi nastalé chyby, coz je nezavisly zdroj informace s entropii H (p). Celkem tedy
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pii spravném dekédovani ziskame 14-¢ bitu na jeden binarni symbol. Z toho je vidét,
ze nejistota pii dekddovani je alespon o n - € bitech informace, a pravdépodobnost
jejich spravného uréeni (uhodnuti) se s rostoucim n bliz{ nule.

Ukazme nyni rigorézni dukaz.

Drikaz. Uspééné dekdédovani sestdava ze tii ndhodnych procesu:
e volba kdédového slova w € C

e volba chybového slova e € {0,1}";
e algoritmus dekédovani.

Ozna¢me W nahodnou veli¢inu nabyvajici hodnoty vybraného kédového slova.
Budeme predpoklddat, ze W nabyva uniformné ndhodné hodnotu jednoho z m
binarnich kédovych slov délky n, kde

(1) m > 217H(p)+5.

Takovou situaci ¢asto predpoklddéme tise. Ze tento piedpoklad neni na djmu obec-
nosti plyne z toho, ze neuniformni volba umoziuje kompresi. Jinak fe¢eno, neu-
niformné rozdélené zpravy lze zakddovat uniformné rozdélenymi zpravami mensi
délky (tomu fikdme ,kdédovéni zdroje*).

Néhodnou veli¢inu chyby oznacme E. Rozdéleni E je charakteristika kandlu.
Piesnéji, kandl je charakterizovan souborem pravdépodobnosti Pr[Y =y | W = w),
kde Y je ndhodnd veli¢ina vystupu kandlu. Jde tedy o pravdépodobnosti, Zze pii
vyslani zpravy w je na konci kandlu doruc¢ena zprava y. V piipadé BSC plati Y =
W + E, kde E = e je uniformné ndhodnd veli¢ina nabyvajic{ hodnot z {0, 1}™.

Dekédovaci algoritmus musime nechat neupfesnény, tvrdime totiz, ze dekédovani
bude malo Uspésné pro vsSechny mozné dekdédovaci strategie. Nemuzeme dokonce
predpokladat ani to, ze dekdédovani je deterministické. Podobné jako v ptipadé
kanalu je tedy dekédovani charakterizovano souborem podminénych pravdépodob-
nosti Pr[D(y) = ¢] := Pr[Y =g | Y = y|, tedy pravdépodobnosi, zZe je-li na
vstupu dekdédovaciho algoritmu y, bude vysledkem dekdédovani . VSimnéme si, ze
Y =W + E, ale Pr[D(y) = §] je z&visla pouze na y, nikoli na tom, jak y vzniklo
jakozto soucet w + e (podstata Sumu je pravé to, ze vypadd stejné jako zprava).

Pravdépodobnost ispésného dekédovani P = Pr[W = w, E = e, D(e + w) = w]
je tedy diky uvedené nezavilosti

P= Z Z Pr[W =w]-Pr[E =¢]-Pr[D(w+e) =w| =
weC ec{0,1}"

_ 1 Z Z Pr[E =¢] - Pr[D(w +¢e) = w].

m
weC ec{0,1}"

Chyby rozdélime podle vahy na dvé ¢asti s pomoci kladné konstanty 7 spliujici

1—p\" .
<p> <25,
p

Necht E; je mnozina chyb vdhy nejvyse n - (p — 1) a E; mnoZina chyb vétsi véhy.
Pak P = P, + P, kde

P = % > PrlE=¢]-Pr[D(w+e) = w].

weC e€E;



Pro P; dostavame
1
P < — —e] =
1< E E Pr[E = ¢e] = Pr[E € E4],
weC ec By

coz jde podle Cernovova odhadu s rostoucim n k nule.
Pravdépodobnost, ze chyba je v FEs, lze shora odhadnout chybami s nejmensi
vahou, protoze p < % Tedy

nn
(2) Pr[E € Ey] < p» =M (1 — p)yni=ptn) — o=nH(p) . <1 — p> < on(5—H(P))
p

Vsimnéme si, Ze pro libovolné y € {0, 1}" plati
S PD) = u] <1,
we{0,1}

s rovnost{, pokud dekédovaci algoritmus vzdy vraci smysluplny vystup (napf. nikdy
nehldsi selhdn{). Muzeme tedy psat

(3) Z Z Pr[D(w+e) =w] < Z Z Pr[D(y) = w] < 2.
weC e€Bs ye{0,1}n weC

(Obé nerovnosti jsou rovnostmi v obvyklém piipade, ze algoritmus vzdy vraci
kédové slovo.) Z (), a (3)) nynf dostdvame
P, < 2n(H(p)=1=¢) gn(5-H(p)) . gn _ 9-n§

Tedy i P jde s rostoucim n k nule a dikaz je hotov.
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