OBORY A DELITELNOST

Definice.
e okruh;
grupa;
obor integrity (nebo zkricené jen ,obor“): komutativni okruh s kracenim;
a|b (a déli b);
NSD (nejvétsi spoleény délitel); ,nejvétsi“ je minéno vzhledem k uspotradani
délitelnosti!!
R* (invertibilni prvky);
ireducibilni prvek (neinvertibilni, nem4 netrivialni rozklad);
prvocinitel (p|la-b = pla V p|b)
a || b (asociované prvky);
ideal okruhu;
hlavni ideal okruhu.

Pozorovani.
e invertibilni prvky tvofi spolu s nadsobenim grupu;
e a je invertibilni, pravé kdyz a || 1;
e v okruhu lze kratit, pravé kdyz nem4 délitele nuly (tj. a-b = a=0V b=
0);
e a|b = bR CaR;
e Zg neni obor integrity (3 -2 = 0);
e prvocinitel je ireducibilni.

Definice.

e noetherovsky okruh: kazda ostie rostouci posloupnost idealt je konecna.

e Gausstliv obor (ang: Unique Factorization Domain - UFD): kazdy prvek ma
jednoznaény rozklad na ireducibilni prvky (jednoznacénost az na pofadi a
asociovanost).

e Obor hlavnich idealti (OHI, ang: Principle Ideal Domain - PID): kazdy idedl
je hlavni.

Priklad. V okruhu Zg plati 4-4 = 4. Z toho plyne, ze neexistuje jednoznacény rozklad
na prvocinitele: 4 =2-2=2-2.2.2 = .... Potiz je v tom, Ze Zg neni obor, a v
rovnosti 4 -4 = 4 nelze kratit ¢tyfku. Kvili problémim tohoto typu o gaussovskosti
mluvime jen v oborech.

Pozorovani. Pokud ma néjaky prvek v oboru vice rozkladt na ireducibilni prvky,
pak neexistuji NSD. Nechf jsou napf.

r:al-agzbl~b2

dva razné rozklady r na ireducibilni prvky. Pak maji prvky r a a; - by spole¢né
délitele a; a by. Prvek r pfitom neni délitelny a; - b1, jinak by r = a1 -a2 = a1 -b1-s
davalo diky kraceni spor s riiznosti rozkladt. Tedy prvky r a a; - b; nemaji zadného
spole¢ného délitele.

Pozorovani. Pokud v oboru R plati, Ze ireducibilni prvky jsou prvocinitelé, pak
je kazdy rozklad na ireducibilni prvky jednoznacny. To vsak jesté neznamend, Ze
se jedna o Gaussuv obor, protoze nékteré prvky nemuseji mit Zddny rozklad na
ireducibilni prvky. V takovém pfipadé ovsem existuje nekonecnd ostfe rostouci po-
sloupnost hlavnich ideali.



Pfiklad. R = x-Q[x]+Z neni noetherovsky. Obsahuje dokonce nekone¢nou rostouci
posloupnost hlavnich idealt:

x x x
C-RC-RC-RC...
TR C 2R+ 4R+ 8R+
Polynom = nema rozklad na ireducibilni prvky.

xr X s
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Piiklad. R = Z[\/5] je noetherovsky, ale neni Gausstiv, napf. proto Ze plati 2 -2 =
(vV5+1)- (V5 — 1), pficemz prvky 2, v/5+ 11 /5 — 1 jsou ireducibilni (viz napf.
Zaklady algebry D. Stanovského, 1,7). V kazdém piipadé je zfejmé, ze 2 nedéli ani
V5 +1 ani v/5 — 1, a neni tedy prvocinitelem.

Pozorovdni. V Gaussové oboru je kazdy ireducibilni prvek prvoéinitelem (oba po-
jmy tedy splyvaji).

Pozorovani. Sjednoceni fetézce idedll je opét ideal.

Tvrzeni. Kazdy obor hlavnich ideald je noetherovsky.

Pozorovdni. Pokud I a J jsou ideély, pak mnozina I +J:={z+y |z €I,y € J}
je také ideal.

Pozorovani. d je NSD vsech prvku dR.

Tvrzeni. Kazdy obor hlavnich idedld je Gaussuv.

Drikaz. Protoze OHI je noetherovsky, ma kazdy prvek rozklad na ireducibilni ¢ini-
tele. Zbyva ukazat, ze kazdy ireducibilni prvek je prvoéinitel (z definice prvocinitele
pak okamzité plyne jednoznac¢nost rozkladu).

Necht p je ireducibilni prvek a p|a - b. Chceme ukdzat p|a V p|b. Uvazujme
idedl aR+ pR = dR. Z d|p plyne bud d € R* nebo p|d. Ve druhém piipadé mame
p|d|a a jsme hotovi. Podobné pro bR + pR = cR. Zbyvi moznost, ze d i ¢ jsou
invertibilni. Pak ovsem cR = dR = R a existuji prvky rq, s1, ro a so takové, ze

1= (ary + ps1) = (bra + psa).
Dostavame
1= (ary + ps1) - (bra + psa),
z ¢ehoz vidime p |1, coZ je spor s ireducibilitou p. (I
Trik nasobeni jednicek zjednodusuje diikaz v porovnani s dikazem Véty 7.5. ve

skriptech D. Stanovského (ten je rozloZen na nékolik tvrzeni, kterd jsou sama o sobé
uziteénd). Lze ho vyuzit k obecnéjsimu tvrzeni 1.12 ve skriptech A. Drapala.

Definice. Eukleidiv obor: lze délit se zbytkem. (Zbytek je mensi ve smyslu néjakého
zobrazeni f : R — Ny, kterému fikdme eukleidovské).

Pozorovdni. Je-li f eukleidovské, pak g definované jako g(a) := min{f(ax) | z €
R*} = min{f(y) | y|| a} je také eukleidovské.

Dikaz. Zvolme a, b. Necht x je invertibilni prvek takovy, ze f(bx) = g(b), a necht
a = (bx)q + z, kde f(z) < f(bx). Pak g(z) < f(z) < f(bx) = g(b), a proto
a = b(zq) + z je pozadované déleni se zbytkem vzhledem k funkeci g. a



Od ted tedy budeme predpokladat, ze eukleidovska funkce spliiuje
g(a) := min{f(ax) | x € R*}.

Pozorovdni. Eukleidovskd funkce g spliiuje g(b) < g(a), kdykoli b|a, a # 0. To
znamena, ze g nabyva nejmensi nenulové hodnoty v idedlu bR na prvku b.

Diikaz. Necht ¢ je nenulovy nasobek b s nejmensi moznou hodnotou g(c) (tedy
g(c) = min{g(x) | x € bR,z # 0}). Existuje z takové, ze b = qc + z a g(z) < g(c).
ProtoZe z = b — gc je nasobek b, plyne z minimality g(c), ze z = 0. Tedy c||b a
g(c) = g(b) podle definice g. Pokud je tedy a nenulovy nasobek b, mame g(b) =
9(¢) < gla). o

Pozorovdni. Eukleidovskd funkce nabyvd svou nejmensi nenulovou hodnotu na
vSech prvcich R*.

Miuzeme tedy také poZzadovat, aby g(1) = 1 a g(a) > 1 pro neinvertibilni prvek
a.

Tvrzeni. Kazdy Eukleidovsky obor je oborem hlavnich ideéld.

Nejrychlejsi dikaz je ve skriptech A. Drapala a je podobny dikazu piedchoziho
pozorovani.

S pomoci Eukleidova algoritmu lze dukaz preformulovat i takto: libovolné dva
prvky idealu I maji nejvétsiho spoleéného délitele, ktery je vysledkem Eukleidova
algoritmu a lezi tedy také v I. Takto postupné dostaneme NSD stéle vétsi mnoziny
prvku z idedlu. Protoze hodnota eukleidovské funkce nemuze klesat do nekonec¢na,
dostaneme nakonec nejvétsi spoleény délitel d celého idedlu a tedy I = dR.

Shrnuti: Hierarchie oboru integrity.
obory integrity
u@
obory s NSD rozklady na ireducibilni prvky jsou jednoznacné, pokud existuji
w@
Gaussovy obory (UFD) NSD je “prunik rozkladid” na ireducibilni prvky
u®
obory hlavnich ideald NSD je linearni kombinaci
10
Eukleidovsky obor NSD lze nalézt Eukleidovym algoritmem
u®
télesa

Priklady ukazujici, ze inkluze jsou ostré:

@ z[v5)
Jak prvek 2, tak prvek v/5 + 1 jsou spoleénym délitelem prvki 4 a 2- (vV5+1) a
jsou pritom neporovnatelné.

@z Q] +z
Jak jsme vidéli, polynom x nemé v tomto oboru rozklad na ireducibilni prvky.
Skutec¢nost, ze existuji NSD plyne z vlastnosti Q[z] a Z[z] (zatim bez dikazu).

® Q[z,y] Idedl polynomul stupné alespon jedna, tedy zR + yR, zjevné neni
hlavni.



@ Bez dikazu.

® z.



