UNIVERZALNI MNOZINY HRADEL

V této kapitole ukdzeme, zakladni princip stavby kvantovych pocitaci, totiz
fakt, ze libovolny unitarni operator lze zkonstruovat s pomoci jednokubitovych
operatoru a jediného dvoukubitového operatoru CNOT, tedy kontrolované negace,
kterou znacime
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Kontrolované jednokubitové operatory. Prvnim krokem je konstrukce libo-
volnych kontrolovanych jednokubitovych operatori. Ty odpovidaji podminéné in-
strukci ,,pokud je prvni kubit jedna, proved na druhém kubitu operaci U“, sche-
maticky:
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Kli¢em k feSeni je rozklad libovolného operdtoru pomoci X a néjakych operatorta
A, B a C takovych, Ze plati

U=¢e¢*AXBXC, ABC =E.

Diky tomuto rozkladu dostdvame kontrolovany operator U pomoci obvodu
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Je piimocaré ovéfit, Ze |0) ® |p) se zobrazi na |0) ® |¢) a |1) ® |¢) se zobrazi na
|1) @ Ulp). Vsimnéte si, Ze matice
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aplikovana na prvni kubit je ekvivalentni kontrolovanému nasobeni skaldrni matici
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Dvoukontrolované jednokubitové operatory. Dalsim dileZitym krokem je kon-
strukce dvoukontrolovanych operatoru, tedy operatorti, které se provedou, pravé
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kdyz jsou obé kontrolujici hodnoty jedna. Schematicky:
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K tomu je tieba odmocniny z operatoru U, tedy operatoru V = /U, spliujiciho
V2 = U (viz nize). Dvoukontrolovany operétor U je pak realizovian obvodem
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Dvoukontrolovany operator je vlastné operator kontrolovany konjunkci dvou hod-
not. Jeho konstrukci bychom tedy nemuseli zvlast zdirazhovat, pokud bychom
uméli realizovat obvod pro AND, coz je, jak vime, moZné reversibilné pomoci To-
ffoliho hradla. To je ale samo vlastné dvoukontrolovana negace (a proto se nékdy
také zna¢i CCNOT):
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Toffoliho hradlo je tedy specidlnim pfipadem uvedené konstrukce a méame diky
ni k dispozici vechny booleovské funkce, protoze Toffoliho hradlo je univerzalni.

s jednim pomocnym kubitem jako:
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Podobné lze zkonstruovat operatory kontrolované libovolnou booleovskou funkci.
Pokud chceme, aby se operator provedl, pokud je hodnota kontrolujictho kubitu
nula, nikoli jedna, budeme schematicky pséat
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coz je vlastné zkratkou pro

U

Zapisy mizeme také kombinovat, napt. jako
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Na piikladu Toffoliho hradla si ukazme konstrukci operatoru V , tedy ,,odmocniny
z negace®. Nalezeni takového operatoru je specidlnim piipadem funkce aplikované
na normalni operator. Pro libovolnou funkci f : R — C a pro normélni operator A
definujme f(A) jako operator spliwujici
F(A)ux) = F(N)|ux)
pro kazdy vlastni vektor uy operatoru A, kde A je pfislusné vlastni ¢islo. Negace je
déna Pauliho operatorem
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ktery lze pomoci projekci na vlastni vektory zapsat jako

X = [H)(F = [=)=1
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Odtud dostévame

kde

V = Vi) + V=1 =) (=]

Mame ¢tyfi moznosti jak dvojici odmocnin zvolit. Pro v/1 = 1 a /=1 = i dostavame
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Pievod dvoutiroviiovych operatori na jednokubitové kontrolované. Uvazme
unitarni operator U na ¢tyfdimenzionalnim prostoru dany matici
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Operator pusobi neidenticky pouze na bazovych vektorech |00) a |01), a to takto
10) @10) = 10) ® (a|0) + c|1)), 0) @ [1) = [0) @ (b]0) + d]1)).
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lze tedy U zkonstruovat jako
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Operéatory puisobici neidenticky pouze na dvou bazovych vektorech se nazyvaji
dvoutroviové. Ne kazdy dvoutdroviiovy operator mé ale tak jednoduchy obvod jako
operator U. Napf. operator
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pusobi neidenticky na béazovych vektorech |00) a |11), které se lisi na vice ne7
jednom misté, a proto ho nelze jednoduSe zapsat jako kontrolovanou matici M.
Je nutné nejprve provést zménu baze, tak aby se neidenticky zobrazované vektory
lisily pouze na jednom misté. Provedeme tedy permutaci, ktera prohazuje |11) a
|01), coz je CNOT na prvnim kubitu kontrolovany druhym kubitem. Pak uz miazeme
postupovat jako v piipadé U a nasledné zpét vymeénit |11) a |01). Cely obvod vypada
takto
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V piipadé obecné dvouidroviiové matice pusobici neidenticky na bazovych vektorech
b = |kp—1kn—2... ko) ab’ = [l,_1l,_o...4), musime tyto vektory zobrazit na bé-
zové prvky, které se lisi jen v jednom kubitu. Na ném pak provedeme kontrolovanou
operaci a bazi prevedeme zpét do ptivodni podoby. Celkem to znamena sérii operaci
kontrolovanych vSemi kubity aZz na jeden, ktery se méni. Pfedpokladejme napf., Ze
matice M pusobi neidenticky na kubitech b = |0110) a b = [1001). MuZeme si
vybrat bazové vektory, li§ici se jen v jednom kubitu, na kterych budeme provadét
kontrolovanou operaci M; zvolme napft. [1110) a |1111). Musime tedy zménit prvni
t¥i kubity: prvni v bazovém vektoru b, druhy a tieti v bazovém vektoru b’. Obvod
bude vypadat takto

a a
N~ >

D
"
D
N

O fn) D O
I > > I
O Py M Py O

U1 U2 us Ug Us Ue ur

e u; a uy: transpozice [0110) « |1110)
e uy a ug: transpozice [1001) < |1101)
e ug a us: transpozice [1101) «» |1111)



e uy: transformace [1110) — «|1110) + b|1111); [1111) — ¢|1110) + d|1111)

Rozklad na dvoutroviiové operatory. Zbyva ukézat, Ze libovolny unitérni ope-
rator je mozné rozlozit na unitarni dvoutiroviové operatory. Proces takového roz-
kladu je podobny Gaussové eliminaci a hledané dvoutroviiové matice jsou matice
piislusnych elementarnich transformaci. Ty jsou vzdy dvoutroviové: manipuluji
jen se dvéma fadky. Oproti klasické Gaussové eliminaci ale je§té€ musime zajistit,
aby byly unitérni. To jisté plati, pokud pouze prohazujeme fadky (abychom na di-
agonalu dostali nenulovy prvek). Studujme p¥ipad, kdy chceme odecist prvek mimo
diagonalu. Necht je upravovana matice tvaru

kde Ui1 =a #0a Uj1 = b # 0 a ostatni prvky jsou libovolné. Nenulovost prvku
a jsme pripadné zajistili permutaci fadki. Chceme se nyni zbavit prvku b, tedy
vynulovat pozici (j,1). MuZeme to udé&lat p¥i¢tenim vhodného nésobku prvniho
fadku k fadku j-tému. V pripadé klasické Gaussovy eliminace bychom pouzili matici
elementarni transformace

1 00000
0 10000
0 01000

—b/a 0 0 1 0 0
0 00010
0 00001

Poznamenejme, Ze chceme-li se vyhnout déleni (nap¥. pii tpravé celociselné matice),
lze také pouzit matici

10 0 0 0O
010 0 00
001 0 00
b 0 0 —a 0 O
000 0 10
000 0 01

Ani jedna z téchto matic sice neni unitarni, ale neni tézké ji na unitarni doplnit
znormovanim j-tého fadku a zménou prvniho fadku na kolmy jednotkovy vektor:

a*/e 0 0 b/c 0 O
0 1 0 0 0 0
go_| 0 01 0 00
Y"1 b/c 00 —afc 0 0f"
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



6

kde ¢ = ||(a,b)|| = Vaa* + bb*. Vynéasobenim dostaneme

Takto postupné prevedeme matici U na
/
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Vzhledem k tomu, Ze vznikld matice je stéle unitarni (nasobili jsme ji unitarnimi
maticemi), musi byt || = 1. Z posledniho kroku eliminace je navic ziejmé, Ze

a’ = 1. Protoze i fadky unitarni matice maji normu jedna, je U’ ve skutecnosti
tvaru
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Opakovanim postupu pro mensi matici dostaneme nakonec matici jednotkovou.
Mame tedy

Ug---UUy-U=1,
kde U; jsou dvoutiroviiové unitérni operatory (nékteré z nich mohou byt permutaéni
matice vyménujici fadky). Mame tedy kyzeny rozklad U na dvoutiroviiové operatory

U=uivl---ul.
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