TENZOROVY SOUCIN A KVANTOVE REGISTRY

Tenzorovy soucin n-dimenzionalniho Hilbertova prostoru U s m-dimenzionalnim
Hilbertovym prostorem V je biline4rni zobrazeni

UxV=-UV
(lu), [0) = [u) @ |v),
kde U ® V je Hilbertuv prostor generovany vSemi obrazy tohoto zobrazeni, tedy
viemi prvky |u) ®|v). (Pojmem ,tenzorovy soudin“ se bézné zjednodusens oznacuje
také samotny prostor U ® V', a prvek |u) ® |v) se nazyva tenzorovy soudin vektort u
a v). Skalarni soutin je na U ® V definovan ,,po slozkach, tedy rozsifenim vztahu
<’ZL1 X '01|U2 [ 1)2> = <U1|U2><’U1|’U2>.
Bilinearita znamena, Ze plati:
[w) @ (Ju) +[v)) = |w) @ |u) + |w) @ [v);
(lu) + [v) ® lw) = Ju) @ |w) + |v) @ [w);
(alu)) @ |v) = [u) @ (afv)) = a(|u) @ |v)).
Tenzorovy soufin vektoru |u) ® |v) Casto zkracujeme na |u)|v) nebo dokonce
(zejména u bazovych vektorti) na |uv).

Pokud |b;),i=1,...,n,jebaze U a|c;),i = 1,...,m, baze V. Pak pro tenzorovy
soucin vektort |u) € U a |v) € V dostavame

lu) @ [v) = (Z ozi|b,;>> ® Zﬁﬂcﬁ = Zaiﬂjlbwﬁ-

Je tedy vidét, ze prostor U ® V' je generovan vektory |b;c;). Definice tenzorového
soucinu je dokoncena pozadavkem, aby tyto vektory byly linedrné nezavislé, a tvo-
tily tedy bazi U®V. Z hlediska univerzalni algebry je tedy tenzorovy soucin direktni
soucin Hilbertovych prostort doplnény o rovnosti bilinearity.

Z definice skalarniho soucinu na prostoru U ® V plyne, ze baze |b;c;) je orto-
normalni, a skalarni sou¢in na U ® V tedy spliiuje

<Z a; j|bicj) Zﬁe,k beck>> = Zoé;:jﬁi,j-
i 0k i

Tenzorové miizeme nasobit i vice prostort nez dva. Pak budeme pozadovat, aby
byl tenzorovy soucin asociativni, tedy aby platilo

(lu) ® |v)) @ [w) = |u) & (jv) ® |w)),

coz umozni vynechavat zavorky a definovat tenzorové mocniny. V kvantové informa-
tice se pouzivaji pfedevsim souCiny kubitl, tzv. kvantové registry. Kvantovy registr
H$™ s n kubity ma bazi [0)® -+ ®[0), [0) @@ 1), ..., |1) ®---®|1), coz podle
dohody muzeme zkratit na [0---0), [0---1), ..., |1---1). Chapeme-li nyni nuly a
jednic¢ky jako cifry binarniho zapisu, dostavame dvé ruzné baze velikosti 2": jedna
je bazi prostoru H5", druha prostoru Ha.. Dostavame tak p¥irozeny tenzorovy
rozklad baze |0), [1), ..., [2" —1).

Je dilezité si vSimnout, ze U ® V obsahuje i vektory, které nelze napsat jako
tenzorovy soucin vektort z ptvodnich prostort. NerozloZitelny je napf. stav |00) +

1



|11); mame totiz
(al0) +b]1)) ® (c|0) + d|1)) = ac|00) 4+ ad|01) + be|10) + bd|11)

a je snadno vidét, ze pro zadna a,b,c,d neplati soucasné ac = bd = 1 a ad =
bc = 0. Pro kvantové jevy je klicové, ze takovéto propletené (entangled) stavy
dvou a vice systému jsou fyzikalné mozné, piislusné systémy mohou byt dokonce
prostorové zna¢né vzdélené (napf. rozeslanim dvou propletenych fotond riznymi
sméry). Skute¢nost, Ze prostorové nesouvislé ¢astice mohou tvofit jeden systém, se
oznacuje jako nelokdlni charakter kvantové mechaniky.

Tenzorové muzeme nasobit také operatory. Jsou-li A:U; — Uy a B : Vi — V5
dva operéatory, je jejich tenzorovy soucin linedrni zobrazeni AQB : U1 @V, — Us®@V5
definované svymi hodnotami na generujici mnoziné rozlozitelnych vektoru takto:

(A@ B)(lw) @ [v)) = (Au)) ® (B|v)).

Z uvedenych vlastnosti skalarniho a tenzorového soucinu neni tézké ovérit, ze ten-
zorovy souéin unitarnich operatoru je opét unitarni. Matice operatoru A ® B typu
mp X nqg vznikne z matic A typu m X n a B typu p X ¢ pomoci tzv. Kroneckerova
soucinu, ktery je dan takto:

ClLlB al,nB
AR B =
amaB ... amnB
Napft. pro
1 1 1
i=7(1 )
dostéavame
1 1|11 1
1 1 -1 1 -1
H®2_7
2 1 1]-1 -1
1 -1|1-1 1

Operator H se nazyva Hadamardiv a s jeho tenzorovymi mocninami se jesté se-
tkame. Podivejme se, jak vypada tenzorova mocnina H®™. Jeji matice je étvercova
velikosti 2™ x 2" a vytkneme-li faktor (%)”, dostaneme matici obsahujici koefici-
enty 1 a —1. O¢islujme fadky a sloupce &isly 0,1,...,2" — 1 a podivejme se, jaké
znaménko ma prvek (H®"); ;. MuZeme vyuzit skute¢nosti, ze j-ty sloupec je vektor

H®"|j). Zapiseme-li j binarné, dostaneme tenzorovy rozklad

HE"|j) = H®"|jijz - jn) = HZ"|j1)|j2) -~ ) =
n 1 n n
~ @i = (75 ) @0+ 1.
k=1 V2 k=1
Roznéasobenim posledniho vyrazu najdeme pozadované znaménko jako koeficient u
vektoru |i) = |ijis - i,). Minusem do soudinu piispéji presné ty vektory |ix), pro
které je iy = jr = 1. Pravé tehdy totiZ z k-té roznasobované zavorky bereme |1)



(protoZe i, = 1) a soucasné ma tento |1) koeficient —1 (protoze jr = 1). Méame
tedy
(H®™) L\ (| yida-tizgatobinga LY i
7,,]_<\/§>( ) _(\/?>( )7
kde i - j znaci skalarni soucin vektoru cifer bindrniho rozvoje i a j, tedy pravé sumu
i1J1 +i2j2 + -+ injn.

Vsimnéme si, 7e chapeme-li skalarni soucin (u|v) jako ptisobent linearni formy (u|
na |v), odpovida definice skalarniho sou¢inu (u; ® v1|uz ® v2) tenzorovému soudinu
forem (ui| a (usl.

Vsimnéme si také, ze pro endomorfismy A a B jsou vlastnimi vektory endomor-
fismu A ® B vektory |b; ® c;) s vlastnimi Cisly A; - k5, kde |b;) je vlastni vektor
operatoru A s vlastnim ¢islem \; a |c;) je vlastni vektor operatoru B s vlastnim
¢islem k;. Podobné je |b; ® c;) vlastnim vektorem endomorfismu A® I +1® B s
vlastnim Cislem \; + k; (kde I znadi identické operatory piislusné velikosti). Tyto
vztahy lze v komutativni algebfe s tspéchem pouzit pro ditkaz toho, Ze celistvé
prvky okruhu tvoii okruh.



