
Postuláty kvantové mechaniky

Postulát 1. Kvantový systém s m bázovými stavy, tj. m moºnými výsledky m¥°ení,
je popsán m-dimenzionálním Hilbertovým prostorem Hm. Stav systému v
daném okamºiku odpovídá n¥jakému jednodimenzionálnímu podprostoru
Hm.

P°esn¥ji bychom tedy m¥li °íct, ºe systém je popsán projektivním Hilbertovým
prostorem Pm−1(H), coº m·ºeme také zna£it Pm−1(C) (je-li z°ejmé, ºe uvaºujeme
standardní skalární sou£in). Dal²í moºný zápis je Hm/∼, kde ∼ je ekvivalence spl-
¬ující |v〉 ∼ λ|v〉 pro nenulový vektor |v〉 a nenulové λ ∈ C.

Fakt, ºe pracujeme s projektivním prostorem, je do jisté míry zaveden rozhod-
nutím, ºe budeme uvaºovat pouze vektory s velikostí jedna, které reprezentují p°í-
slu²né jednodimenzionální podprostory. Je ov²em d·leºité si v²imnout, ºe takových
jednotkových reprezentant· je stále je²t¥ nekone£n¥ mnoho, konkrétn¥

|v〉 ∼ eiϕ|v〉,

pro libovolné ϕ ∈ R. Ve fyzice se o faktoru eiϕ mluví jako o globální fázi a ekviva-
lence ∼ bývá formulována tvrzením, ºe globální fáze je nem¥°itelná.

P°irozeným základem kvantové informatiky je kvantový systém se dv¥ma bá-
zovými stavy, které jsou analogií 0 a 1 pouºívaných v klasické teorii informace.
Takový systém se proto nazývá kubit a jeho bázové stavy se zna£í |0〉 a |1〉. Ma-
tematicky vzato je tedy kubit komplexní projektivní p°ímka P1(C), ale budeme ho
£ast¥ji zna£it jako H2 (£ímº ignorujeme fázovou ekvivalenci stav·).

Postulát 2. �asový vývoj kvantového systému |u(t)〉 je dán diferenciální rovností

i~
∂

∂t
|u(t)〉 = H|u(t)〉,

kde ~ ∈ R je tzv. redukovaná Planckova konstanta a H je hermitovský
operátor, ozna£ovaný jako hamiltonián systému.

Uvedená rovnost se nazývá Schrödingerova rovnice. Fyzikální význam Planckovy
konstanty je pom¥r mezi energií a frekvencí fotonu. Protoºe se jedná o reálné £íslo,
je moºné ho z rovnice vypustit (a uvaºovat hamiltonián vyd¥lený touto konstantou).
Protoºe je hamiltonián hermitovský, má pro jeho vlastní vektory Schrödingerova
rovnice jednoduchou podobu (vynecháváme Planckovu konstantu)

∂

∂t
|u(t)〉 = −ir|u(t)〉,

kde r ∈ R je vlastní £íslo operátoru H. Pokud p°edpokládáme, ºe se hamiltonián v
pr·b¥hu £asu nem¥ní, je snadné najít pro vlastní vektor |u(t)〉 °e²ení

|u(t)〉 = e−irt|u(t0)〉.

S pouºitím dohody o operátorových funkcích dostáváme pro obecný vektor |v〉 zápis

|v(t)〉 = e−iHt|v(t0)〉.

Je vid¥t, ºe operátor e−iHt má vlastní £ísla velikosti jedna (konkrétn¥ e−irt), a je
tedy unitární.

Protoºe v kvantových po£íta£ích chceme na vstupu (na vstupních kubitech) pro-
vád¥t p°esn¥ de�nované diskrétní operace, m·ºeme druhý postulát p°eformulovat
v diskrétní podob¥ takto:
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Postulát 2'. Kvantový stav |ϕ〉 se za £asovou jednotku ∆t zm¥ní na stav U |ϕ〉, kde U je
unitární operátor.

Postulát 3. M¥°ení je dáno hermitovským operátorem M , nazývaným pozorovatelná

veli£ina. Nech´

M =
∑
i

miPi

je spektrální rozkladM (tj. mi jsou vlastní £íslaM a Pi projekce na vlastní
podprostor p°íslu²ný vlastnímu £íslu mi).
� Výsledkem m¥°ení je jedno z £ísel mi (které je reálné, protoºe operátor

je hermitovský).
� Pravd¥podobnost, ºe výsledek m¥°ení stavu |ϕ〉 bude mi je rovna
〈ϕ|Pi|ϕ〉.

� Je-li výsledek m¥°ení stavu |ϕ〉 roven mi, je systém bezprost°edn¥ po
m¥°ení ve stavu

Pi|ϕ〉√
〈ϕ|Pi|ϕ〉

(°íkáme, ºe systém do tohoto stavu zkolabuje).

Uvedený postulát popisuje tzv. projektivní m¥°ení a nevystihuje fenomén kvan-
tového m¥°ení v plné obecnosti. Pro na²e ú£ely to v²ak bude sta£it, navíc platí, ºe
kaºdé m¥°ení lze jistými úpravami na projektivní m¥°ení p°evést. V tzv. nedegene-
rovaném p°ípad¥ je po£et r·zných vlastních £ísel roven dimenzi systému (neexistují
násobná vlastní £ísla) a v²echny zmi¬ované podprostory jsou jednodimenzionální.
Degenerované m¥°ení se tedy vyzna£uje tím, ºe je po£et moºných výsledk· men²í
neº je dimenze systému, tedy men²í neº u m¥°ení jiných veli£in (p°ipome¬me, ºe
jsme dimenzi systému popsali jako po£et moºných výsledk· m¥°ení).

V²imn¥me si, ºe m¥°ení je dáno sadou projek£ních operátor· Pi a to, který
bude pouºit, je náhodný jev ur£ující výsledek m¥°ení. Pravd¥podobnost, ºe bude
pouºit práv¥ operátor Pi, je dána druhou mocninou velikostí výsledku projekce,
tedy druhou mocninou normy vektoru Pi|ϕ〉. Ta je rovna 〈ϕ|P †i Pi|ϕ〉, coº je rovno
〈ϕ|Pi|ϕ〉 vzhledem k tomu, ºe projekce je hermitovská a idempotentní. Protoºe platí
|ϕ〉 =

∑
i Pi|ϕ〉, je pro jednotkový vektor sou£et v²ech pravd¥podobností roven

jedné.
Výsledek projekce je ve vý²e uvedeném p°edpisu znormován, a to odmocninou z

pravd¥podobnosti výsledku. Uv¥domme si, ºe norma£ní faktor, závislý na vektoru
|ϕ〉, £iní z m¥°ení nelineární zobrazení.

Kaºdé m¥°ení vystihuje n¥jakou vlastnost systému. Hamiltonián, který se vysky-
tuje ve Schrödingerov¥ rovnici, nap°. odpovídá tzv. totální energii systému (£asový
vývoj systému je tedy ur£en touto veli£inou).

Protoºe je veli£ina hermitovská, má ortonormální bázi vlastních vektor· |bi〉.
Projekce na podprostor Pi je potom rovna

Pi =
∑
j

|bj〉〈bj |,

kde s£ítáme p°es v²echny bázové vektory s vlastním £íslem mi.
Zápis veli£iny jako jednoho operátoru (tedy nikoli nap°. jako souboru projekcí)

umoº¬uje mimo jiné úsporný výpo£et st°ední hodnoty veli£iny M na konkrétním
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stavu |ϕ〉 jako

E(M) =
∑
i

mip(mi) =
∑
i

mi〈ϕ|bi〉〈bi|ϕ〉 = 〈ϕ|(
∑
i

mi|bi〉〈bi|)|ϕ〉 = 〈ϕ|M |ϕ〉.

Postulát 4. Nech´ U a V jsou kvantové systémy. Pak systém sloºený z U a V je popsán
tenzorovým sou£inem U ⊗ V . Je-li systém U ve stavu |u〉 a systém V ve
stavu |v〉, je stav sloºeného systému roven |u〉 ⊗ |v〉.


