POSTULATY KVANTOVE MECHANIKY

Postulat 1. Kvantovy systém s m bazovymi stavy, tj. m moznymi vysledky méfenti,
je popsan m-dimenzionalnim Hilbertovym prostorem H,,. Stav systému v
daném okamziku odpovida néjakému jednodimenziondlnimu podprostoru
H,,-

Ptesnéji bychom tedy méli fict, Ze systém je popsan projektivnim Hilbertovym
prostorem P™~1(H), coz mizeme také znacit P™~1(C) (je-li zfejmé, ze uvazujeme
standardni skalarni sou¢in). Dalgi moZny zapis je H,,/~, kde ~ je ekvivalence spl-
figjici [v) ~ Alv) pro nenulovy vektor |v) a nenulové A € C.

Fakt, ze pracujeme s projektivnim prostorem, je do jisté miry zaveden rozhod-
nutim, ze budeme uvazovat pouze vektory s velikosti jedna, které reprezentuji pii-
slugné jednodimenzionalni podprostory. Je oviem dilezité si v§imnout, Ze takovych
jednotkovych reprezentantu je stéle jesté nekonecné mnoho, konkrétné

[v) ~ €™]v),

pro libovolné ¢ € R. Ve fyzice se o faktoru e** mluvi jako o globdlni fdzi a ekviva-
lence ~ byva formulovana tvrzenim, Ze globélni faze je neméfitelna.

Ptirozenym zakladem kvantové informatiky je kvantovy systém se dvéma béa-
zovymi stavy, které jsou analogii 0 a 1 pouZivanych v klasické teorii informace.
Takovy systém se proto nazyva kubit a jeho bazové stavy se znaci |0) a |1). Ma-
tematicky vzato je tedy kubit komplexni projektivni piimka P*(C), ale budeme ho
Cast@ji znacit jako Hy (¢imZ ignorujeme fazovou ekvivalenci stavi).

Postulat 2. Casovy vyvoj kvantového systému |u(t)) je dan diferencialni rovnosti

)
lha|u(t)> = Hlu(t)),

kde h € R je tzv. redukovani Planckova konstanta a H je hermitovsky
operator, oznacovany jako hamiltonidn systému.

Uvedena rovnost se nazyva Schridingerova rovnice. Fyzikdlni vyznam Planckovy
konstanty je pomér mezi energii a frekvenci fotonu. Protoze se jedné o realné ¢islo,
je mozné ho z rovnice vypustit (a uvazovat hamiltonian vydéleny touto konstantou).
Protoze je hamiltonian hermitovsky, mé pro jeho vlastni vektory Schrédingerova
rovnice jednoduchou podobu (vynechavame Planckovu konstantu)

0 .
5 ult)) = —irlu(t)),

kde r € R je vlastni ¢islo operdtoru H. Pokud predpokladame, Ze se hamiltonian v
prub&hu ¢asu neméni, je snadné najit pro vlastni vektor |u(t)) FeSeni

lu(t)) = e |u(to))-
S pouzitim dohody o operatorovych funkcich dostavame pro obecny vektor |v) zépis

[0(t)) = e~ u(to)).-

Je vidét, ze operator et ma vlastni ¢isla velikosti jedna (konkrétné e=''), a je
tedy unitarni.

ProtoZe v kvantovych pocitacich chceme na vstupu (na vstupnich kubitech) pro-
vadét presné definované diskrétni operace, mizeme druhy postulat preformulovat

v diskrétni podobé takto:



Postulat 2°. Kvantovy stav |¢) se za ¢asovou jednotku At zméni na stav Ule), kde U je
unitarni operator.

Postulat 3. Méfeni je dano hermitovskym operdtorem M, nazyvanym pozorovatelnd
veli¢ina. Necht
M =3 miP,
i

je spektralni rozklad M (tj. m; jsou vlastni ¢isla M a P; projekce na vlastni
podprostor pfislusny vlastnimu ¢islu m;).
— Vysledkem méfeni je jedno z Gisel m; (které je realné, protoZe operétor
je hermitovsky).
— Pravdépodobnost, Ze vysledek méfeni stavu |p) bude m; je rovna
(@ P;lp)-
— Je-li vysledek méfeni stavu |¢) roven m;, je systém bezprostiedné po
méfeni ve stavu

Pile)
(@] P;lep)

(fikdme, Ze systém do tohoto stavu zkolabuge).

Uvedeny postulat popisuje tzv. projektivni méieni a nevystihuje fenomén kvan-
tového méfeni v plné obecnosti. Pro nase tucely to vSak bude stacit, navic plati, ze
kazdé méreni lze jistymi dpravami na projektivni méfeni pirevést. V tzv. nedegene-
rovaném pripadé je pocet riznych vlastnich ¢isel roven dimenzi systému (neexistuji
nasobnéa vlastni ¢isla) a vSechny zmifiované podprostory jsou jednodimenzionalni.
Degenerované méreni se tedy vyznacuje tim, Ze je pocet moznych vysledki mensi
neZ je dimenze systému, tedy mensi nez u méfeni jinych veli¢in (pfipomeiime, Ze
jsme dimenzi systému popsali jako poc¢et moznych vysledki méfent).

Vsimnéme si, Ze méfeni je dano sadou projekénich operatoru P; a to, ktery
bude pouzit, je ndhodny jev urcujici vysledek méfeni. Pravdépodobnost, ze bude
pouzit pravé operator P;, je dana druhou mocninou velikosti vysledku projekce,
tedy druhou mocninou normy vektoru P;|¢). Ta je rovna (gp\PfPikp), COZ je Tovno
(¢|Pi|¢) vzhledem k tomu, Ze projekce je hermitovska a idempotentni. ProtoZe plati
lo) = >, Pile), je pro jednotkovy vektor soucet vech pravdépodobnosti roven
jedné.

Vysledek projekce je ve vyse uvedeném piedpisu znormovan, a to odmocninou z
pravdépodobnosti vysledku. Uvédomme si, Ze normacni faktor, zévisly na vektoru
|©), ¢ini z m&feni nelinearni zobrazeni.

Kazdé méreni vystihuje n&jakou vlastnost systému. Hamiltonian, ktery se vysky-
tuje ve Schrédingerové rovnici, napf. odpovidé tzv. totalni energii systému (Casovy
vyvoj systému je tedy urcen touto veli¢inou).

Protoze je veli¢ina hermitovsk4, mé ortonormélni bazi vlastnich vektora |b;).
Projekce na podprostor P; je potom rovna

H:Z|bj><bﬂ,

kde s¢itame pies viechny bazové vektory s vlastnim ¢islem m;.
Zapis veli¢iny jako jednoho operatoru (tedy nikoli nap¥. jako souboru projekci)
umozihuje mimo jiné tsporny vypocet stiedni hodnoty veli¢iny M na konkrétnim



stavu |p) jako
B(M) = Y maplm) = 3 malelbidbulie) = (6l(3 malbi) (biDle) = (elM]g).

Postulat 4. Necht U a V jsou kvantové systémy. Pak systém slozeny z U a V' je popsan
tenzorovym sou¢inem U ® V. Je-li systém U ve stavu |u) a systém V' ve
stavu |v), je stav sloZeného systému roven |u) ® |v).



