SMISENE STAVY

Smisengm stavem systému rozumime pravdépodobnostni kombinaci stavii, o kte-
rych jsme mluvili dosud, nazyvanych ¢isté. (Vsimnéme si, Ze formalné je Cisty stav
specialni p¥ipad stavu smigeného). Z pocetnich divodi se smiSené stavy obvykle re-
prezentuji pomoci matice hustoty, nikoli pomoci vektoru. Matice hustoty smiSeného

stavu je tedy tvaru
p= sz'ﬂz',

kde p; jsou nezaporna Cisla se souttem jedna (tedy diskrétni pravdépodobnostni
rozdéleni) a p; jsou matice hustot. Mnozina {(p;,p;)}, kde > p; = 1 se nazyva
soubor stavi. SmiSeny stav tedy predstavuje situaci, kdy kromé zakladni kvantové-
mechanické nejistoty o vysledku méfeni, existuje také ,,obyc¢ejnd“ pravdépodob-
nostni nejistota ohledné toho, v jakém Cistém stavu systém je. V8imnéme si, Ze
smiSeny stav dostaneme i tehdy, budou-li stavy p; samy smiSené. To ukazuje na
zékladni vyhodu tohoto piistupu ke smiSenym stavim: s matici hustoty mtuzeme
poditat jako s jednim stavem bez ohledu na to, zda je smiSeny nebo ¢isty. Snadno
vidime, Ze to plati i o vyvoji systému: je-li p matice hustoty néjakého systému,
pak je UpUT matice hustoty tohoto systému po aplikaci unitérni operace U (véetn&
piislusné pravdépodobnostni interpretace).

Ptedchozi pozorovani miizeme jesté zesilit: se smiSenym stavem muzeme ope-
rovat aniZ bychom védéli, z jakych ¢istych stavi se sklada. Stejna matice
hustoty totiz mize vzniknout z rdznych soubort stavi. Konstatovali jsme vSak,
7e ndm neznalost ,spravného® rozkladu matice hustoty na Cisté stavy nebréini ve
vypoctu vyvoje systému. Nyni ukdZzeme, ze totéz plati i pro méfeni: matice hustoty
jednoznatng urcuje vysledky méfeni (tedy jejich pravdépodobnostni rozdéleni). Za
tim ucelem definujeme obecnéjsi pojem méieni, neZ je méfeni projektivni, na které
jsme se omezili pfi formulaci pfislusného postulatu.

Postulat 3’ Méfeni kvantového systému je dano systémem operatort {M;} spl-
nujicich podminku

> MM =1.
Po méfeni stavu [¢) je systém s pravdépodobnosti <w|MZ-TMiW> ve stavu
M)

oMy

Je-li pouziti operatoru M; spojeno s naméienou hodnotou m;, je ocekavané hod-
nota méteni

E(m) = Zpimi = m (Y| M] M|y = (Y| M),

kde
M =>"m; M M;
se nazyva pozorovatelnd velicina.
Pii pouziti matice hustoty p = |¢)(¢| a vatahu (| A|) = tr(AlY)(¥|) dostavame

ekvivalentni podminku, Ze i-ty vysledek méfeni stavu p nastane s pravdépodobnosti
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tr(M] M;p) a systém bude po takovém méfeni ve stavu
M;pM;]
tr(M] Mip)
Stfedni hodnota méfeni je tr(Mp).

Stav po méfeni muzeme tedy chapat jako smiSeny stav ) . M; pMZ-T. 7Z linearity do-
stavame pozadovanou vlastnost, ze vySe uvedené plati i pokud byl piivodni méreny
stav p smiSeny, a to nezavisle na konkrétnim souboru stavii. Ukazme to napiiklad
na stiedni hodnoté. Je-li p = > p;p;, kde p; jsou €isté stavy, pak st¥edni hodnota

mé&feni ¢istého stavu p; je tr(Mp). ProtoZe stav p; je méfen s pravdépodobnosti p;,
je stfedni hodnota méfeni smiSeného stavu

> pitr(Mp;) = tr(M > _pipi) = tr(Mp).

Vsimnéme si déle, Ze zatimco k vypoctu stavu systému po méfeni potiebujeme
znat operatory méfeni, pro statistiku vysledka stac¢i znat soubor {MJMi}, coz je
rozklad identity do pozitivnich operatori. Pro jednorazové méfeni, pii kterém se
nezajimame o stav systému po mé¥eni (to napt. pfirozené plati pro méfeni destruk-
tivni, jako je napf. detekce fotonu), stadi zadat takovy soubor {E;}. Takto defino-
vané méfeni se v literatufe nazyva POVM (positive operator value measurement).

Diagondlni tvar matice hustoty Cistého stavu obsahuje pravé jednu jednicku na
diagonale. Z toho plyne, Ze stopa matice Cistého, a tudiz i libovolného smiSeného
stavu je rovna jedné. ProtoZze matice hustoty jsou pozitivni operatory, predstavuje
jejich diagonalni tvar diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni. Jinak feceno, kazdou
smiSenou matici lze chépat jako pravdépodobnostni kombinaci projekci na né&jakou
ortonormélni bazi.

Piipomefime, Ze matice hustoty obecného ¢istého kubitu je tvaru %(E +xX +
yY + 27), kde (z,y, z) je jednotkovy vektor. SmiSeny stav kubitu je tedy tvaru

1
3 > pi(E+aX +yY +272) .

Zpi (is Yis 2i)

je vazenym primérem (t8Zist€m) bodu (z;,y;, z;). Z konvexnosti koule plyne, Ze
je to vektor mensi nez jedna. Naopak kazdy bod v jednotkové kouli reprezentuje
smiSeny stav. Blochova koule tedy reprezentuje vSechny smiSené stavy, pii¢emz ¢isté
stavy lezi na kulové plose.

Vektor

Necht je pA2 matice hustoty slozeného systému. Redukovanou matici hustoty na
systém A definujeme jako

)

oA = trg (pAB)

kde trp je tzv. disteénd stopa definovana linedrnim roz§ifenim vztahu
trp(pa @ pp) = tr(py)pa
neboli, zapsano v bazovych vektorech,

trp (|ai)(a;| @ [bk)(bel) = Okelai)(aj|.
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Redukovana matice hustoty p” ma jasny a dulezity fyzikalni vyznam. Uchopuje
vlastnosti systému A chapaného izolované. Pfesnéji, vysledky méfeni samotného
systému A jsou stejné pro stav p? jako pro stav pAB. Jesté piesnédji, méfeni stavu
p” dané operatory (M;) ma stejné vlastnosti jako vysledky méfeni stavu pA2 dané
operatory (M;®E). Jiny fyzikilni pohled na stejné tvrzeni je, 7e matice p* popisuje
stav systému A po (jakémkoli!) méfeni systému B, u kterého nezname vysledek (tato
nejistota se promitne do smiSeného stavu p?). Kazdé takové méfeni totiz uvoliuje
systém A z propletenosti se systémem B. Tyto dva pohledy jsou ekvivalentni: jsme-
li omezeni na méfeni systému A, nemuzeme poznat, jestli systém B byl, nebo nebyl
méfen.
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