
Smí²ené stavy

Smí²eným stavem systému rozumíme pravd¥podobnostní kombinaci stav·, o kte-
rých jsme mluvili dosud, nazývaných £isté. (V²imn¥me si, ºe formáln¥ je £istý stav
speciální p°ípad stavu smí²eného). Z po£etních d·vod· se smí²ené stavy obvykle re-
prezentují pomocí matice hustoty, nikoli pomocí vektoru. Matice hustoty smí²eného
stavu je tedy tvaru

ρ =
∑

piρi,

kde pi jsou nezáporná £ísla se sou£tem jedna (tedy diskrétní pravd¥podobnostní
rozd¥lení) a ρi jsou matice hustot. Mnoºina {(ρi, pi)}, kde

∑
pi = 1 se nazývá

soubor stav·. Smí²ený stav tedy p°edstavuje situaci, kdy krom¥ základní kvantov¥-
mechanické nejistoty o výsledku m¥°ení, existuje také �oby£ejná� pravd¥podob-
nostní nejistota ohledn¥ toho, v jakém £istém stavu systém je. V²imn¥me si, ºe
smí²ený stav dostaneme i tehdy, budou-li stavy ρi samy smí²ené. To ukazuje na
základní výhodu tohoto p°ístupu ke smí²eným stav·m: s maticí hustoty m·ºeme
po£ítat jako s jedním stavem bez ohledu na to, zda je smí²ený nebo £istý. Snadno
vidíme, ºe to platí i o vývoji systému: je-li ρ matice hustoty n¥jakého systému,
pak je UρU† matice hustoty tohoto systému po aplikaci unitární operace U (v£etn¥
p°íslu²né pravd¥podobnostní interpretace).

P°edchozí pozorování m·ºeme je²t¥ zesílit: se smí²eným stavem m·ºeme ope-
rovat aniº bychom v¥d¥li, z jakých £istých stav· se skládá. Stejná matice
hustoty totiº m·ºe vzniknout z r·zných soubor· stav·. Konstatovali jsme v²ak,
ºe nám neznalost �správného� rozkladu matice hustoty na £isté stavy nebrání ve
výpo£tu vývoje systému. Nyní ukáºeme, ºe totéº platí i pro m¥°ení: matice hustoty
jednozna£n¥ ur£uje výsledky m¥°ení (tedy jejich pravd¥podobnostní rozd¥lení). Za
tím ú£elem de�nujeme obecn¥j²í pojem m¥°ení, neº je m¥°ení projektivní, na které
jsme se omezili p°i formulaci p°íslu²ného postulátu.

Postulát 3' M¥°ení kvantového systému je dáno systémem operátor· {Mi} spl-
¬ujících podmínku ∑

i

M†
iMi = I.

Po m¥°ení stavu |ψ〉 je systém s pravd¥podobností 〈ψ|M†
iMi|ψ〉 ve stavu

Mi|ψ〉√
〈ψ|M†

iMi|ψ〉
.

Je-li pouºití operátoruMi spojeno s nam¥°enou hodnotou mi, je o£ekávaná hod-
nota m¥°ení

E(m) =
∑
i

pimi = mi〈ψ|M†
iMi|ψ〉 = 〈ψ|M |ψ〉 ,

kde

M =
∑

miM
†
iMi

se nazývá pozorovatelná veli£ina.
P°i pouºití matice hustoty ρ = |ψ〉〈ψ| a vztahu 〈ψ|A|ψ〉 = tr(A|ψ〉〈ψ|) dostáváme

ekvivalentní podmínku, ºe i-tý výsledek m¥°ení stavu ρ nastane s pravd¥podobností
1



2

tr(M†
iMiρ) a systém bude po takovém m¥°ení ve stavu

MiρM
†
i

tr(M†
iMiρ)

.

St°ední hodnota m¥°ení je tr(Mρ).

Stav po m¥°ení m·ºeme tedy chápat jako smí²ený stav
∑

iMiρM
†
i . Z linearity do-

stáváme poºadovanou vlastnost, ºe vý²e uvedené platí i pokud byl p·vodní m¥°ený
stav ρ smí²ený, a to nezávisle na konkrétním souboru stav·. Ukaºme to nap°íklad
na st°ední hodnot¥. Je-li ρ =

∑
piρi, kde ρi jsou £isté stavy, pak st°ední hodnota

m¥°ení £istého stavu ρi je tr(Mρ). Protoºe stav ρi je m¥°en s pravd¥podobností pi,
je st°ední hodnota m¥°ení smí²eného stavu∑

pi tr(Mρi) = tr(M
∑

piρi) = tr(Mρ) .

V²imn¥me si dále, ºe zatímco k výpo£tu stavu systému po m¥°ení pot°ebujeme

znát operátory m¥°ení, pro statistiku výsledk· sta£í znát soubor {M†
iMi}, coº je

rozklad identity do pozitivních operátor·. Pro jednorázové m¥°ení, p°i kterém se
nezajímáme o stav systému po m¥°ení (to nap°. p°irozen¥ platí pro m¥°ení destruk-
tivní, jako je nap°. detekce fotonu), sta£í zadat takový soubor {Ei}. Takto de�no-
vané m¥°ení se v literatu°e nazývá POVM (positive operator value measurement).

Diagonální tvar matice hustoty £istého stavu obsahuje práv¥ jednu jedni£ku na
diagonále. Z toho plyne, ºe stopa matice £istého, a tudíº i libovolného smí²eného
stavu je rovna jedné. Protoºe matice hustoty jsou pozitivní operátory, p°edstavuje
jejich diagonální tvar diskrétní pravd¥podobnostní rozd¥lení. Jinak °e£eno, kaºdou
smí²enou matici lze chápat jako pravd¥podobnostní kombinaci projekcí na n¥jakou
ortonormální bázi.

P°ipome¬me, ºe matice hustoty obecného £istého kubitu je tvaru 1
2 (E + xX +

yY + zZ), kde (x, y, z) je jednotkový vektor. Smí²ený stav kubitu je tedy tvaru
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∑
pi (E + xiX + yiY + ziZ) .

Vektor ∑
pi (xi, yi, zi)

je váºeným pr·m¥rem (t¥ºi²t¥m) bod· (xi, yi, zi). Z konvexnosti koule plyne, ºe
je to vektor men²í neº jedna. Naopak kaºdý bod v jednotkové kouli reprezentuje
smí²ený stav. Blochova koule tedy reprezentuje v²echny smí²ené stavy, p°i£emº £isté
stavy leºí na kulové plo²e.

Nech´ je ρAB matice hustoty sloºeného systému. Redukovanou matici hustoty na
systém A de�nujeme jako

ρA := trB
(
ρAB

)
,

kde trB je tzv. £áste£ná stopa de�novaná lineárním roz²í°ením vztahu

trB(ρa ⊗ ρb) = tr(ρb)ρa

neboli, zapsáno v bázových vektorech,

trB (|ai〉〈aj | ⊗ |bk〉〈b`|) = δk`|ai〉〈aj | .
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Redukovaná matice hustoty ρA má jasný a d·leºitý fyzikální význam. Uchopuje
vlastnosti systému A chápaného izolovan¥. P°esn¥ji, výsledky m¥°ení samotného
systému A jsou stejné pro stav ρA jako pro stav ρAB . Je²t¥ p°esn¥ji, m¥°ení stavu
ρA dané operátory (Mj) má stejné vlastnosti jako výsledky m¥°ení stavu ρAB dané
operátory (Mj⊗E). Jiný fyzikální pohled na stejné tvrzení je, ºe matice ρA popisuje
stav systémuA po (jakémkoli!) m¥°ení systémuB, u kterého neznáme výsledek (tato
nejistota se promítne do smí²eného stavu ρA). Kaºdé takové m¥°ení totiº uvol¬uje
systém A z propletenosti se systémem B. Tyto dva pohledy jsou ekvivalentní: jsme-
li omezeni na m¥°ení systému A, nem·ºeme poznat, jestli systém B byl, nebo nebyl
m¥°en.
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