
Deutsch·v algoritmus

Deutsch·v algoritmus je nejjednodu²²í p°íklad toho, ºe kvantové po£íta£e jsou
schopny výpo£t·, které p°esahují schopnosti po£íta£· klasických. P°edpokládejme,
ºe je dána funkce f : {0, 1} 7→ {0, 1} pomocí n¥jakého orákula (neboli �£erné
sk°í¬ky� , která na vstupu x vrací hodnotu f(x), aniº bychom cokoli v¥d¥li o zp·-
sobu výpo£tu této hodnoty). Úkolem je rozhodnout, zda je f konstantní, nebo ne.
V klasickém p°ípad¥ je z°ejmé, ºe musíme provést dva dotazy, tedy zjistit ob¥ hod-
noty funkce f . Na druhou stranu si v²imn¥me, ºe otázka sm¥°uje na jediný bit
informace: �konstantní ano, nebo ne�? Neexistuje v²ak ºádný zp·sob, jak takovou
otázku orákulu poloºit. To je p°esn¥ bod, ve kterém má kvantový po£íta£ p°evahu.

Situace se pon¥kud komplikuje otázkou, jak má vypadat kvantové orákulum. Z
postulát· kvantové mechaniky plyne, ºe by to m¥la být n¥jaká unitární transfor-
mace. Problém je ov²em v tom, ºe funkce f nemusí být injektivní, tedy ani regulární,
tím mén¥ unitární. Standardní °e²ení tohoto problému spo£ívá v zavedení pomoc-
ného kubitu, který reprezentuje vstupní hodnotu. Funkce f bude tedy odpovídat
dvoukubitovému operátoru Uf , který je pro x, y ∈ {0, 1} de�nován vztahem

|x〉 ⊗ |y〉 Uf7−→ |x〉 ⊗ |y ⊕ f(x)〉,

kde symbol ⊕ zna£í binární sou£et (sou£et v Z2). V²imn¥me si, ºe matice Uf per-
mutuje £ty°i bázové stavy |00〉, |01〉, |10〉, |11〉, a je tedy zjevn¥ unitární (speciáln¥
platí Uf ◦ Uf = Id.

Uvedená konstrukce kvantového orákula je základem roz²í°ených schopností kvan-
tového algoritmu. Je proto snadné nabýt dojmu, ºe kvantový algoritmus je úsp¥²-
n¥j²í díky uvoln¥n¥j²í de�nici orákula. Tento dojem je oprávn¥ný jen z £ásti. Kvan-
tové orákulum nemá oproti klasickému ºádnou výhodu, pokud jde o bázové stavy

|0〉 a |1〉, na nichº je funkce de�novaná. Roz²í°ené schopnosti nejsou dány ani tak
konstrukcí orákula, jako typicky kvantovým faktem, ºe orákulum m·ºe zpracová-
vat i superpozice. Tím se také objevuje jistá �nedovolená� informace o vnit°ním
fungování orákula, totiº ºe se v·£i superpozicím stav· chová lineárn¥.

Po vzoru algoritmických schémat m·ºeme Uf zobrazit jako logické hradlo:

Uf
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y

x

y ⊕ f(x)

Tento zápis by nem¥l být sm¥²ován se schématem, které jsme pouºili pro polopro-
pustné zrcadlo p°i popisu Machova-Zehnderova interferometru. Tam se jednalo o
operátor jednokubitový, který by m¥l být jakoºto hradlo nakreslen jako

|u〉 |v〉

kde |v〉 = H|u〉, nebo je²t¥ lépe jako

H|u〉 |v〉

aby bylo jasné, ºe nám nezáleºí na tom, jestli je operátor
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realizován polopropustným zrcadlem, nebo jinak. Jak uvidíme, hraje práv¥ tento
operátor H v kvantových po£íta£ích významnou roli a nazývá se Hadamard·v.

Kvantový obvod realizující Deutsch·v algoritmus je pom¥rn¥ jednoduchý. Se-
stává, krom¥ orákula Uf , ze t°í Hadamardových hradel:

H

H

H|0〉

|1〉
Uf

s1 s2 s3 s4

Na obrázku jsou svislými £arami vyzna£eny £ty°i fáze výpo£tu. Na za£átku je dvou-
kubitový registr ve stavu

s1 = |01〉.
Ve druhé fázi dostáváme

s2 =
|0〉+ |1〉√

2
⊗ |0〉 − |1〉√

2
.

Výsledek orákula samoz°ejm¥ záleºí na funkci f . Nejjednodu²²ím p°ípadem je f(0) =
f(1) = 0, kdy Uf je identita (jednotková matice). Pak máme

s3 =
|0〉+ |1〉√

2
⊗ |0〉 − |1〉√

2
.

Pokud f(0) = f(1) = 1, je akce Uf dána vztahem

|00〉 7→ |01〉 |01〉 7→ |00〉 |10〉 7→ |11〉 |11〉 7→ |10〉.

Tedy

s3 =
1

2
Uf (|00〉 − |01〉+ |10〉 − |11〉) =

1

2
(|01〉 − |00〉+ |11〉 − |10〉) =

= −|0〉+ |1〉√
2
⊗ |0〉 − |1〉√

2
.

Podobn¥ m·ºeme postupovat v ostatních p°ípadech a dostaneme celkové vyjád°ení

s3 =


± |0〉+|1〉√

2
⊗ |0〉−|1〉√

2
, pokud f(0) = f(1),

± |0〉−|1〉√
2
⊗ |0〉−|1〉√

2
, pokud f(0) 6= f(1).

Kone£n¥

s4 =


±|0〉 ⊗ |0〉−|1〉√

2
, pokud f(0) = f(1),

±|1〉 ⊗ |0〉−|1〉√
2

, pokud f(0) 6= f(1).

Nyní je pravý £as zm¥°it první kubit. Vlastní £íslo p°íslu²né |0〉 bude znamenat,
ºe f je konstantní, vlastní £íslo p°íslu²né |1〉 opak.

Deutch·v algoritmus ve své jednoduchosti ukazuje základní my²lenku v²ech kvan-
tových algoritm·: superpozice stav· umoº¬uje v jistém smyslu spo£ítat mnoho hod-
not sou£asn¥. V²imn¥me si, ºe Hadamardova transformace zp·sobuje zpracování
vyváºené superpozice obou hodnot. To na druhou stranu neznamená, ºe bychom
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m¥li p°ímý p°ístup k jakékoli funk£ní hodnot¥. Pokud bychom nap°. zm¥°ili první
kubit ve fázi s3, dostaneme bezcenný náhodný výsledek, nezávisle na funkci f .

Deutsch·v-Jozs·v algoritmus

Obecn¥j²í forma uvedeného algoritmu se nazývá Deutsch·v-Jozs·v algoritmus.
Je dána funkce f : {0, 1}n → {0, 1}, která je bu¤ konstantní, nebo balancovaná
(tj. p°esn¥ polovina argument· nabývá hodnoty 1 a druhá polovina hodnoty 0).
Úkolem je op¥t zjistit, která z moºností platí.

Obvod vypadá stejn¥ jako v Deutschov¥ algoritmu, pouze na vstupu je namísto
|0〉 registr |0〉⊗n a rovn¥º p°íslu²né Hadamardovy transformace tohoto registru jsou
tenzorov¥ umocn¥ny: H⊗n. Dostáváme tak pon¥kud komplikovan¥j²í popis jednot-
livých fází. Na za£átku máme stav

s1 = |0n1〉.
a ve druhé fázi

s2 =

(
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2

)n n⊗
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2

)
.

Analýzu p°ípad· z Deutschova algoritmu je moºné zapsat úsporn¥. V²imn¥me si,
ºe

Uf

(
|x〉 |0〉 − |1〉√

2

)
= |x〉 |0⊕ f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉√

2
= (−1)f(x)|x〉 |0〉 − |1〉√

2
.

Po aplikaci orákula tedy dostáváme

s3 =

(
1√
2

)n
 ∑

x∈{0,1}n
(−1)f(x)|x〉

( |0〉 − |1〉√
2

)
.

P°ipome¬me, ºe platí

H⊗n|x〉 =
(

1√
2

)n ∑
z∈{0,1}n

(−1)x·z|z〉,

kde x · z = x1x2 . . . xn · z1z2 . . . zn zna£í skalární sou£in vektor· cifer binárního
rozvoje, tedy

n∑
i=1

xizi.

Pro záv¥re£nou fázi algoritmu tedy dostáváme

s4 =
1

2n

 ∑
x∈{0,1}n

∑
z∈{0,1}n

(−1)x·z+f(x)|z〉

( |0〉 − |1〉√
2

)
.

Jaké jsou moºné výsledky m¥°ení prvního registru? V²imn¥me si, ºe kaºdý bázový
stav je v sou£tu 2n-krát, s r·znými znaménky. Znaménka u stavu |0n〉 ov²em závisejí
pouze na f(x). Je-li tedy f konstantní, je amplituda pravd¥podobnosti stavu |0n〉
rovna 1 nebo -1. Je-li naopak f balancovaná, kladných i záporných £len· je stejný
po£et a amplituda pravd¥podobnosti je 0. Výsledek m¥°ení tedy bude odpovídat
stavu |0n〉, práv¥ kdyº je f konstantní.

V²imn¥me si, ºe platí obecn¥j²í pravidlo, které zhruba °íká, ºe pravd¥podobnost
nam¥°ení nuly je tím v¥t²í, £ím je funkce f bliº²í konstant¥.
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Deutsch·v-Jozs·v algoritmus umoº¬uje správnou odpov¥¤ po jediném dotazu na
orákulum. To v·£i deterministickému klasickému algoritmu znamená exponenciální
zrychlení, protoºe ten pot°ebuje pro (jistou) odpov¥¤ 2n−1 + 1 dotaz·. Existuje
ov²em klasický probabilistický algoritmus s tolerovanou chybou 1

2k
, kterému sta£í k

dotaz·: po k náhodných dotazech odpovíme �konstantní� , práv¥ kdyº jsou v²echny
výsledky stejné. Moºnost chyby existuje pouze u balancované funkce a je zjevn¥
men²í neº poºadovaná mez. Z tohoto hlediska, zejména kdyº uváºíme náchylnost
kvantových jev· k chybám, je zrychlení kvantového po£íta£e pouze konstantní.
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