HERMITOVSKE UNITARNI OPERATORY A ROZKLAD AXBXC

V piedchozi kapitole jsme bez vysvétleni zavedli rozsifenou Eulerovu formuli
e 1387 = cos %E + (2l + yj + zk) sin % .

Ukazme nyni, Ze tato formule odpovidé definici operatorové funkce, jak je definovina
na normalnich operétorech, tedy jako funkce aplikované na vlastni ¢isla.
Operatory, které tvori defini¢ni obor nasi funkce jsou tvaru

E-o=zX+yY + 27,

kde £ = (z,y, 2) je jednotkovy realny vektor. Nasledujici lemma ukazuje, Ze tyto
matice tvoii spolu s identitou prinik dvou oblibenych ti¥id normalnich matic, totiz
unitarnich a Hermitovskych. To jsou matice, pro které plati soucasné A = At
(Hermitovské) a A~! = AT, neboli A = A~! = Af. Takova je napt. viudypiitomna
Hadamardova matice. Specialné také plati A2 = E, coz pro diagonalizovatelnou
matici zjevné plati, pravé kdyz méa diagonalni tvar

+1 0
0 =£1/)°
Viimnéme si oviem, e A2 = E plati i pro nékteré nediagonalizovatelné matice,

napf. pro matici ((1) 11>.

Véta. Matice A je Hermitovska unitarni, pravé kdyz je rovna +F, nebo je tvaru
X +yY + 27, kde (v,y,z) € S

Diikaz. ProtoZe jsou vsechny tii Pauliho matice Hermitovske, plati (zX + yY +
2Z) =2 X +yY + 27, tedy i matice X +yY + 2Z je Hermitovska. Vztah (zX +
yY +27)? = E plyne pfimym vypoétem z toho, 7e Pauliho matice jsou involutorni
a antikomutativni, tedy Ze spliuji

X2=Y?2=27°=FE XY =-YX YZ =-2ZY,

)

, , ZX = -XZ.

Je-li naopak A Hermitovska unitarni, ma diagonalni tvar

+1 0

0 =+1)°
tedy £F nebo +Z. Je-li diagonalni tvar roven +F, jei A = +F (identita m4 stejny
tvar pro vSechny béze). Je-li diagonalni tvar +7, pak je determinant roven —1.
Z charakterizace unitarnich matic (viz kapitola Geometrie projektunich unitdrnich

operdtori) je nyni snadno vidét, ze unitarni matice s determinantem —1, ktera je
navic hermitovska, je tvaru

z T—1y\
(x—l—iy _. )-azX+yY+zZ,
kde 22 + 2 + 22 = 1. ([

Pro operétor A s realnymi vlastnimi ¢isly 71 a ro oznacuje vyraz e 54 operator
)

ktery ma diagonalni tvar

e 2 0 _ [(cos§ry —isin $ry 0
0 etz 0 cos §ry —isin§ry )
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Jsou-li navic r1 i r9 rovna +1, dostavame (v bézi vlastnich vektori) diky sudosti
cosinu a lichosti sinu skute¢né

eTi%A = cos% (é (1)> —isin% (78 72) = cos %E — iAsin % .
Formule je tedy na naSem defini¢nim oboru korektni
Pro rotace kolem jednotlivych os podle pfedchoziho vztahu dostavame

cosy  —isin%
Rx(w) := R(1,0,0)(w) = Ecos% —iX sin% = ( ? 2) ,

P w LW
isin cos §

w : w
cos § sin 2)
b

sin¢ cos¥

Ry (w) := Rp,1,0)(w) = Ecos Y _iysin? = (
2

2 2
2

v w exp(—i%) 0
Ryz(w) := R(0,0,1)(w) = E cos 5~ zZsm§ = ( . exp(i2) .
xp(i¥
2

Explicitni tvar prislu§ného reprezentanta projektivni tfidy unitarnich matic, od-
povidajiciho rotaci o thel w kolem osy & = (z,y, z) tedy je
cos g —izsing —i(x —iy)sing
Re(w) = :

w

—i(z +iy)sing cos§ +izsin g
Vzhledem k tomu, ze XY X = -Y a XZX = —Z, dostavame uzitecny vztah
XRy(w)X = XEX cos% —iXYX sin% = Ry (-w)
a podobné
XRz(w>X = Rz(—w).
Nyni jiz mizeme dokézat vétu, kterou potiebujeme pro konstrukci kontrolova-
ného operatoru pro obecné U.

Véta. Kazdy unitarni operator U je projektivné ekvivalentni operatoru AX BXC,
kde ABC = E.

Diikaz. Vime, ze operdtor U je projektivné ekvivalentni operatoru ve tvaru

cos g —et(=) gin g 1 0 cos g —sin g 1 0
. . = ) . )
€' sin g e cos g 0 e sin g cos g 0 el—9

coZ je projektivné ekvivalentni operatoru
Rz(p)Ry (V) Rz(¢)Rz(—¢) .

S vyuzitim vySe odvozenych vlastnosti konjugace operatorem X dostévame

Rz(¢)Ry (0)Rz(Y)Rz(—¢) =
— Ry()Ry (g) Ry <§) Ry @’) R, (7’;’) Ry(—¢) =

= Ry(¢)Ry (j) (XRY (—2) x) (XRZ (—g’) x) R, (g’) Ry(—p) =
= (et (5)) x (e (-5) e (-5) ) x (e () met-0)



a nyni stac¢i polozit

A= Rz(p)Ry (

)
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