
Hermitovské unitární operátory a rozklad AXBXC

V p°edchozí kapitole jsme bez vysv¥tlení zavedli roz²í°enou Eulerovu formuli

e−i
ω
2 ξ·σ = cos

ω

2
E + (x`+ yj + zk) sin

ω

2
.

Ukaºme nyní, ºe tato formule odpovídá de�nici operátorové funkce, jak je de�nována
na normálních operátorech, tedy jako funkce aplikované na vlastní £ísla.

Operátory, které tvo°í de�ni£ní obor na²í funkce jsou tvaru

ξ · σ = xX + yY + zZ,

kde ξ = (x, y, z) je jednotkový reálný vektor. Následující lemma ukazuje, ºe tyto
matice tvo°í spolu s identitou pr·nik dvou oblíbených t°íd normálních matic, totiº
unitárních a Hermitovských. To jsou matice, pro které platí sou£asn¥ A = A†

(Hermitovské) a A−1 = A†, neboli A = A−1 = A†. Taková je nap°. v²udyp°ítomná
Hadamardova matice. Speciáln¥ také platí A2 = E, coº pro diagonalizovatelnou
matici zjevn¥ platí, práv¥ kdyº má diagonální tvar(

±1 0
0 ±1

)
.

V²imn¥me si ov²em, ºe A2 = E platí i pro n¥které nediagonalizovatelné matice,

nap°. pro matici

(
1 1
0 −1

)
.

V¥ta. Matice A je Hermitovská unitární, práv¥ kdyº je rovna ±E, nebo je tvaru
xX + yY + zZ, kde (x, y, z) ∈ S2.

D·kaz. Protoºe jsou v²echny t°i Pauliho matice Hermitovské, platí (xX + yY +
zZ)† = xX + yY + zZ, tedy i matice xX + yY + zZ je Hermitovská. Vztah (xX +
yY + zZ)2 = E plyne p°ímým výpo£tem z toho, ºe Pauliho matice jsou involutorní
a antikomutativní, tedy ºe spl¬ují

X2 = Y 2 = Z2 = E, XY = −Y X, Y Z = −ZY, ZX = −XZ.

Je-li naopak A Hermitovská unitární, má diagonální tvar(
±1 0
0 ±1

)
,

tedy ±E nebo ±Z. Je-li diagonální tvar roven ±E, je i A = ±E (identita má stejný
tvar pro v²echny báze). Je-li diagonální tvar ±Z, pak je determinant roven −1.
Z charakterizace unitárních matic (viz kapitola Geometrie projektvních unitárních

operátor·) je nyní snadno vid¥t, ºe unitární matice s determinantem −1, která je
navíc hermitovská, je tvaru(

z x− iy
x+ iy −z

)
= xX + yY + zZ,

kde x2 + y2 + z2 = 1. �

Pro operátor A s reálnými vlastními £ísly r1 a r2 ozna£uje výraz e
−iω2 A operátor,

který má diagonální tvar(
e−i

ω
2 r1 0
0 e−i

ω
2 r2

)
=

(
cos ω2 r1 − i sin

ω
2 r1 0

0 cos ω2 r2 − i sin
ω
2 r2

)
.

1



2

Jsou-li navíc r1 i r2 rovna ±1, dostáváme (v bázi vlastních vektor·) díky sudosti
cosinu a lichosti sinu skute£n¥

e−i
ω
2A = cos

ω

2

(
1 0
0 1

)
− i sin ω

2

(
r1 0
0 r2

)
= cos

ω

2
E − iA sin

ω

2
.

Formule je tedy na na²em de�ni£ním oboru korektní
Pro rotace kolem jednotlivých os podle p°edchozího vztahu dostáváme

RX(ω) := R(1,0,0)(ω) = E cos
ω

2
− iX sin

ω

2
=

(
cos ω2 −i sin ω

2

−i sin ω
2 cos ω2

)
,

RY (ω) := R(0,1,0)(ω) = E cos
ω

2
− iY sin

ω

2
=

(
cos ω2 − sin ω

2

sin ω
2 cos ω2

)
,

RZ(ω) := R(0,0,1)(ω) = E cos
ω

2
− iZ sin

ω

2
=

(
exp(−iω2 ) 0

0 exp(iω2 )

)
.

Explicitní tvar p°íslu²ného reprezentanta projektivní t°ídy unitárních matic, od-
povídajícího rotaci o úhel ω kolem osy ξ = (x, y, z) tedy je

Rξ(ω) =

(
cos ω2 − iz sin

ω
2 −i(x− iy) sin ω

2

−i(x+ iy) sin ω
2 cos ω2 + iz sin ω

2

)
.

Vzhledem k tomu, ºe XYX = −Y a XZX = −Z, dostáváme uºite£ný vztah

XRY (ω)X = XEX cos
ω

2
− iXY X sin

ω

2
= RY (−ω)

a podobn¥
XRZ(ω)X = RZ(−ω).

Nyní jiº m·ºeme dokázat v¥tu, kterou pot°ebujeme pro konstrukci kontrolova-
ného operátoru pro obecné U .

V¥ta. Kaºdý unitární operátor U je projektivn¥ ekvivalentní operátoru AXBXC,
kde ABC = E.

D·kaz. Víme, ºe operátor U je projektivn¥ ekvivalentní operátoru ve tvaru cos ϑ2 −ei(ψ−ϕ) sin ϑ
2

eiϕ sin ϑ
2 eiψ cos ϑ2

 =

(
1 0

0 eiϕ

)cos ϑ2 − sin ϑ
2

sin ϑ
2 cos ϑ2

(1 0

0 ei(ψ−ϕ)

)
,

coº je projektivn¥ ekvivalentní operátoru

RZ(ϕ)RY (ϑ)RZ(ψ)RZ(−ϕ) .
S vyuºitím vý²e odvozených vlastností konjugace operátorem X dostáváme

RZ(ϕ)RY (ϑ)RZ(ψ)RZ(−ϕ) =

= RZ(ϕ)RY

(
ϑ

2

)
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(
ϑ

2

)
RZ

(
ψ

2

)
RZ

(
ψ

2

)
RZ(−ϕ) =

= RZ(ϕ)RY

(
ϑ

2

)(
XRY

(
−ϑ
2

)
X

)(
XRZ

(
−ψ
2

)
X

)
RZ

(
ψ

2

)
RZ(−ϕ) =

=

(
RZ(ϕ)RY

(
ϑ

2

))
X

(
RY

(
−ϑ
2

)
RZ

(
−ψ
2
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X

(
RZ

(
ψ

2

)
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)
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a nyní sta£í poloºit

A = RZ(ϕ)RY

(
ϑ

2

)
, B = RY

(
−ϑ
2

)
RZ

(
−ψ
2

)
, C = RZ

(
ψ

2

)
RZ(−ϕ) .
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