REGULARNI VYRAZY A RACIONALNI MNOZINY

Necht (M,-,157) je monoid, tedy mnoZzina M s binarni asociativni operaci a
neutralnim prvkem (jednotkou).

Racionalni podmnoziny monoidu. Rekneme, Ze systém F podmnozin monoidu
M je raciondlné uzavieng, pokud pro libovolné dvé mnoziny A, B € F je také

e AUBEF,
e A-BeF,
o (Aye F.
Soudin mnozin pfitom definujeme A-B ={a-b|a € A,b € B} a uzavérem (A)
mnoziny A minime nejmensi podmonoid M obsahujici A.
Raciondlnim uzdvérem néjakého systému F podmnoZin monoidu M rozumime
nejmensi raciondlné uzavieny systém obsahujici F
Podmnozina monoidu M se nazyva raciondlni, pokud lezi v raciondlnim uza-
véru konecénych podmnozin M, ktery znacéime RatM. Je to tedy nejmensi tiida,
ktera obsahuje prazdnou mnozinu, vSechny jednoprvkové mnoziny a je uzavien na
soucin, sjednoceni a uzaver.

Regularni vyrazy. Reguldrnim vijrazem nad monoidem M je kazdé spravné utvo-
fené slovo nad M a operanimi symboly {1,0, +, -, *}, kde 1 a 0 jsou konstanty,
+ a - jsou binarni symboly a * je unarni symbol.

Regularni vyrazy jsou tedy dany nasledujici induktivni definici.

e 1,0 am € M jsou regularni vyrazy (nazyvané atomické);
e jsou-li r a s regularni vyrazy, je i
= (r-s)
- (r+s)
- ()
regularni vyraz.

Symbol * se nazyva Kleenova hvézda. Pokud pfijmeme obvyklou pfednost sym-
bolu néasobeni pired symbolem s¢itani a prednost Kleenovy hvézdy pied symboly
sCitani a ndsobeni, miZeme vynechavat nékteré zédvorky. Symbol nasobeni také ob-
vykle nahrazujeme prostym zietézenim. Vyrazy r-r* a r* - r se obvykle zkracuji na
r* (tzv. Kleenovo plus).

Rozsivensj requldrni vijraz je definovan pfidanim unarniho symbolu  a pravidla

e je-li r regularni vyraz, je i ¥ regularni vyraz.

Dale nas bude zajimat vyhradné monoid ¥*, coz je volny monoid nad abecedou
Y s operaci zietézeni a prazdnym slovem e jako jednotkou. Prvky tohoto monoidu
se nazyvaji slova a jeho podmnoziny jazyky.

Souvislost.

Pozorovdni. Kazdou raciondlni podmnozinu monoidu ¥* lze definovat reguldrnim
vyrazem nad ¥. A naopak, kazdy regularni vyraz nad ¥ definuje n&jakou racionalni
podmnozinu X*.

Souvislost je ddna nasledujicimi pfirozenymi pravidly.
e Regularnimu vyrazu 0 odpovid4 prazda mnozina;

e regularnimu vyrazu 1 odpovidd mnozina {c}, kde ¢ je prazdné slovo;
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e regularnimu vyrazu a € ¥ odpovida mnozina {a};
e regularnimu vyrazu (r-s), kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné A
a s je regularni vyraz odpovidajici mnoziné B, odpovidd mnozina A - B;
e regularnimu vyrazu (r + s), kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné
A a s je regularni vyraz odpovidajici mnoziné B, odpovida mnozina AU B;
e regularnimu vyrazu r*, kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné A,
odpovida mnozina (A).
Jeding, co zbyva ofetiit jsou jednoprvkové mnoziny {u}, kde u = ajas - --ag, a; € X
a k > 2. Takova mnozina je zjevné definovana regularnim vyrazem ajas - - - ay.
Pro rozsifeny regularni vyraz navic plati, ze
e regularnimu vyrazu 7, kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoZiné A,
odpovida mnozina ¥* \ A (tedy doplnek A v X*).
Skute¢nost, ze tfida racionalnich jazyka (tedy podmnozin ¥*) je uzavienad na kom-
plement plyne z Kleenovy véty. Uvedené korespondence je davodem, pro¢ se raci-
ondlni jazyky zpravidla oznacuji jako requldrni jazyky.

KONECNE AUTOMATY

Konecny automat A je pétice (Q,%,0,qo, F'), kde @ je konetnd mnoZina stavi,
Y. je konefnéa abeceda, § C Q x X X Q je prechodovd relace, gy € Q je pocdtecni stav
a F' C @ je mnozina pfijimagicich stavi.

Smyslem piechodové relace je prifadit danému okamzitému popisu automatu, tj.
aktudlnimu stavu a aktudlnimu ¢tenému znaku, nasledujici stav. Protoze automat
neni obecné deterministicky, je obrazem tohoto pfifazeni mnozina stavi. Muzeme
tedy psat 6(q, s) = P, kde P je mnozina v8ech stavii ¢/, pro které plati (¢, s,q’) € 6.
Jesté obecnéji muZeme pro libovolné R € @ psat §(R,s) = P, kde P je mnoZina
stavi p takovych, ze existuje r € R takoveé, Ze (r,s,p) € §. Symbolem §* znacime
»obal“ relace 9§, tedy relaci §* C @ x ¥* x @, kterd obsahuje §, pro kazdé ¢ € @
obsahuje (q,¢,¢) a pro v8echna u,v € X* plati

(¢u,q') €0" & (¢,v,¢") €6 = (quv,¢") €™
Zapis 0* (R, s) = P, budeme zkracovat jako R-s = P, p¥i¢em? pro jednoprvkové
mnoziny {q} piSeme prosté ¢. Definici * 1ze stru¢né zapsat pravidlem
R-su=(R-s)- u.

Pokud plati, 7e pro kazdé (g,s) € @ x ¥ existuje nejvyse jedno ¢’ takové, 7e
(g,8,q") € 0, fekneme, Ze automat A je deterministicky. Pokud existuje pravé jedno
takové ¢', je automat uplng deterministickij.

Jazyk pfijimangj automatem A je definovan jako

LA)={we X | g wnF#0}
Jinak feceno, L(A) je mnozina slov, pro které existuje cesta automatem kondcici v

prijimajicim stavu. Pokud dva automaty pfijimaji stejny jazyk, fekneme, Ze jsou
ekvivalentni.

Véta. KaZdy jazyk prijimany konecngm automatem je prigimdn také iplnym de-
terministickym koneénym automatem.

Diikaz. Necht je dan obecné nedeterministicky automat A = (Q, %, 4, qo, F'). Defi-
nujme B = (P(Q), X%, 4, q0, F'), kde P(Q) je potenéni mnozina Q, § : P(Q) x ¥ —



P(Q) je definovana vyse pfijatou konvenci a F’ je mnoZzina mnozin, které obsahuji
alespon jeden piijimajici stav.
Je snadné ovéfit, Ze B je uplny deterministicky a L(A) = L(B). O

Pro zjednodus8eni nékterych uvah je uzite¢né povolit tzv. e-pfechody, tj. dovolit,
aby § obsahovala prvky (g¢,e,q’). VSimnéte si, %e pro kazdy kone¢ny automat lze
zkonstruovat jemu ekvivalentni, ktery e-pfechody neobsahuje.

Véta (Kleene). Jazyk je requldrni pravé kdyz je piijimdn koneéngm automatem.

Diikaz. ,=* Jednoprvkové mnoziny i prazdna mnozina jsou jisté pfijimény konec-
nym automatem. Chceme ukazat, ze tfida jazyku pfijimanych koneénym automa-
tem je uzaviend na soucin, sjednoceni a uzavér. Automat p¥ijimajici soucin jazyki
L(A) a L(B) vznikne piidanim e-pfechodu mezi piijimajici stavy automatu A a
pocatecni stav automatu B. Automat piijimajici sjednoceni lze ziskat z direktniho
sou¢inu obou automati vhodnou volbou pfijimajicich stavi (nebo také dvéma e-
pfechody z nového vstupniho stavu do vstupnich stavii A a B). Automat piijimajici
uzaveér L(A) vznikne pfidanim e-pfechodu mezi pFijimajici stavy a poGatetni stav
automatu A, pfipadné pfidanim nového pi¥ijimajiciho poc¢atecéniho stavu s e pre-
chodem do puvodniho pocatecniho stavu, pokud tento nebyl pfijimajici, coz zajisti
prijeti prazdného slova.

»<=“ Necht A = (Q,%,qo,0, F) je tplny deterministicky konetny automat se
stavy Q = {qo,q1,---,qn}. Oznatme LQ:Z) jazyk obsahujici slova vedouci ze stavu
qr do stavu g¢s a neprochazejici skrz zadny stav gi, k > m. Presnéji, slovo u lezi v
L"), prave kdyz

® 5*(qr,u) = qs a

e pokud slovo v # u je neprazdnym prefixem v a §*(g,,v) = qx, pak k < m.
Ukazeme, ze L%) je regularni jazyk pro vsechna r,s € {0,1,...,n} a vSechna
m € {0,1,...,n+ 1}. Postupujme indukei podle m. Je-li m = 0, pak je jazyk Lg?)
roven {a € ¥ | §(¢,,a) = qs}, a je tedy regularni.

Ptepokladejme nyni, 7e LS«ZZ) jsou regularni pro dané m < n a vSechna r, s. Kazdé
L%H), které nelezi v u € Lq(f;), lze faktorizovat jako ujus - - - up tak, ze

o 6*(gr,u1) =Gm aug € Lg‘"rlrz;

® 5 (qm,U;) = qm a u; € Lgm)n pro vSechna i = 2,3,...,/ —1;

o 5% (g, ue) = gs a ug € LY.

7 toho plyne, ze
L =1 (Lt (L) 1)

Tim je dokazéno, ze L(m+ ) je regularni jazyk, a diky indukci je regularni L("+ )
Nyni si stac¢i vSimnout, ze Jazyk pfijimany automatem A je roven

(n+1)
U L’IOva '
qreEF

slovo u €
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