
Regulární výrazy a racionální mnoºiny

Nech´ (M, ·, 1M ) je monoid, tedy mnoºina M s binární asociativní operací a
neutrálním prvkem (jednotkou).

Racionální podmnoºiny monoidu. �ekneme, ºe systém F podmnoºin monoidu
M je racionáln¥ uzav°ený, pokud pro libovolné dv¥ mnoºiny A,B ∈ F je také

• A ∪B ∈ F ,
• A ·B ∈ F ,
• 〈A〉 ∈ F .

Sou£in mnoºin p°itom de�nujeme A ·B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B} a uzáv¥rem 〈A〉
mnoºiny A míníme nejmen²í podmonoid M obsahující A.

Racionálním uzáv¥rem n¥jakého systému F podmnoºin monoidu M rozumíme
nejmen²í racionáln¥ uzav°ený systém obsahující F

Podmnoºina monoidu M se nazývá racionální, pokud leºí v racionálním uzá-
v¥ru kone£ných podmnoºin M , který zna£íme RatM . Je to tedy nejmen²í t°ída,
která obsahuje prázdnou mnoºinu, v²echny jednoprvkové mnoºiny a je uzav°ená na
sou£in, sjednocení a uzáv¥r.

Regulární výrazy. Regulárním výrazem nad monoidemM je kaºdé správn¥ utvo-
°ené slovo nad M a opera£ními symboly {1,0, +, · , ∗}, kde 1 a 0 jsou konstanty,
+ a · jsou binární symboly a ∗ je unární symbol.

Regulární výrazy jsou tedy dány následující induktivní de�nicí.
• 1, 0 a m ∈M jsou regulární výrazy (nazývané atomické);
• jsou-li r a s regulární výrazy, je i

� (r · s)
� (r + s)
� (r∗)

regulární výraz.
Symbol ∗ se nazývá Kleenova hv¥zda. Pokud p°ijmeme obvyklou p°ednost sym-

bolu násobení p°ed symbolem s£ítání a p°ednost Kleenovy hv¥zdy p°ed symboly
s£ítání a násobení, m·ºeme vynechávat n¥které závorky. Symbol násobení také ob-
vykle nahrazujeme prostým z°et¥zením. Výrazy r · r∗ a r∗ · r se obvykle zkracují na
r+ (tzv. Kleenovo plus).

Roz²í°ený regulární výraz je de�nován p°idáním unárního symbolu a pravidla
• je-li r regulární výraz, je i r regulární výraz.

Dále nás bude zajímat výhradn¥ monoid Σ∗, coº je volný monoid nad abecedou
Σ s operací z°et¥zení a prázdným slovem ε jako jednotkou. Prvky tohoto monoidu
se nazývají slova a jeho podmnoºiny jazyky.

Souvislost.

Pozorování. Kaºdou racionální podmnoºinu monoidu Σ∗ lze de�novat regulárním
výrazem nad Σ. A naopak, kaºdý regulární výraz nad Σ de�nuje n¥jakou racionální
podmnoºinu Σ∗.

Souvislost je dána následujícími p°irozenými pravidly.
• Regulárnímu výrazu 0 odpovídá prázdá mnoºina;
• regulárnímu výrazu 1 odpovídá mnoºina {ε}, kde ε je prázdné slovo;
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• regulárnímu výrazu a ∈ Σ odpovídá mnoºina {a};
• regulárnímu výrazu (r · s), kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A
a s je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ B, odpovídá mnoºina A ·B;

• regulárnímu výrazu (r + s), kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥
A a s je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ B, odpovídá mnoºina A∪B;

• regulárnímu výrazu r∗, kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A,
odpovídá mnoºina 〈A〉.

Jediné, co zbývá o²et°it jsou jednoprvkové mnoºiny {u}, kde u = a1a2 · · · ak, ai ∈ Σ
a k ≥ 2. Taková mnoºina je zjevn¥ de�nována regulárním výrazem a1a2 · · · ak.

Pro roz²í°ený regulární výraz navíc platí, ºe
• regulárnímu výrazu r, kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A,
odpovídá mnoºina Σ∗ \A (tedy dopln¥k A v Σ∗).

Skute£nost, ºe t°ída racionálních jazyk· (tedy podmnoºin Σ∗) je uzav°ená na kom-
plement plyne z Kleenovy v¥ty. Uvedená korespondence je d·vodem, pro£ se raci-
onální jazyky zpravidla ozna£ují jako regulární jazyky.

Kone£né automaty

Kone£ný automat A je p¥tice (Q,Σ, δ, q0, F ), kde Q je kone£ná mnoºina stav·,
Σ je kone£ná abeceda, δ ⊆ Q×Σ×Q je p°echodová relace, q0 ∈ Q je po£áte£ní stav

a F ⊆ Q je mnoºina p°ijímajících stav·.
Smyslem p°echodové relace je p°i°adit danému okamºitému popisu automatu, tj.

aktuálnímu stavu a aktuálnímu £tenému znaku, následující stav. Protoºe automat
není obecn¥ deterministický, je obrazem tohoto p°i°azení mnoºina stav·. M·ºeme
tedy psát δ(q, s) = P , kde P je mnoºina v²ech stav· q′, pro které platí (q, s, q′) ∈ δ.
Je²t¥ obecn¥ji m·ºeme pro libovolné R ∈ Q psát δ(R, s) = P , kde P je mnoºina
stav· p takových, ºe existuje r ∈ R takové, ºe (r, s, p) ∈ δ. Symbolem δ∗ zna£íme
�obal� relace δ, tedy relaci δ∗ ⊆ Q × Σ∗ × Q, která obsahuje δ, pro kaºdé q ∈ Q
obsahuje (q, ε, q) a pro v²echna u, v ∈ Σ∗ platí

(q, u, q′) ∈ δ∗ & (q′, v, q′′) ∈ δ∗ =⇒ (q, uv, q′′) ∈ δ∗.

Zápis δ∗(R, s) = P , budeme zkracovat jako R · s = P , p°i£emº pro jednoprvkové
mnoºiny {q} pí²eme prost¥ q. De�nici δ∗ lze stru£n¥ zapsat pravidlem

R · su = (R · s) · u.

Pokud platí, ºe pro kaºdé (q, s) ∈ Q × Σ existuje nejvý²e jedno q′ takové, ºe
(q, s, q′) ∈ δ, °ekneme, ºe automat A je deterministický. Pokud existuje práv¥ jedno
takové q′, je automat úplný deterministický.

Jazyk p°ijímaný automatem A je de�nován jako

L(A) = {w ∈ Σ∗ | q0 · w ∩ F 6= ∅}.

Jinak °e£eno, L(A) je mnoºina slov, pro které existuje cesta automatem kon£ící v
p°ijímajícím stavu. Pokud dva automaty p°ijímají stejný jazyk, °ekneme, ºe jsou
ekvivalentní.

V¥ta. Kaºdý jazyk p°ijímaný kone£ným automatem je p°ijímán také úplným de-

terministickým kone£ným automatem.

D·kaz. Nech´ je dán obecn¥ nedeterministický automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ). De�-
nujme B = (P(Q),Σ, δ, q0, F

′), kde P(Q) je poten£ní mnoºina Q, δ : P(Q) × Σ →



P(Q) je de�nována vý²e p°ijatou konvencí a F ′ je mnoºina mnoºin, které obsahují
alespo¬ jeden p°ijímající stav.

Je snadné ov¥°it, ºe B je úplný deterministický a L(A) = L(B). �

Pro zjednodu²ení n¥kterých úvah je uºite£né povolit tzv. ε-p°echody, tj. dovolit,
aby δ obsahovala prvky (q, ε, q′). V²imn¥te si, ºe pro kaºdý kone£ný automat lze
zkonstruovat jemu ekvivalentní, který ε-p°echody neobsahuje.

V¥ta (Kleene). Jazyk je regulární práv¥ kdyº je p°ijímán kone£ným automatem.

D·kaz. �⇒� Jednoprvkové mnoºiny i prázdná mnoºina jsou jist¥ p°ijímány kone£-
ným automatem. Chceme ukázat, ºe t°ída jazyk· p°ijímaných kone£ným automa-
tem je uzav°ená na sou£in, sjednocení a uzáv¥r. Automat p°ijímající sou£in jazyk·
L(A) a L(B) vznikne p°idáním ε-p°echodu mezi p°ijímající stavy automatu A a
po£áte£ní stav automatu B. Automat p°ijímající sjednocení lze získat z direktního
sou£inu obou automat· vhodnou volbou p°ijímajících stav· (nebo také dv¥ma ε-
p°echody z nového vstupního stavu do vstupních stav· A a B). Automat p°ijímající
uzáv¥r L(A) vznikne p°idáním ε-p°echodu mezi p°ijímající stavy a po£áte£ní stav
automatu A, p°ípadn¥ p°idáním nového p°ijímajícího po£áte£ního stavu s ε p°e-
chodem do p·vodního po£áte£ního stavu, pokud tento nebyl p°ijímající, coº zajistí
p°ijetí prázdného slova.

�⇐� Nech´ A = (Q,Σ, q0, δ, F ) je úplný deterministický kone£ný automat se
stavy Q = {q0, q1, . . . , qn}. Ozna£me L

(m)
r,s jazyk obsahující slova vedoucí ze stavu

qr do stavu qs a neprocházející skrz ºádný stav qk, k ≥ m. P°esn¥ji, slovo u leºí v
L
(m)
r,s , práv¥ kdyº
• δ∗(qr, u) = qs a
• pokud slovo v 6= u je neprázdným pre�xem u a δ∗(qr, v) = qk, pak k < m.

Ukáºeme, ºe L
(m)
r,s je regulární jazyk pro v²echna r, s ∈ {0, 1, . . . , n} a v²echna

m ∈ {0, 1, . . . , n+ 1}. Postupujme indukcí podle m. Je-li m = 0, pak je jazyk L
(m)
r,s

roven {a ∈ Σ | δ(qr, a) = qs}, a je tedy regulární.
P°epokládejme nyní, ºe L

(m)
r,s jsou regulární pro daném ≤ n a v²echna r, s. Kaºdé

slovo u ∈ L
(m+1)
r,s , které neleºí v u ∈ L

(m)
r,s , lze faktorizovat jako u1u2 · · ·u` tak, ºe

• δ∗(qr, u1) = qm a u1 ∈ L
(m)
r,m ;

• δ∗(qm, ui) = qm a ui ∈ L
(m)
m,m pro v²echna i = 2, 3, . . . , `− 1;

• δ∗(qm, u`) = qs a u` ∈ L
(m)
m,s.

Z toho plyne, ºe

L(m+1)
r,s = L(m)

r,s

⋃(
L(m)
r,m ·

〈
L(m)
m,m

〉
· L(m)

m,s

)
.

Tím je dokázáno, ºe L
(m+1)
r,s je regulární jazyk, a díky indukci je regulární L

(n+1)
r,s .

Nyní si sta£í v²imnout, ºe jazyk p°ijímaný automatem A je roven

L(A) =
⋃

qf∈F
L(n+1)
q0,qf

.
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