KONVOLUCNI KODOVAC

Vytvofili jsme si aparat umozihujici vyjadiit konvolu¢ni kodovy obraz celé (i
nekone¢né) vstupni zpravy najednou. Na kodovaci proces se ale i nadale miZzeme
divat jako na zafizeni, které v daném ¢ase (v i-tém Casovém taktu) pFijme vstup u; a
vrati vystup 51 Rozdil od blokového kédovace je v tom, Ze vystup neni jednoznacéné
definovan vstupem, zalezi také na stavu kédovace. Chovani konvolu¢niho kédovace

pravidla:

e Mnozina S stavii kédovace je konecéna.

e Pied zacatkem zpravy je kddovac vidy ve stejném pocatecnim stavu.

e Stav kodovaCe se méni vyhradné vstupem, a to deterministicky pomoci
pirechodové funkce § : S x F® — S. Je-li tedy s; stav kodovace v ¢ase i, pak
plati Si+1 = 5(sz,u,)

e Vystup v; je zavisly vyhradné na vstupu a stavu kédovace pomoci vystupni
funkce X : S x F® — F¢ neboli v; = A(s;, u;).

V teorii systému se takovy kodovaé nazyva casové invariantni systém, protoze jeho
chovani nezalezi na konrétnim Case, pouze na piedchozich udalostech. Oznac¢me
K (u) vystup kodovace na vstupu u, kde vstup i vystup reprezentujeme generujicimi

funkcemi. Tedy
K(ZEDZ’) =Y v, D

Predpoklad, Ze K je ¢asové invariantni (s fixnim pocatecnim stavem) lze jedno-
duse zapsat jako
K(uD)=K(u)D,
akce kédovace komutuje s akei zdrzeni. (Casové invariance samoziejmé pfedpoklada,
Ze pocatecni stav kodovace je nezavisly na indexu, kterym posloupnost za€iné.)
Konvolu¢ni kdédovaé je ale navic linedrni, pro libovolné vstupy u, w a r € I plati
e K(u+w)=K((u)+ K(w),
e K(ru) =rK(u).
Je-li u € F(D), tedy je-li to vektor racionalnich funkci, dostavame (ukazte!) z
definice linearni ¢asové invariantni transformace vztah

(1) K(u) = uG.

kde G je matice, jejiz polozka g; ; = (G);,; je rovna j-té slozce vystupu v na vstupu
e; = (0,...,0,1,0,...0) € F(D)®, tedy na zpravé s jedinou nenulovou hodnotou
uéz) = 1. Poznamenejme, 7e jsme tige piegli od F*(D) k F(D)’. U systémiis b = ¢ = 1
se hodnota K (1) se nazyva odezva systému. Je také pfirozené dodefinovat hodnoty
zobrazeni spojité, tj. tak, Ze vztah plati pro v8echny prvky F((u)), nejen ty
racionalni.

Pro linearni ¢asové invariantni systém lze, jak uvidime pozdéji, bez Gjmy na
obecnosti (tj. beze zmény kodovani) predpokladat, Ze jeho stavy tvofi vektorovy
prostor nad F a vystupni a pfechodova funkce (J, \) : (s;, u;) — (Si41,v;) je linearni
zobrazeni mezi vektorovymi prostory S x F® — S xF¢, Dimenze m prostoru stavi se
nazyva stuperi kodovace. Zobrazeni (4, ) se obvykle reprezentuje ¢tyfmi maticemi
A, B, C a D, které dohromady tvoii matici (0, ) tak, Ze plati

Sit1 = siA+uB, v; = 8;,C +u;D.



Piechodem ke generujicim Ffadam dostavame (ovéite!)
sD'=sA+ub, v=sC+uD,
a tedy
s =uB(D'Z,, - A7, v=u(D+B(D 'L, - A0,

kde Z,, je jednotkova matice stupné m. Odtud dostdvame vztah s vySe zminénou
y,matici odezev*

G=D+B(D'7, - A)~'C,
a vidime zarovei, Ze je to matice (tvaru b x ¢) nad t&lesem racionalnich funkei F(D).
Tuto matici nazyvame generujici matici daného kédovani.

Mizeme se naopak ptat, zda libovolna takova matice je generujici matici néja-
kého kodovace. Pokud budou existovat 1/1 kddovace odpovidajici funkcim g;;, bude
mozné sestavit kodovaé pro G jako kombinaci takovych elementarnich kédovaci.
Uvazme napt. funkci g = 1/D. Pak pro u = D mame v = ug = 1. Odpovidajici
kédovac méa tedy v ¢ase nula vratit jednicku, pokud na vstupu v ¢ase jedna bude
jednicka, jinak nulu. Je zifejmé, Ze takovy koédova¢ nemuze existovat. S pouzitim
nadi terminologie vidime, Ze fada g, musi byt kauzalni, resp. realizovatelna (je totiz
racionalni). To ukazuje pavod terminu realizovatelna funkce.

Chceme tedy nyni najit kédovag, ktery ,realizuje” néjakou realizovatelnou raci-
ondlni funkci. To bude kédovaé K s parametry (1,1) a odezvou

kde
p=po+pD+-+pnD™, a=1+qaD+-+g¢.D™.

Poznamenejme, ze predpoklad gy = 1 neni na djmu obecnosti. Pro realizovatelnost
racionélni funkce jsme sice pozadovali pouze, aby gg bylo nenulové, ale rozsitime-li
zlomek prvkem ¢ ! € T, dostaneme pozadovany tvar.

Nyni jiz muZzeme formulovat néasledujici zasadni vétu.

Véta. Necht je K konvoluéni kédovaé stupné m s prechodovou funkci
m .
(8i,u;)) = Si41= | u; — qusl(-j), 851)7 ey sl(vmfl)
j=1

a vijstupni funkci
m m
N . L .
(siui) = poui + > (pj — pog;)sy) = pOSZ(‘J,_)1 + ijsf) ~
j=1 J=1
Pak plati

K(u):u~a.

(€0)

Diikaz. Oznaéme o; = s;)/; a necht s je generujici fada posloupnosti (o;);—;. Z

definic dostavame

m m
U; = 0; + E qjTi—j, v, = E Pjoi—j,
j=1 §j=0



pro vSechna ¢ € Z, tedy
u=s-q, V=8P,
z GehoZ tvrzeni plyne. O

Nasobeni racionélni funkci p/q je tedy realizovano nésledujicim obvodem:

Matice kodovace (ptiklad pro m = 5) jsou

—q 1
—q2
A=|—gs
—dq4
—45
B = (1 0 0 O O)

P1 — Pod1
P2 — Poq2
C= |p3—pogs
P4 — Pog4
Ps — Pogs

D= (Po)

Kombinaci takovychto kdédovaciu pro jednotlivé indexy generujici matice dosta-
neme fyzickou podobu kédovace piislusného kodu. Z hlediska velikosti kodovace
je vyhodné sloucit kodovace se stejnym vstupem do kédovace se spole¢nou zpét-
nou vazbou a ¢ vystupy. K tomu je t¥eba pfevést indexy v kazdém jednotlivém
fadku na spoletného jmenovatele. Takto ziskdmé tzv. pifmou formu (nazyva se
také ,kontrolorova normalni forma“) konvolu¢niho kodovace dané generujici ma-
tice sestavajici z b registri.

Pro odpovidajici generujici matici

o (3)
i bxc

definujme stuperi i-tého Fddku jako

o O OO
oo o= O
OO = OO
o= O OO

v; = max{deg(p; 1), deg(pi2); - - .,deg(pi.c), deg(q;)}-

Soucet
b
V= E v;
i=1

nazyvame vnéjsi stupefi matice G, znafime extdeg G. Z definic plyne, Ze vnéjsi
stupeil matice je soucasné stupném piimé formy kddovace.



Chceme-li vngjsi stupen minimalizovat, hleddme pro dany kéd C bazi s co nejmen-
§imi stupni. Z definice je ziejmé, Ze stupné se nezvysi (a kod se nezméni) pokud
polozime vSechny jmenovatele rovny jedné, tedy pokud budeme uvazovat pouze
matice nad F[D] (tedy kodovace bez zpétné vazby). Bez tjmy na obecnosti také

predpokladejme, ze fadky jsou sefazeny tak, aby v; < vy < --- < 1y a vektor
(v1,v9,...,) nazvéme vné&jsi charakteristikou matice (resp. baze) G. Nasledujici

tvrzeni ukazuje, Zze vnéjsi charakteristika baze s minimalnim vnéj$im stupném je
pro dany koéd urcéena jednoznacné.

Lemma. Necht je (g1,82,...,8p) baze C s lexikograficky nejmensi vné&jsi charak-
teristikou. Jinak feceno, je to baze zvolend nésledujicim ,hladovym* postupem:
za g; volime né&jaky polynomiélni vektor z C \ (g1,...,8i—1) S nejmensim moz-
nym stupném v;. Pak pro libovolnou bazi (g}, g5,...,8g;,) kodu C s vnéjsim stup-
ném (vq,vs,...,v,) plati (v1,va,...,1) < (V],V5,...,1;) (¢imZ je minéno, Ze plati
v; < v} pro viechna ¢ = 1,2,...,b).

Diikaz. Mnozina C\ (g1, ...,8;—1) obsahuje alespon jeden z vektoru g}, g5, .-, &/,
z ¢ehoz v; < v plyne. O

Jednoznac¢né dana pfirozena ¢isla vy, v, . .., 1y z pfedchoziho tvrzeni se nazyvaji
Forneyho indexy kodu C a jejich soucet v se nazyva stupeti kédu C, znatime degC.
Stupen kodu je tedy roven nejmensimu moznému vnéjSimu stupni jeho generujici
matice, a tedy zaroven stupni pfimé formy kédovace takovou matici definovaného.
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