
Kone£né automaty

Pojem �automat� je historicky spojen s n¥jakou konstruktivní, algoritmickou
procedurou rozhodující n¥jaký problém, £i abstraktn¥ji °e£eno, rozhodující o tom,
zda n¥jaký prvek pat°í do dané mnoºiny (nap°. zda vstupní £íslo je prvo£íslo nebo
zda je sudé). V tomto smyslu se mluví i o �Turingov¥ automatu� , a£koli se dnes
ustálil pojem �Turing·v stroj� a termín �kone£ný automat� je rezervován pro jed-
nodu²²í rozhodovací procedury, kterými se budeme zabývat zde.

Pro r·zné rozhodovací postupy se také objevuje rozli²ení mezi determinismem a
nedeterminismem. V n¥kterých p°ípadech má nedeterminismus v¥t²í sílu, v n¥kte-
rých nikoli, v n¥kterých se to neví. V p°ípad¥ kone£ných automat· odpovídá deter-
minismus a nedeterminismus rozli²ení mezi rozeznatelnými a racionálními podmno-
ºinami monoidu. Klí£ovým výsledkem je zde ov²em Kleeneova v¥ta, která ukazuje,
ºe pro volný monoid nad kone£nou abecedou (tedy pro monoid slov) je síla de-
terministických a nedeterministických automat· ekvivalentní. To je d·vod, pro£ se
v informatice £asto obecný rozdíl mezi racionálními a rozeznatelnými mnoºinami
ignoruje a mluví se prost¥ o regulárních jazycích. Z algebraického hlediska je ov²em
rozli²ení d·leºité a je pou£né i pro jazyky nad kone£nou abecedou.

Racionální podmnoºiny monoidu. Nech´ (M, ·, 1M ) je monoid, tedy mnoºina
M s binární asociativní operací a neutrálním prvkem (jednotkou). Systémem raci-
onálních podmnoºin M , zna£íme Rat(M), je systém de�nován induktivn¥ takto:

• A ∈ Rat(M) pro v²echny kone£né mnoºiny A,
• pokud A,B ∈ Rat(M), pak také A ∪B ∈ Rat(M),
• pokud A,B ∈ Rat(M), pak také A ·B ∈ Rat(M),
• pokud A ∈ Rat(M), pak také 〈A〉 ∈ Rat(M).

Sou£in mnoºin p°itom de�nujeme A ·B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B} a uzáv¥rem 〈A〉
mnoºiny A míníme nejmen²í podmonoid M obsahující A.

Z induktivní de�nice racionálních mnoºin plyne, ºe kaºdou racionální mnoºinu
lze popsat jako posloupnost operací sjednocení, násobení a uzáv¥ru aplikovaných
na kone£né mnoºiny. Tuto posloupnost lze zapsat tzv. regulárním výrazem.

Regulárním výrazem nad abecedou Σ je kaºdé správn¥ utvo°ené slovo nad Σ a
opera£ními symboly {1,0, +, · , ∗}, kde 1 a 0 jsou konstanty, + a · jsou binární
symboly a ∗ je unární symbol.

Regulární výrazy jsou tedy dány následující induktivní de�nicí.

• 1, 0 a a ∈ Σ jsou regulární výrazy (nazývané atomické);
• jsou-li r a s regulární výrazy, je i

� (r · s)
� (r + s)
� (r∗)

regulární výraz.
Symbol ∗ se nazývá Kleeneova hv¥zda. Pokud p°ijmeme obvyklou p°ednost sym-

bolu násobení p°ed symbolem s£ítání a p°ednost Kleeneovy hv¥zdy p°ed symboly
s£ítání a násobení, m·ºeme vynechávat n¥které závorky. Symbol násobení také ob-
vykle nahrazujeme prostým z°et¥zením. Výrazy r · r∗ a r∗ · r se obvykle zkracují na
r+ (tzv. Kleeneovo plus).

Roz²í°ený regulární výraz je de�nován p°idáním unárního symbolu a pravidla

• je-li r regulární výraz, je i r regulární výraz.
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Jak jiº bylo °e£eno, kaºdou racionální podmnoºinu monoidu M lze de�novat
regulárním výrazem nad Σ, kde M = 〈Σ〉. A naopak, kaºdý regulární výraz nad Σ
de�nuje n¥jakou racionální podmnoºinu M .

Souvislost je dána následujícími p°irozenými pravidly.

• Regulárnímu výrazu 0 odpovídá prázdá mnoºina;
• regulárnímu výrazu 1 odpovídá mnoºina {1M};
• regulárnímu výrazu a ∈ Σ odpovídá mnoºina {a};
• regulárnímu výrazu (r · s), kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A
a s je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ B, odpovídá mnoºina A ·B;

• regulárnímu výrazu (r + s), kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥
A a s je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ B, odpovídá mnoºina A∪B;

• regulárnímu výrazu r∗, kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A,
odpovídá mnoºina 〈A〉.

Kone£ná mnoºina {m1,m2, . . . ,mn}, kde

mi = ai,1ai,2 · · · ai,ki ,

ai ∈ Σ, je p°itom de�nována regulárním výrazem

a1,1a1,2 · · · a1,k1 + a2,1a2,2 · · · a2,k2 + · · ·+ an,1an,2 · · · an,kn .

Pro roz²í°ený regulární výraz navíc platí, ºe

• regulárnímu výrazu r, kde r je regulární výraz odpovídající mnoºin¥ A,
odpovídá mnoºina Σ∗ \A (tedy dopln¥k A v Σ∗).

Poznamenejme, ºe Rat(M) obecn¥ není uzav°ena na komplement. Z Kleeneovy
v¥ty (níºe) ov²em vyplyne, ºe na komplement jsou uzav°eny regulární jazyky (tedy
racionální mnoºiny slov nad kone£nou abecedou), protoºe v deterministických au-
tomatech lze získat komplement pomocí komplementu mnoºiny p°ijímajících stav·.
Pro jazyky nad kone£nou abecedou je tedy moºné uvaºovat roz²í°ené regulární vý-
razy. Uvedená korespondence je rovn¥º d·vodem, pro£ se racionální mnoºiny n¥kdy
ozna£ují jako �regulární mnoºiny� i v obecném p°ípad¥.

Nedeterministické automaty nad monoidem. Nedeterministický M -automat
A je £tve°ice (Q, δ, I, F ), kde Q je mnoºina stav·, δ ⊆ Q ×M × Q je p°echodová
relace, I ⊆ Q je mnoºina po£áte£ních stav· a F ⊆ Q je mnoºina p°ijímajících stav·.
Automat se nazývá kone£ný, pokud je δ kone£ná mnoºina.

Prvek (q,m, q′) ∈ δ si typicky p°edstavujeme jako ²ipku vedoucí ze stavu q do
stavu q′ a ozna£enou popiskou m a celý automat jako orientovaný graf s ohod-
nocenými hranami. Automat p°ijímá prvek m ∈ M , pokud v takto de�nova-
ném grafu existuje cesta z po£áte£ního stavu do n¥jakého p°ijímajícího stavu jejíº
ohodnocení je rovno m. P°esn¥ji, taková p°ijímající cesta prvku m je posloup-
nost (q0,m1, q1,m2, q2, . . . ,mk, qk), kde m = m1 ·m2 · · ·mk, (qi−1,mi, qi) ∈ δ pro
v²echna i = 1, 2, . . . , k, q0 ∈ I a qk ∈ F . Mnoºinu prvk· p°ijímaných nedeterminis-
tickým automatem A zna£íme L(A). (�íkáme také, ºe A p°ijímá L(A). Dvojzna£-
nost mezi termíny �p°ijímaný prvek� a �p°ijímaná mnoºina� by nem¥la p·sobit
zmatek.) Automaty p°ijímající stejnou mnoºinu nazýváme ekvivalentní.

V²imn¥me-si, ºe de�nice dovoluje tzv. ε-p°echody, tedy prvky (q, 1M , q
′). To níºe

umoºní n¥které elegantní konstrukce. Na druhou stranu bychom n¥kdy cht¥li uva-
ºovat automaty bez ε-p°echod·. Je²t¥ p°ísn¥ji, pro n¥jakou podmnoºinu Σ ⊆ M
m·ºeme uvaºovat nedeterministický M -automat nad Σ, kde δ ⊆ Q× Σ×Q.



Podmínky na p°echodovou funkci m·ºeme naopak uvolnit a dovolit, aby hrany
byly ohodnoceny racionálními mnoºinami, tj. δ ⊆ Q× Rat(M)×Q. Pak mluvíme
o nedeterministickém M -automatu nad Rat(M). P°ijímající cesta prvku m je pak
de�nována jako posloupnost (q0, A1, q1, A2, q2, . . . , Ak, qk), kde (qi−1, Ai, qi) ∈ δ,
m = m1 ·m2 · · ·mk pro n¥jaká mi ∈ Ai a qk ∈ F .

Mnoºiny p°ijímané kone£nými nedeterministickými automaty p°esn¥ odpovídají
racionálním mnoºinám monoidu M v následujícím smyslu:

V¥ta. Nech´ je M monoid, A ⊆M a M = 〈Σ〉. Následující podmínky jsou ekviva-
lentní:

(1) A ∈ Rat(M);
(2) existuje kone£ný nedeterministický M -automat p°ijímající A;
(3) existuje kone£ný nedeterministický M -automat nad Σ s jediným vstupním

stavem p°ijímající A;
(4) existuje kone£ný nedeterministický M -automat nad Rat(M) p°ijímající A.

D·kaz.
(1) ⇒ (2) Indukcí podle de�nice racionální mnoºiny zkonstruujeme automat,

který jazyk p°ijímá (jde o tzv. Thompsonovu konstrukci).

• Je-li A = {m1,m2, . . . ,mk} kone£ná mnoºina, má kone£ný automat tvar
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• Máme-li automaty pro mnoºiny A a B, získáme automaty pro A ·B a A∪B
takto:

A ∪B :
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A ·B : AA ABiA fA iB fB1



• Automat pro 〈A〉 získáme z automatu pro A takto:
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(Vn¥j²í vstupní a p°ijímající stavy s ε-p°echodem jsou zde p°idány proto,
aby automat p°ijímal jedni£ku. Pokud jazyk A uº jedni£ku p°ijímá, sta£ilo
by p°idat pouze hranu vedoucí z fA do iA. V²imn¥me si, ºe obecn¥ nelze jed-
ni£ku do jazyka p°idat ε-p°echodem z iA do fA, protoºe tak bychom mohli
nepat°i£n¥ p°idat prvky odpovídající cestám z fA do fA neprocházejícím
po£áte£ním stavem.)

(2)⇒ (3) Vzhledem k tomu, ºe Σ generuje M , lze kaºdý p°echod (q,m, q′), kde
m 6= 1, nahradit p°echody (q, s0, q1), (q1, s1, q2), . . . , (qk, sk, q

′), kde qi jsou nové
stavy, si ∈ Σ a m = s1s2 · · · sk.

Zbývá eliminovat ε-p°echody. T¥m se také n¥kdy °íká �spontánní� p°echody,
protoºe za p°ítomnosti p°echodu (q, 1, q′) lze stav q kdykoli podle libosti zam¥nit
za q′. Takové spontánní p°echody lze odstranit tím, ºe jiº p°i vstupu do stavu q
�donutíme� automat, aby se �rozhodl� , zda chce spontánní p°echod vyuºít, nebo ne.
Formáln¥ budeme postupovat takto. Nejprve p°idáme nový po£áte£ní stav a z n¥j
jdoucí ε-p°echody do dosavadních po£áte£ních stav·, p°i£emº tento nový po£áte£ní
stav bude nadále jediným po£áte£ním stavem. Dále vytvo°íme tranzitivní uzáv¥r
ε-p°echod·, to znamená, ºe p°idáme nové ε-p°echody tak, aby p°ítomnost p°echod·
(q, 1, q′) a (q′, 1, q′′) implikovala p°ítomnost p°echodu (q, 1, q′′). Nyní pro v²echny
dvojice p°echod· (s,m, q), (q, ε, q′), kde m 6= 1, p°idáme p°echod (s,m, q′) a poté
v²echny ε-p°echody odstraníme.

Získáme tak automat v poºadovaném tvaru. Ov¥°ení, ºe je ekvivalentní automatu
p·vodnímu, je p°ímo£aré. Sta£í z p°ijímající cesty odstranit (nebo do ní pro opa£nou
inkluzi p°idat) p°íslu²né ε-p°echody.

(3)⇒ (4) Sta£í nahradit kaºdý p°echod (q,m, q′) p°echodem (q, {m}, q′).
(4)⇒ (1) Nech´ jsou stavy automatu q1, q2,. . . , qn. Automat nejprve upravíme

tak, aby m¥l jediný vstupní stav, do kterého nevedou ºádné (neprázdné) p°echody,
a jediný p°ijímající stav, ve kterém ºádné (neprázdné) p°echody neza£ínají. To lze
docílit p°idáním nového po£áte£ního (resp. nového koncového) stavu q0 (resp. qn+1)
a p°idáním ε-p°echod· do p·vodních po£áte£ních (resp. z p·vodních p°ijímajících)
stav·. Dále m·ºeme p°edpokládat, ºe pro libovolnou dvojici stav· (qi, qj), v£etn¥
smy£ek (qi, qi), existuje práv¥ jeden p°echod (qi, Ai,j , qj), protoºe násobné p°echody
m·ºeme slou£it pomocí sjednocení jazyk· a pro neexistující p°echody de�nujeme
Ai,j = ∅.

Nyní postupn¥ eliminujeme v²echny stavy krom¥ q0 a qn+1 takto: Odstraníme
zvolený vrchol qi a pro v²echna j, k 6= i de�nujeme nové jazyky

A′j,k = Aj,k ∪Aj,i 〈Ai,i〉Ai,k.

Je op¥t p°ímo£aré ov¥°it, ºe nov¥ vzniklý automat je ekvivalentní p·vodnímu. Li-
bovolný úsek p°ijímající cesty tvaru qj ,m1, qi,m2, qi,m3, . . . , qi,m`, qk v p·vodním
automatu totiº odpovídá cest¥ qj ,m, qk, kde m = m1m2 · · ·m` ∈ A′j,k, a naopak.



Nové jazyky jsou p°itom v²echny racionální. Po odstran¥ní v²ech vrchol· tedy z·-
stane jediný (neprázdný) p°echod (q0, A, qn+1) a A ∈ Rat(M). �

Rozpoznatelné podmnoºiny monoidu. Jiným zp·sobem, jak efektivn¥ popsat
podmnoºinu monoidu je pojem rozpoznatelnosti. �ekneme, ºe monoid N rozeznává
mnoºinu L ⊆ M , pokud existuje homomor�smus ϕ : M → N takový, ºe L =
ϕ−1ϕ(L).

P°ipome¬me, ºe jádrem homomor�smu ϕ rozumíme ekvivalenci ∼ϕ de�novanou:

u ∼ϕ v, práv¥ kdyº ϕ(u) = ϕ(v).

P°itom platí, ºe jádro homomor�smu je vºdy kongruence; a naopak, kaºdá kongru-
ence ∼ na M de�nuje homomor�smus (p°irozenou projekci)

ϕ : M →M/∼

vztahem ϕ(u) = [u], jehoº jádrem je práv¥ ∼ (kde [u] zna£í t°ídu, ve které leºí u).
Je tedy vid¥t, ºe monoidy rozeznávající mnoºinu L jsou dány kongruencemi

monoidu M , pro které platí, ºe L se rozkládá na t°ídy této kongruence. Nech´ je ∼
taková kongruence. Pak u ∼ v implikuje rus ∼ rvs pro kaºdé r a s, neboli

∀r, s ∈M : rus ∈ L⇔ rvs ∈ L.(1)

P°ímo£a°e lze ov¥°it, ºe pokud de�nujeme ekvivalenci u ∼L v vztahem (1), do-
staneme kongruenci. Ta se nazývá syntaktická kongruence mnoºiny L, monoid
Synt(L) := M/∼L se nazývá syntaktický monoid mnoºiny L a p°íslu²ná p°irozená
projekce se nazývá syntaktický homomor�smus. Z de�nice je vid¥t, ºe je to nejv¥t²í
kongruence, pro kterou se mnoºina L rozkládá na t°ídy. (�Nejv¥t²í� znamená, ºe
má nejmen²í po£et t°íd a v²echny ostatní jsou jejím zjemn¥ním.) Monoid M/∼L

se
nazývá syntaktický monoid mnoºiny L, a je to tedy nejmen²í monoid rozeznávající
mnoºinu L, a to pomocí p°irozené projekce u 7→ [u].

Deterministické automaty nad monoidem. Deterministický M -automat je
£tve°ice A = (Q, δ, q0, F ). Podobn¥ jako u nedeterministého automatu je Qmnoºina
stav·, q0 ∈ Q je po£áte£ní stav a F ⊆ Q je mnoºina p°ijímajících stav·. Namísto
p°echodové relace ov²em máme p°echodovou funkci δ : Q × M → Q, která pro
v²echna u, v ∈M a v²echna q ∈ Q spl¬uje δ(δ(q, u), v) = δ(q, u · v), a δ(q, 1M ) = q.
Namísto δ(q, u) pí²eme q · u, a podmínky potom mají tvar

(q · u) · v = q · (u · v),

q · 1 = q .

(V²imn¥te si, ºe pouºíváme znak násobení ve dvou r·zných významech.) Determi-
nistický automat se nazývá kone£ný, pokud je mnoºina stav· Q kone£ná. Automat
A p°ijímá mnoºinu

L(A) = {u ∈M | q0 · u ∈ F}.
Homomor�smus ϕ : M → N , s jehoº pomocí rozeznává N mnoºinu L ⊆ M ,

p°irozen¥ de�nuje deterministický automat Aϕ = (ϕ(M), δ, 1N , F ) nad M , kde δ je
de�nováno p°edpisem ϕ(u)·v = ϕ(u·v) a F = ϕ(L). Snadno ov¥°íme, ºe L(Aϕ) = L.

Uvaºujme naopak deterministický automat A = (Q, δ, q0, F ) nadM . Kaºdé slovo
u ∈ M ur£uje zobrazení δu : Q→ Q dané vztahem δu(q) = q · u, tzv. transformaci
mnoºiny stav·. Na transformacích de�nujeme binární operaci jako skládání zleva:

δu · δv := δuv,



£ímº vznikne transforma£ní monoid automatu A:
T (A) := ({δu | u ∈M}, · , id) .

Snadno ov¥°íme, ºe monoid T (A) rozeznává L(A) pomocí homomor�smu ϕ : u 7→
δu.

Je-li mnoºina L ⊆M rozeznávána n¥jakým kone£ným monoidem, nazývá se roz-
poznatelná. T°ídu rozpoznatelných podmnoºin M zna£ím Rec(M). Z dosavadních
úvah plyne:

V¥ta. Nech´ L ⊆M . Pak jsou následující podmínky ekvivalentní:

• L je rozpoznatelný;
• L je p°ijímán kone£ným deterministickým automatem nad M ;
• syntaktická kongruence L je kone£ná.

Minimální automat. Jiº jsme °ekli, ºe nejmen²í monoid N rozeznávající danou
mnoºinu L ⊆ M je dán syntaktickou kongruencí jako N = M/∼L

. Prvky N nám
sou£asn¥ poslouºily jako stavy deterministického automatu, který p°ijímá L. M·-
ºeme se ptát, zda je tento automat nejmen²í moºný (tj., zda má nejmen²í moºný
po£et stav·).

Je-li naopak dán automat (nap°. co nejmen²í) p°ijímající L, sestrojili jsme k
n¥mu monoid rozeznávající L jako monoid transformací. Op¥t se m·ºeme ptát, zda
se jedná o nejmen²í takový monoid.

Je vid¥t, ºe odpov¥¤ nebude v obou p°ípadech kladná. Vyjdeme-li totiº od n¥-
jakého rozeznávajícího monoidu N , zkonstruujeme k n¥mu automat a k tomuto
automatu jeho monoid transformací, nedostaneme p·vodní N , ale n¥jaký obecn¥
v¥t²í monoid obsahující zobrazení N → N . Pokud by m¥l být monoid transformací
nejmen²ím p°ijímajícím monoidem, muselo by tedy být stav· nejmen²ího automatu
mén¥ neº prvk· syntaktického monoidu. Je to moºné?

Chceme-li sníºit po£et stav· na minimum, uvaºujme následovn¥. Stav automatu
v daném okamºiku pln¥ ur£uje, jak se bude automat dále chovat. Ur£uje zejména,
jaké následující vstupy budou p°ijaty. To je také to jediné, co nás na daném stavu
zajímá. Z toho plynou dva poznatky:

• pokud q0 · u = q0 · v, pak pro jakékoli w ∈ M platí, ºe uw ∈ L práv¥ kdyº
vw ∈ L;
• stav qu = q0 · u je pln¥ charakterizován jazykem p°ijímaným z qu, coº je
jazyk L(u) := {w ∈M | uw ∈ L}. Jazyk L(u) se £asto zna£í u−1L a takové
jazyky nazýváme levé kvocienty L.

Levé kvocienty, ozna£me jejich mnoºinu QL, tedy tvo°í stavy minimálního determi-
nistického automatu AL = (QL, δ, 1M , F ) p°ijímajícího L, kde p°echodová funkce
je de�nována podobn¥ jako vý²e p°edpisem L(u) · v = L(u · v).

Levé kvocienty de�nují tzv. Myhillovu-Nerodovu ekvivalenci ∼R, kde u ∼R v,
práv¥ kdyº L(u) = L(v). Tato ekvivalence typicky není kongruence (ov¥°te!), nicmén¥
pro kaºdé s ∈M platí u ∼R v ⇒ u · s ∼R v · s.

S pouºitím �lingvistických� termín· lze °íct, ºe Myhillova-Nerodova ekvivalence
ztotoº¬uje prvky, které mají v L stejný pravý kontext. Podobn¥ lze syntaktickou
kongruenci de�novat jako ekvivalenci ztotoº¬ující prvky se stejným (oboustranným)
kontextem de�novaným pro u jako mnoºina CL(u) = {(r, s) | rus ∈ L}. Syntaktická
kongruence je tedy zjemn¥ním Myhillovy-Nerodovy ekvivalence.

Otázky z úvodu tohoto oddílu jsou tedy zodpov¥zeny následující v¥tou.



V¥ta. Monoid transformací minimálního automatu je isomorfní syntaktickému
monoidu.

D·kaz. Nech´ δu ∈ T (AL) zna£í transformaci L(r) 7→ L(ru). Ukáºeme, ºe zobrazení
δu 7→ [u] je isomor�smus T (AL) a Synt(M). Zobrazení je surjektivní homomor�s-
mus, protoºe

δu · δv = δuv 7→ [uv] = [u] · [v].

(Poznamenejme, ºe [u] · [v] zde zna£í sou£in t°íd kongruence. V²echny p°edchozí
rovnosti tedy triviáln¥ plynou z de�nic.) Zbývá ukázat, ºe zobrazení je prosté.

Nerovnost δu 6= δv znamená, ºe

δu(L(r)) = L(ru) 6= L(rv) = δv(L(r))

pro n¥jaké r ∈ M . Existuje tedy s ∈ M , pro které rus ∈ L není ekvivalentní
rvs ∈ L. Tedy [u] 6= [v], coº jsme cht¥li ukázat. �

Vztah racionálních a rozpoznatelných podmnoºin.

V¥ta (McKnight). Inkluze Rec(M) ⊆ Rat(M) platí, práv¥ kdyº je monoid M
kone£n¥ generovaný.

D·kaz. Je snadné ov¥°it, ºe kaºdá racionální mnoºina leºí v kone£n¥ generované
nadmnoºin¥. Sou£asn¥ platí, ºeM je vºdy rozpoznatelná triviálním monoidem {1}.
Pokud je tedy M nekone£n¥ generovaný, je M rozpoznatelná mnoºina, která není
racionální.

Je-li naopak M generovaný kone£nou mnoºinou Σ a Synt(L) je kone£ný, pak
lze p°echodovou funkci deterministického automatu AL nahradit kone£nou p°echo-
dovou relací, která obsahuje v²echny trojice (q, u, q′), kde s ∈ Σ, q ∈ QL a kde
q′ = q · u je dáno p°echodovou funkcí AL. �

Druhá implikace p°edchozího d·kazu ukazuje rozdíl mezi kone£ností determinis-
tického a nedeterministického automatu. Chápeme-li automat jako orientovaný graf
s ohodnocenými hranami, znamená kone£nost deterministického automatu pouze
kone£ný po£et vrchol·, nikoli kone£ný po£et hran. De�nice p°echodové funkce na-
opak pro nekone£ný monoid M po£ítá s nekone£ným po£tem hran vycházejícím z
kaºdého vrcholu. P°echod ke kone£nému nedeterministickému automatu spo£ívá v
redukci t¥chto hran pouze na ty, které jsou ohodnoceny generujícími prvky.

V¥ta (Kleene). Pro kone£nou abecedu Σ platí Rec(Σ∗) = Rat(Σ∗).

D·kaz. Díky McKnightov¥ v¥t¥ zbývá ukázat, ºe kaºdá racionální podmnoºina Σ∗

je rozpoznatelná. Díky charakterizacím Rat(M) a Rec(M) pomocí automat· sta£í
ukázat, ºe nedeterministický Σ∗-automat A = (Q, δ, I, F ) nad Σ lze transformovat
na deterministický Σ∗-automat.

Mnoºinou stav· hledaného deterministického automatu bude poten£ní mnoºina
P(Q), po£áte£ním stavem je I a mnoºinou p°ijímajících stav· je F ′ = {S | S ∩
F 6= ∅}. Klí£ovým krokem d·kazu je následující de�nice p°echodové funkce. Nech´
S ∈ P(Q), a a ∈ Σ. Pak

S · a = {q ∈ Q | (q′, a, q) ∈ δ pro n¥jaké q′ ∈ S} .
Na základ¥ tohoto p°edpisu dostáváme z asociativního poºadavku na determinis-
tický automat induktivní de�nici S · v = (S · u) · a, kde v = ua, v ∈ Σ∗, a ∈ Σ,
p°i£emº S · ε = S pro v²echna S ∈ P(Q). Tato de�nice je korektní díky tomu, ºe
kaºdé slovo má jednozna£ný rozklad na sou£in písmen.



Je nyní snadné ov¥°it (indukcí), ºe I · v ∈ F ′, práv¥ kdyº existuje p°ijímající
cesta v A. �

• Ukaºte, ºe {0} není rozpoznatelnou mnoºinou monoidu (Z,+) (a inkluze z
v¥ty je tedy v tomto p°ípad¥ ostrá).

• Co selºe p°i pokusu roz²í°it nedeterministický automat p°ijímající {0} v
(Z,+) na deterministický?

• Je {0} rozpoznatelnou mnoºinou monoidu (N,+)?
• Je N racionální mnoºinou monoidu (N, ·)?

Poznámka: Monoidy, pro které platí Kleeneova v¥ta, se nazývají Kleeneho mo-
noidy. Vid¥li jsme, ºe volný, kone£n¥ generovaný monoid je Kleeneho monoid. Je
moºné tuto podmínku zeslabit? P°edpokládejme, ºe Σ je kone£ná generující mno-
ºina monoidu M . De�nice p°echodové funkce na generátorech je vºdy korektní.
Problematická je jednozna£nost de�nice S · u, pokud má u více faktorizací na ge-
nerátory. To se m·ºeme pokusit obejít následujícím zp·sobem. De�nujme

S · u =
⋃

u=v·a
(S · v) · a .

Neboli: S · u je mnoºina stav·, do kterých se lze dostat z n¥jakého stavu S n¥jakou
faktorizací u = v · a, kde a ∈ Σ. To je induktivní de�nice, která je korektní, pokud
na M existuje uspo°ádání < kompatibilní s monoidovou operací, tj. spl¬ující, ºe
v < v · a pro v²echna v ∈M a v²echna a ∈ Σ.
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