ALGEBRAICKA CHARAKTERIZACE

Syntakticka kongruence a syntakticky monoid. Rekneme, ze monoid M roze-
zndvd jazyk L C X*, pokud existuje mnozina F' C M a homomorfismus ¢ : ¥* — M
takoveé, 7e w € L, pravé kdyZ p(w) € F; neboli L = ¢~ (F). Mnozinu F pfitom ne-
musime pFedem zmihovat, protoze zjevné F' = (L). Staci tedy pozadovat existenci
homomorfismu ¢, pro ktery je L = ¢~ tp(L).

Piipomeiime, Ze jddrem homomorfismu ¢ rozumime ekvivalenci ~, definovanou:

u ~, v, pravé kdyz p(u) = ¢(v).

Pritom plati, Ze jadro homomorfismu je vzdy kongruence; a naopak, kazda kongru-
ence ~ na X* definuje homomorfismus
CED IR
vztahem @(u) = [u], jehoZ jadrem je pravé ~ ([u] znadi t¥idu, ve které lezi u).
Je tedy vidét, ze monoidy rozeznévajici jazyk L jsou dany kongruencemi monoidu
3*, pro které plati, ze L se rozklada na tiidy této kongruence. Necht je ~ takova
kongruence. Pak u ~ v implikuje rus ~ rvs pro kazdé r a s, neboli

(1) Vr,s € X" rus € L < rvs € L.

Piimocare 1ze ovérit, ze pokud definujeme ekvivalenci u ~g v vztahem , dosta-
neme kongruenci. Ta se nazyva syntaktickd kongruence jazyka L. 7 definice je vidét,
Ze je to nejvétsi kongruence, pro kterou se jazyk L rozklada na tfidy. (,,Nejvétsi“
znamend, 7e mé nejmensi pocet ti¥id a v8echny ostatni jsou jejim zjemnénim.) Mo-
noid ¥*/., se nazyva syntakticky monoid jazyka L, a je to tedy nejmensi monoid
rozeznévajici jazyk L. Uvidime, Ze jazyk je regularni, pravé kdyz je jeho syntakticky
monoid konec¢ny.

Prava kongruence a minimalni automat. Definujme
Cr(u)={(r,s) | rus € L}

mnozinu kontexti slova u v jazyce L. Syntaktickd kongruence spojuje pravé ta slova,
kterda maji stejnou mnozinu kontexti. Tuto podminku miiZzeme oslabit a definovat
ekvivalenci ~g (nazyvanou téz Myhillova-Nerodova ekvivalence) pouze pomoci pra-
vych kontexti, tedy podminkou

(2) u~pv pravéekdyz Vse¥*: us€ L < vs € L.

Tato ekvivalence nemusi byt kongruenci (ovéite!). Je to ale tzv. pravd kongruence
(nebo téz doprava invariantni ekvivalence), tedy ekvivalence spliwujici, Ze v ~ v
implikuje us ~ vs pro vSechna s. Ze ~p je prava kongruence, plyne piimocaie z
(12) (overte!).

Je také snadné ovérit, ze ~p je nejvétsi prava kongruence takova, ze L se roz-
klada na jeji t¥idy. Mé&me totiz né&jakou takovou pravou kongruenci ~. Pak u ~ v
implikuje (Vs : us ~ vs), tedy z rozloZitelnosti L na t¥idy dostavame (Vs : us €
L& wvs € L), aproto u ~g v.

Uvazujme nyni n&jaky kone¢ny automat s pocateénim stavem ¢o. Pokud qg-u =
qo - v, pak i pro kazdé s plati qo - us = qo - vs, tedy u ~p v. Ekvivalence ~p
identifikuje slova, kterd vedou ke stejnému stavu. Tim je dokdzano, ze pro kazdy
regularni jazyk ma ekvivalence ~g kone¢ny index (tj. kone¢ny pocet t¥id): t¥id je
nejvyse tolik, kolik je stavi automatu (tedy automat ma alespoii tolik stavii, kolik
je t¥id).



To vede k napadu, vytvorit automat, jehoZ stavy budou naopak pro dany ja-
zyk odpovidat tfiddm ekvivalence ~p. Takovy automat skutecné existuje a je to
nejmensi automat rozeznavajici dany jazyk. Necht je tedy L regularni jazyk. De-
terministicky automat

A= (E*/Naa %, [5}757 L/NR)7
kde piechodova funkce ¢ je déna vztahem [w] - a = [wal, se nazyva minimdln{
automat jazyka L. Ove&rit, Ze A rozeznava L, je piimocaré (provedte!). Vyse jsme
vidéli, Ze pocet stavi automatu nemuZe byt mensi nez index ~pg, a A je tedy
opravdu minimélni, co do poctu stavi.

Je-li A’ néjaky deterministicky automat se stejnym poctem stavi jako minimalni
automat (a poCatenim stavem ¢o), je snadné ovéfit (provedte!), Ze zobrazeni v :
A" — A dané predpisem ¢ : ¢ — [u], kde u je n&jaké slovo spliwjici go - u = g,
je isomorfismus automatu. Takové slovo urcité existuje, protoze jinak by byl stav
q nedosazitelny a bylo by mozné ho ve sporu s minimalitou automatu vynechat.
Minimalni automat je tedy jediny az na isomorfismus.

Syntakticky monoid a pfechody minimalniho automatu. Vidéli jsme, Zze
syntaktickd kongruence definuje minimalni monoid rozeznavajici dany jazyk, za-
timco Myhillova-Nerodova ekvivalence definuje minimélni takovy automat. Uka-
zeme, jaka je mezi obéma objekty souvislost.

Uvazujme deterministicky automat A = (Q, %, qo, 9, F'). Kazdé slovo v € X*
urcuje zobrazeni 7, : @ — @ dané vztahem 7,(q) = q-u, tzv. transformaci mnoZziny
stavi. Na transformacich definujeme operaci skladani zleva:

Tu © To(q) = To(Tu(q)),
¢imz vznikne transformaéni monoid automatu A:
T:= {7y | ue X}, o).

Souvislost mezi syntaktickym monoidem a minimalnim automatem je nyni dana
nasledujicim tvrzenim.

Véta. Syntakticky monoid jazyka L je isomorfni transformacénimu monoidu jeho
minimdlniho automatu.

Diikaz. Ukazeme, Z%e zobrazeni ¢ : [u] — 7, je hledany isomorfismus /. a T.
Nejprve ovéfme, ze @ je dobfe definované, tj. u ~ v implikuje 7, = 7,. Necht
Tu 7 Ty. Existuje tedy [s] € X/ takové, 7e 7,([s]) # 7,([s]). Z definic dostavame

Tu([s]) = [s] - w = [su] # 7o ([s]) = [s] - u = [sv].
Tedy su # sv, a proto také u 4 v.

Plati 74, = 7, o 7, (ovéite!), a ¢ je tedy homomorfismus. Protoze je zjevné
na, zbyva ukazat, Ze je prosty. Necht [u] # [v]. Pak existuji slova r, s takova, ze
rus € L neni ekvivalentni rvs € L. Tudiz [rus] # [rvs], proto i [ru] # [rv], a tedy
[r] - u # [r] - v. To znamend, 7ze 7,([r]) # 7, ([r]), a tedy Ty, # To. O
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