
Algebraická charakterizace

Syntaktická kongruence a syntaktický monoid. �ekneme, ºemonoidM roze-

znává jazyk L ⊆ Σ∗, pokud existuje mnoºina F ⊆M a homomor�smus ϕ : Σ∗ →M
takové, ºe w ∈ L, práv¥ kdyº ϕ(w) ∈ F ; neboli L = ϕ−1(F ). Mnoºinu F p°itom ne-
musíme p°edem zmi¬ovat, protoºe zjevn¥ F = ϕ(L). Sta£í tedy poºadovat existenci
homomor�smu ϕ, pro který je L = ϕ−1ϕ(L).

P°ipome¬me, ºe jádrem homomor�smu ϕ rozumíme ekvivalenci ∼ϕ de�novanou:

u ∼ϕ v, práv¥ kdyº ϕ(u) = ϕ(v).

P°itom platí, ºe jádro homomor�smu je vºdy kongruence; a naopak, kaºdá kongru-
ence ∼ na Σ∗ de�nuje homomor�smus

ϕ : Σ∗ → Σ∗/∼

vztahem ϕ(u) = [u], jehoº jádrem je práv¥ ∼ ([u] zna£í t°ídu, ve které leºí u).
Je tedy vid¥t, ºe monoidy rozeznávající jazyk L jsou dány kongruencemi monoidu

Σ∗, pro které platí, ºe L se rozkládá na t°ídy této kongruence. Nech´ je ∼ taková
kongruence. Pak u ∼ v implikuje rus ∼ rvs pro kaºdé r a s, neboli

∀r, s ∈ Σ∗ : rus ∈ L⇔ rvs ∈ L.(1)

P°ímo£a°e lze ov¥°it, ºe pokud de�nujeme ekvivalenci u ∼S v vztahem (1), dosta-
neme kongruenci. Ta se nazývá syntaktická kongruence jazyka L. Z de�nice je vid¥t,
ºe je to nejv¥t²í kongruence, pro kterou se jazyk L rozkládá na t°ídy. (�Nejv¥t²í�
znamená, ºe má nejmen²í po£et t°íd a v²echny ostatní jsou jejím zjemn¥ním.) Mo-
noid Σ∗/∼S

se nazývá syntaktický monoid jazyka L, a je to tedy nejmen²í monoid
rozeznávající jazyk L. Uvidíme, ºe jazyk je regulární, práv¥ kdyº je jeho syntaktický
monoid kone£ný.

Pravá kongruence a minimální automat. De�nujme

CL(u) = {(r, s) | rus ∈ L}
mnoºinu kontext· slova u v jazyce L. Syntaktická kongruence spojuje práv¥ ta slova,
která mají stejnou mnoºinu kontext·. Tuto podmínku m·ºeme oslabit a de�novat
ekvivalenci ∼R (nazývanou téº Myhillova-Nerodova ekvivalence) pouze pomocí pra-
vých kontext·, tedy podmínkou

u ∼R v práv¥ kdyº ∀s ∈ Σ∗ : us ∈ L⇔ vs ∈ L.(2)

Tato ekvivalence nemusí být kongruencí (ov¥°te!). Je to ale tzv. pravá kongruence

(nebo téº doprava invariantní ekvivalence), tedy ekvivalence spl¬ující, ºe u ∼ v
implikuje us ∼ vs pro v²echna s. �e ∼R je pravá kongruence, plyne p°ímo£a°e z
(2)(ov¥°te!).

Je také snadné ov¥°it, ºe ∼R je nejv¥t²í pravá kongruence taková, ºe L se roz-
kládá na její t°ídy. M¥jme totiº n¥jakou takovou pravou kongruenci ∼. Pak u ∼ v
implikuje (∀s : us ∼ vs), tedy z rozloºitelnosti L na t°ídy dostáváme (∀s : us ∈
L⇔ vs ∈ L), a proto u ∼R v.

Uvaºujme nyní n¥jaký kone£ný automat s po£áte£ním stavem q0. Pokud q0 ·u =
q0 · v, pak i pro kaºdé s platí q0 · us = q0 · vs, tedy u ∼R v. Ekvivalence ∼R

identi�kuje slova, která vedou ke stejnému stavu. Tím je dokázáno, ºe pro kaºdý
regulární jazyk má ekvivalence ∼R kone£ný index (tj. kone£ný po£et t°íd): t°íd je
nejvý²e tolik, kolik je stav· automatu (tedy automat má alespo¬ tolik stav·, kolik
je t°íd).
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To vede k nápadu, vytvo°it automat, jehoº stavy budou naopak pro daný ja-
zyk odpovídat t°ídám ekvivalence ∼R. Takový automat skute£n¥ existuje a je to
nejmen²í automat rozeznávající daný jazyk. Nech´ je tedy L regulární jazyk. De-
terministický automat

A = (Σ∗/∼R
,Σ, [ε], δ, L/∼R

),

kde p°echodová funkce δ je dána vztahem [w] · a = [wa], se nazývá minimální

automat jazyka L. Ov¥°it, ºe A rozeznává L, je p°ímo£aré (prove¤te!). Vý²e jsme
vid¥li, ºe po£et stav· automatu nem·ºe být men²í neº index ∼R, a A je tedy
opravdu minimální, co do po£tu stav·.

Je-li A′ n¥jaký deterministický automat se stejným po£tem stav· jako minimální
automat (a po£áte£ním stavem q0), je snadné ov¥°it (prove¤te!), ºe zobrazení ψ :
A′ → A dané p°edpisem ψ : q 7→ [u], kde u je n¥jaké slovo spl¬ující q0 · u = q,
je isomor�smus automat·. Takové slovo ur£it¥ existuje, protoºe jinak by byl stav
q nedosaºitelný a bylo by moºné ho ve sporu s minimalitou automatu vynechat.
Minimální automat je tedy jediný aº na isomor�smus.

Syntaktický monoid a p°echody minimálního automatu. Vid¥li jsme, ºe
syntaktická kongruence de�nuje minimální monoid rozeznávající daný jazyk, za-
tímco Myhillova-Nerodova ekvivalence de�nuje minimální takový automat. Uká-
ºeme, jaká je mezi ob¥ma objekty souvislost.

Uvaºujme deterministický automat A = (Q,Σ, q0, δ, F ). Kaºdé slovo u ∈ Σ∗

ur£uje zobrazení τu : Q→ Q dané vztahem τu(q) = q ·u, tzv. transformaci mnoºiny

stav·. Na transformacích de�nujeme operaci skládání zleva:

τu ◦ τv(q) := τv(τu(q)),

£ímº vznikne transforma£ní monoid automatu A:
T := ({τu | u ∈ Σ∗}, ◦).

Souvislost mezi syntaktickým monoidem a minimálním automatem je nyní dána
následujícím tvrzením.

V¥ta. Syntaktický monoid jazyka L je isomorfní transforma£nímu monoidu jeho

minimálního automatu.

D·kaz. Ukáºeme, ºe zobrazení ψ : [u] 7→ τu je hledaný isomor�smus Σ/∼ a T .
Nejprve ov¥°me, ºe ψ je dob°e de�nované, tj. u ∼ v implikuje τu = τv. Nech´
τu 6= τv. Existuje tedy [s] ∈ Σ/∼ takové, ºe τu([s]) 6= τv([s]). Z de�nic dostáváme

τu([s]) = [s] · u = [su] 6= τv([s]) = [s] · u = [sv].

Tedy su 6∼ sv, a proto také u 6∼ v.
Platí τuv = τu ◦ τv (ov¥°te!), a ψ je tedy homomor�smus. Protoºe je zjevn¥

na, zbývá ukázat, ºe je prostý. Nech´ [u] 6= [v]. Pak existují slova r, s taková, ºe
rus ∈ L není ekvivalentní rvs ∈ L. Tudíº [rus] 6= [rvs], proto i [ru] 6= [rv], a tedy
[r] · u 6= [r] · v. To znamená, ºe τu([r]) 6= τv([r]), a tedy τu 6= τv. �
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