
Lineární operátory v euklidovských prostorechV této èásti pou¾ijeme obecné výsledky o lineárních operátorech ve vektorových pro-storech nad komplexními èísly z pøedchozích kapitol k podrobnìj¹ímu zkoumání lineárníchoperátorù v reálných prostorech se skalárním souèinem.Na poèátku budeme pøedpokládat, ¾e A je lineární operátor na reálném vektorovémprostoru V dimenze n. Vìta 87 o existenci vlastního vektoru u libovolného lineárníhooperátoru na komplexním vektorovém prostoru má v reálném pøípadì následující podobu.Také zde se musíme odvolat na základní vìtu algebry.Vìta 99. Pro ka¾dý lineární operátor na reálném vektorovém prostoru V existuje inva-riantní podprostor dimenze 1 nebo dimenze 2.Dùkaz. Zvolíme nìjakou bázi e1; : : : ; en prostoru V. Budeme opìt zkoumat soustavu li-neárních rovnic a11c1 + a12c2 + � � �+ a1ncn = �c1;a21c1 + a22c2 + � � �+ a2ncn = �c2;...an1c1 + an2c2 + � � �+ anncn = �cn:a hledat nìjaké nenulové øe¹ení c01; : : : ; c0n této soustavy. Takové øe¹ení existuje právì kdy¾je hodnota parametru � zvolena tak, aby platilodet0BB@ a11 � � a12 : : : a1na21 a22 � � : : : a2n... ... . . . ...an1 an2 : : : ann � �1CCA = 0:Tato podmínka vede stejnì jako v dùkazu Vìty 87 k algebraické rovnici n-tého stupnì,tentokrát ale s reálnými koe�cienty. Proto¾e ka¾dé reálné èíslo je souèasnì komplexnímèíslem, plyne ze základní vìty algebry, ¾e charakteristická rovnice operátoru A má aspoòjeden komplexní koøen �0. Potom jsou mo¾né dva pøípady.a) Èíslo �0 je reálné. Na¹e soustava lineárních rovnic má potom nenulové reálné øe¹eníc01; : : : ; c0n. Tato reálná èísla jsou souøadnice vektoru x 6= 0 vzhledem k bázi e1; : : : ; en.Vektor x je potom vlastním vektorem operátoru A a �0 je pøíslu¹né vlastní èíslo.b) Koøen �0 charakteristické rovnice operátoru A je komplexní èíslo �0 = �+ i�, � 6= 0.Na¹e soustava lineárních rovnic má potom opìt nenulové øe¹ení c01; : : : ; c0n, tentokrát alenemù¾eme pøedpokládat, ¾e jsou èísla c01; : : : ; c0n reálná. Jsou to obecná komplexní èísla,tedy c0k = �k + i�k; k = 1; : : : ; n: Typeset by AMS-TEX1



2 Dosadíme za �0 a c0k do na¹í soustavy lineárních rovnic a oddìlíme reálné a komplexníèásti. Dostaneme tak dvì soustavy lineárních rovností:a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = ��1 � ��1;a21�1 + a22�2 + � � �+ a2n�n = ��2 � ��2;...an1�1 + an2�2 + � � �+ ann�n = ��n � ��n:a a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = ��1 + ��1;a21�1 + a22�2 + � � �+ a2n�n = ��2 + ��2;...an1�1 + an2�2 + � � �+ ann�n = ��n + ��n:Reálná èísla �1; �2; : : : ; �n budeme pova¾ovat za souøadnice nìjakého vektoru x 2 Vvzhledem k bázi e1; : : : ; en a podobnì mù¾eme èísla �1; �2; : : : ; �n pova¾ovat za souøadnicevektoru y 2 V vzhledem k té¾e bázi e1; : : : ; en. Oba vektory x;y nejsou souèasnì nulové.Potom mù¾eme poslední dvì soustavy rovností zapsat ve tvaruA(x) = �x� �y; A(y) = �x+ �y:Kdyby byly vektory x a y lineárnì závislé, plynulo by z libovolné z pøedchozích dvou sou-stav rovností, ¾e aspoò jeden z vektorù x;y je vlastním vektorem operátoru A a pøíslu¹névlastní èíslo by bylo reálné.Vektory x a y jsou tedy lineárnì nezávislé a generují dvoudimenzionální podprostorP � V. Z rovností A(x) = �x��y, A(y) = �x+�y plyne, ¾e P je invariantní podprostoroperátoru A. �V posledním dùkazu jsme ukázali o nìco více, ne¾ jenom existenci dvoudimenzionálníhoinvariantního podprostoru P operátoru A v pøípadì, ¾e operátor A má vlastní èíslo � =�+ i�, které není reálné. Ukázali jsme navíc, ¾e v invariantní rovinì P existuje báze x;y,kterou operátor A zobrazuje následovnìA(x) = �x� �y; A(y) = �x+ �y:Pøipomeòme je¹tì poznámku uvedenou za De�nicí 44, ¾e ka¾dý lineární operátor nareálném vektorovém prostoru liché dimenze má aspoò jeden vlastní vektor, neboli aspoòjeden invariantní podprostor dimenze 1.Ortogonální operátory. Nyní k na¹im úvahám pøibereme skalární souèin, který je veuklidovském prostoru V de�novaný.



3De�nice 46. Lineární operátor A na n-dimenzionálním euklidovském vektorovém prostoruV se nazývá ortogonální operátor, jestli¾e zachovává skalární souèin, tj. platí-li pro ka¾dédva vektory x;y 2 V rovnost (A(x); A(y)) = (x;y):Zvolíme-li x = y, dostaneme rovnostjjA(x)jj2 = (A(x); A(x)) = (x;x) = jjxjj2;neboli ka¾dý ortogonální operátor zobrazuje libovolný vektor x 2 V do vektoru stejné délky.Vzpomeneme-li si je¹tì na vyjádøení úhlu ' mezi dvìma vektory x;y pomocí skalárníhosouèinu, cos' = (x;y)jjxjjjjyjj ;uvidíme ¾e ortogonální operátory zachovávají rovnì¾ úhel mezi dvìma vektory. Speciálnìzobrazují dva kolmé vektory na jiné dva kolmé vektory. Odtud název ortogonální operátory.V¹imnìte si je¹tì, ¾e ortogonální operátor A musí zobrazovat libovolný nenulový vektor xopìt na nenulový vektor A(x). Plyne to z toho, ¾e nulový vektor 0 je jediný vektor délky0. Ka¾dý ortogonální operátor má tedy nulové jádro a je proto vzájemnì jednoznaèný.Je-li e1; : : : ; en nìjaká ortonormální báze v prostoru V, pak vektory A(e1); A(e2); : : : ,A(en) také tvoøí ortonormální bázi. Buï (aik) matice operátoru A vzhledem k ortonor-mální bázi e1; : : : ; en. Potom k-tý sloupec matice (aik) tvoøí souøadnice vektoru A(ek) vortonormální bázi e1; : : : ; en. Pro libovolná dvì rùzná èísla k; l = 1; : : : ; n proto platí0 = (ek; el) = (A(ek); A(el)) = nXi=1 aikail;a stejnì tak 1 = (ek; ek) = (A(ek); A(ek)) = nXi=1 aikaik:De�nice 47. Ètvercová matice M = (aik) øádu n slo¾ená z reálných èísel se nazýváortogonální matice, platí-li nXi=1 aikail = �klpro libovolné k; l = 1; : : : ; n.Ètvercová matice M je tedy ortogonální právì kdy¾ platí M 0M = I, kde M 0 je maticetransponovaná k matici M . Z vìty o násobení determinantù (Vìta 64) a z Vìty 60 plyne,¾e detM 0 detM = detM detM = det I = 1;neboli detM = �1 pro ka¾dou ortogonální matici M .



4 Determinant matice ortogonálního operátoru A vzhledem k libovolné ortonormální bázie1; : : : ; en se tedy rovná �1. Ortogonální operátor A, jeho¾ determinant se rovná +1,se nazývá vlastní ortogonální operátor. Je-li determinant matice operátoru A roven �1,nazývá se A nevlastní ortogonální operátor.V pøípadì ortogonálních operátorù má ka¾dý invariantní podprostor invariantní dopl-nìk. Tato dùle¾itá vlastnost ortogonálních operátorù má snadný dùkaz.Vìta 100. Je-li P invariantní podprostor ortogonálního operátoru A na euklidovskémprostoru V, pak také ortogonální doplnìk P? podprostoru P je invariantní podprostoroperátoru A.Dùkaz. Je-li y 2 P?, pak platí (x;y) = 0 pro ka¾dý vektor x 2 P. Proto¾e je operátor Avzájemnì jednoznaèný na celém prostoru V, je také vzájemnì jednoznaèný na podprostoruP. Proto existuje pro ka¾dý vektor x 2 P vektor z 2 P takový, ¾e A(z) = x. Potom platípro ka¾dé x 2 P (x; A(y)) = (A(z); A(y)) = (z;y) = 0;neboli A(y) 2 P? pro ka¾dý vektor y 2 P. �Probereme teï ortogonální operátory v malých dimenzích. Nejsnaz¹í to je v pøípadìjednodimenzionálního prostoru. Zvolíme v nìm nìjaký vektor e délky 1. Potom A(e) = �ea z podmínky ortogonality A plyne1 = (e; e) = (A(e); A(e)) = (�e; �e) = �2(e; e) = �2:Platí tedy � = �1. Na jednodimenzionálním euklidovském prostoru tedy existují pouzedva ortogonální operátory. Je to buï identický operátor A(x) = x (vlastní ortogonálníoperátor) a nebo operátor A(x) = �x (nevlastní).Buï nyní A ortogonální operátor na dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V.Zvolme v nìm ortonormální bázi e1; e2 a nech»� a bc d�je matice operátoru A vzhledem k bázi e1; e2. Budeme dále pøedpokládat, ¾e operátor Aje vlastní ortogonální operátor, tj. platí ad� bc = 1.Matice operátoru A musí být navíc ortogonální, tj. musí platit� a bc d��1 = � a cb d� :Z rovnosti ad� bc = 1 plyne jiné vyjádøení inverzní matice k matici operátoru A:� a bc d��1 = � d �b�c a � :



5Proto¾e je inverzní matice k libovolné regulární matici urèena jednoznaènì, dostávámerovnosti a = d, c = �b. Matice operátoru vzhledem k bázi e1; e2 má tedy tvar� a �bb a � ;kde a2+ b2 = 1. Polo¾íme-li a = cos' a b = sin', dostaneme ¾e ka¾dý vlastní ortogonálníoperátor A na dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V má vzhledem k libovolnéortonormální bázi e1; e2 matici � cos' � sin'sin' cos' � ;kde ' je vhodný úhel. Operátor A tedy není nic jiného ne¾ pootoèení o úhel '.Nyní budeme uva¾ovat pøípad nevlastního ortogonálního operátoru A, tj. pøípad ad �bc = �1. Charakteristický polynom �2� (a+d)��1 operátoru A má potom reálné koøeny.Existuje tedy vlastní vektor e operátoru A, tj. platí A(e) = �e, kde � = �1. Vektore doplníme do ortonormální báze vektorem f . To je podle Vìty 100 také vlastní vektoroperátoru A, tedy A(f) = �f . V bázi e; f má tedy matice operátoru A matici��1 00 �1� :Proto¾e je ale A nevlastní ortogonální operátor, jsou pro výbìr znamének pouze dvì mo¾-nosti � 1 00 �1� ; ��1 00 1� :Nevlastní ortogonální operátor ve dvoudimenzionálním euklidovském prostoru V je tedyosová symetrie vzhledem k ose procházející poèátkem.V libovolné dimenzi platí následující vìta.Vìta 101. Buï A ortogonální operátor v n-dimenzionálním euklidovském prostoru V.Potom v prostoru V existuje ortonormální báze e1; : : : ; en, ve které má operátor A matici0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
1 . . . 1 �1 .. . �1 cos'1 � sin'1sin'1 cos'1 . . . cos'k � sin'ksin'k cos'k

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:



6V¹echny ostatní prvky matice jsou nulové.Dùkaz. Podle Vìty 99 má operátor A na prostoru V invariantní podprostor P, který mádimenzi 1 nebo 2. Má-li podprostor P dimenzi 1, zvolíme v nìm vektor e1 délky 1. Jestli¾e¾ádný invariantní podprostor dimenze 1 neexistuje, má podprostor P dimenzi 2. Vyberemev nìm ortonormální bázi e1; e2.V prvním pøípadì platí A(e1) = �e1. Ve druhém pøípadì je operátor A na podprostoruP vlastní ortogonální operátor (jinak by v P existoval jednodimenzionální invariantnípodprostor operátoru A). Vzhledem k bázi e1; e2 má matici� cos' � sin'sin' cos' � :Ortogonální doplnìk P? podprostoru P je podle Vìty 100 také invariantní podpros-tor operátoru A. Opìtovným pou¾itím Vìty 99 v nìm najdeme invariantní podprostor Qdimenze 1 nebo 2, v nìm zvolíme ortonormální bázi, atd.Dostaneme tak postupnì n navzájem ortogonálních vektorù délky 1. Ty tvoøí bázie1; : : : ; en, vzhledem ke které má matice operátoru A blokovì diagonální tvar. Vhodnouzmìnou poøadí vektorù v nalezené bázi získáme matici hledaného tvaru. Ka¾dé èíslo �1na hlavní diagonále odpovídá jednodimenzionálnímu invariantnímu podprostoru, ka¾dábuòka � cos'i � sin'isin'i cos'i �urèuje jeden invariantní podprostor dimenze 2. �Právì dokázaná vìta má øadu dùsledkù. Pár si jich uvedeme. Nazvìme jednoduchourotací vlastní ortogonální operátor A, který v nìjakém dvoudimenzionálním invariantnímpodprostoru P pùsobí jako otoèení o úhel ', a v ortogonálním doplòku P? zobrazuje ka¾dývektor do sebe. Ve vhodnì zvolené bázi má potom A matici0BBBBBBBBBBB@
1 .. . 1 cos' � sin'sin' cos' 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCCAJednoduchá reexe je nevlastní ortogonální operátor A, který má jednodimenzionálníinvariantní podprostor P, na kterém zobrazuje ka¾dý vektor x do opaèného vektoru �x, akterý dále zobrazuje ka¾dý vektor ortogonálního doplòku P? do sebe. Ve vhodnì zvolené



7bázi má potom operátor A (diagonální) matici0BBBBBBBBB@
1 . . . 1 �1 1 . . . 1

1CCCCCCCCCA :
Z Vìty 101 si pak snadno doká¾eteDùsledek 102. Ka¾dý ortogonální operátor A na euklidovském prostoru V mù¾eme vy-jádøit jako slo¾ení nìkolika jednoduchých rotací a nìkolika jednoduchých reexí. �V¹imnìme si je¹tì, ¾e má-li operátor A na dvoudimenzionálním prostoru vzhledem knìjaké ortonormální bázi e1; e2 matici��1 00 �1� ;jde vlastnì o otoèení o úhel �. Pova¾ujeme-li otoèení o úhel � také za prostou rotaci,dostaneme dal¹í dùsledek.Dùsledek 103.Ka¾dý vlastní ortogonální operátor na euklidovském lineárním prostoru lzeslo¾it z nìkolika prostých rotací. Ka¾dý nevlastní ortogonální operátor lze slo¾it z nìkolikaprostých rotací a jedné prosté reexe. �V euklidovském prostoru dimenze 3 pro ka¾dý vlastní ortogonální operátor A existujeortonormální báze e1; e2; e3, ve které má A matici0@ 1 0 00 cos' � sin'0 sin' cos' 1A :Pro v¹echny vektory x invariantního podprostoru P generovaného vektorem e1 tak platíA(x) = x, v¹echny prvky P tedy zùstávají na místì. Na ortogonálním doplòku vekto-ru e1 (tj. v rovinì generované vektory e2; e3) operátor A pùsobí jako otoèení o úhel '.(Pøipou¹tíme i pøípad ' = 0, tj. ¾e operátor A je identický operátor na celém prostoruV.) Operátor A je tedy rotace kolem osy urèené vektorem e1. Ka¾dý vlastní ortogonálníoperátor v tøídimenzionálním euklidovském prostoru V je tedy rotace kolem nìjaké osy.Slo¾ení dvou vlastních ortogonálních operátorù je zase vlastní ortogonální operátor (po-dle vìty o násobení determinantù). Je-li operátor A v euklidovském prostoru dimenze 3otoèení o úhel ' kolem osy urèené vektorem e a operátor B otoèení o úhel  kolem osyurèené vektorem f , pak slo¾ení BA tìchto dvou operátorù je opìt otoèení o nìjaký úhel� kolem osy urèené nìjakým vektorem g. Zajímavé cvièení spoèívá v nalezení úhlu � avektoru g, jsou-li dány úhly ',  a vektory e, f .


