
Podpologrupy volné pologrupy a věta o defektu

Na rozd́ıl od grup nejsou podpologrupy volné pologrupy nutně volné. Např́ıklad
pologrupa S = ⟨X⟩ generovaná množinouX = {a, ab, ba} neńı volná, protože ab·a =
a · ba. Přitom plat́ı, že X je nejmenš́ı množina generátor̊u S. To je speciálńı př́ıpad
následuj́ıćıho obecného pravidla:

Lemma. Je-li S podpologrupa volné pologrupy, pak S má nejmenš́ı (vzhledem k
inkluzi) množinu generátor̊u B = S \ S2.

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že B generuje S. Předpokládejme pro spor, že w lež́ı v S,
ale nelež́ı v ⟨B⟩, a necht’ w je nejkratš́ı možné. Protože w /∈ S \ S2, je w ∈ S2, a
tedy je součinem dvou slov u, v ∈ S. Protože |u|, |v| < |w|, plat́ı u, v ∈ ⟨B⟩, a tedy
také w ∈ ⟨B⟩, spor.

Necht’ nyńı S = ⟨B′⟩. Z definice B plyne, že žádný z jeho prvk̊u neńı součinem
dvou prvk̊u z B′. Odtud plyne B ⊆ B′. □

Množinu B z předchoźıho lemmatu nazýváme baźı pologrupy S a jej́ı velikost
hodnost́ı pologrupy S. Jak ukazuje podpologrupa T pologrupy {a, b}∗ sestávaj́ıćı ze
slov zač́ınaj́ıćıch ṕısmenem a, může mı́t pologrupa konečné hodnosti podpologrupu
hodnosti nekonečné. Baźı takové pologrupy je totiž množina {abi | i ≥ 0}.

Zopakujme, že báze je sice nejmenš́ı generuj́ıćı množina dané pologrupy, ale
výsledná pologrupa nemuśı být volná. Generuje-li množina slov B volnou polo-
grupu, ř́ıkáme, že B je kód. Pokud nav́ıc plat́ı, že prvky B jsou po dvou prefixově
(sufixově) nesrovnatelné, ř́ıkáme, že B je prefixový (sufixový) kód.

Následuj́ıćı lemmata charakterizuj́ı, kdy je pologrupa volná a kdy je generována
prefixovým kódem.

Lemma. Pologrupa S ⊆ Σ+ je volná, právě když pro libovolná slova p, q, w ∈ Σ+

plat́ı

p, q, pw,wq ∈ S =⇒ w ∈ S .(f)

D̊ukaz. Necht’ je S volná a necht’ p, q, pw,wq ∈ S. Pak také pwq ∈ S a slova pw, wq
a pwq maj́ı jednoznačnou faktorizaci do prvk̊u báze BS pologrupy S. Necht’ tedy
p = p1p2 · · · pip , q = q1q2 · · · qiq , pw = b1b2 · · · bj1 a wq = c1c2 · · · cj2 jsou takové
faktorizace (tedy všechna pi, qi, bi a ci lež́ı v BS). Pak z rovnosti

p1p2 · · · pipc1c2 · · · cj2 = pwq = b1b2 · · · bj1q1q2 · · · qiq
dostáváme pk = bk, k = 1, 2, . . . , ip, a tedy w = bip+1bip+2 · · · bj1 ∈ S.

Necht’ nyńı S neńı volná a necht’ b1b2 · · · bj = c1c2 · · · ck je nějaká co nejkratš́ı
netriviálńı relace mezi prvky BS . Můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat
b1 < c1. Pak p = b1, q = c2c3 · · · ck a w = b−1

1 c1 nesplňuj́ı implikaci (f). □

Podmı́nka (f) z předchoźıho lemmatu se nazývá podmı́nka stability.

Lemma. Pologrupa S ⊆ Σ+ je generovaná prefixovým kódem, právě když pro libo-
volná slova p, w ∈ Σ+ plat́ı

p, pw ∈ S =⇒ w ∈ S .(p)

D̊ukaz. Necht’ je S generována prefixovým kódem a necht’ p, pw ∈ S. Necht’ p =
b1b2 · · · bj a pw = c1c2 · · · ck je faktorizace p a pw v bázi BS . Protože BS je prefixový
kód, plat́ı bi = ci, i = 1, 2, . . . , j, a tedy w = cj+1cj+2 · · · ck ∈ S.
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Necht’ BS neńı prefixový kód. Pak existuj́ı prvky b, b′ ∈ BS takové, že b < b′.
Protože BS je báze, plat́ı b−1b′ /∈ BS a d̊ukaz je hotov. □

Protože množiny splňuj́ıćı (f) jsou zjevně uzavřené na pr̊unik, existuje minimálńı
(vzhledem k inkluzi) volná pologrupa F obsahuj́ıćı danou množinu X. Takovou
pologrupu nazýváme volný obal množiny X a ṕı̌seme F = ⟨X⟩f. Bázi F nazýváme
volnou baźı množiny X a jej́ı kardinalitu, kterou znač́ıme rankf(X), nazýváme
volnou hodnost́ı množiny X.

Analogicky definujeme prefixový obal ⟨X⟩p, prefixovou bázi a prefixovou hodnost

rankp(X) množiny X.
Následuj́ıćı lemma ukazuje daľśı charakterizaci volné pologrupy.

Lemma. Necht’ S je podpologrupa Σ+. Označme S∗ monoid S ∪ {ε} a definujme

L(S) =
〈
{u ∈ Σ+ | uS∗ ∩ S∗u ∩ S ̸= ∅}

〉
.

Pak S je volná, právě když L(S) = S.

D̊ukaz. Jistě S ⊆ L(S). Necht’ S neńı volná a necht’ p, q, w splňuj́ı p, q, pw,wq ∈ S
a w /∈ S. Pak

w · (q · pw) = (wq · p) · w = wq · pw
implikuje w ∈ L(S), a tedy S ̸= L(S).

Necht’ naopak L(S) ̸= S. Pak existuje w /∈ S takové, že pw = wq ∈ S pro nějaká
p, q ∈ S. Tedy S nesplňuje podmı́nku stability. □

Lemma. Necht’ X je konečná množina slov a B je volná báze ⟨X⟩. Pak pro každé
b ∈ B existuje x ∈ X takové, že b je prvńım (posledńım) prvkem B-faktorizace
slova x.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že X je báze ⟨X⟩. Budeme
postupovat indukćı podle celkové délky X, tedy podle

∑
u∈X |u|. Je-li celková délka

X rovna jedné, tvrzeńı plat́ı. Plat́ı také, je-li X kód, tedy pokud X = B. Necht’

X neńı kód a necht’ b1b2 · · · bj = c1c2 · · · ck je nějaká netriviálńı relace prvk̊u z X.
Můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že b1 < c1. Necht’ m je takový index,
že b1b2 · · · bm < c1 a c1 < b1b2 · · · bm+1.

Označme w = (b1b2 · · · bm)−1c1 a X ′ = X \ {c1} ∪ {w}.
Plat́ı ⟨X ∪ {w}⟩ = ⟨X ′⟩ a z podmı́nky stability plyne, že w je prvkem každé

volné pologrupy obsahuj́ıćı X. Tedy ⟨X⟩f = ⟨X ′⟩f.
Podle indukčńıho předpokladu je tedy každé b ∈ B prvńım prvkem B-faktorizace

nějakého prvku x ∈ X ′. Je-li x ∈ X, jsme hotovi. Je-li x = w, je b prvńım prvkem
B-faktorizace slova bm+1. □

Ukážeme jiný d̊ukaz, který nevyžaduje, aby X byla konečná množina.

D̊ukaz. Předpokládejme, že b ∈ B neńı prvńım prvkem B-faktorizace žádného slova
z ⟨X⟩. Označme

Z = (B \ {b})b∗ = {cbi | b ̸= c ∈ B}.
Plat́ı, že Z je kód, protože jednoznačná B-faktorizace každého slova w ∈ ⟨Z⟩ určuje
jednoznačnou Z-faktorizaci slova w. Protože ⟨X⟩ ⊆ ⟨Z⟩ ⊊ ⟨B⟩, dostáváme spor s
minimalitou ⟨B⟩. □

Předchoźı lemma je základem pro d̊uležitou větu, nazývanou
”
Věta o defektu“

nebo
”
Grafové lemma“.
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Věta. Necht’ slova z množinyX = {w1, w2, . . . , wn} splňuj́ı relace (ui, vi) ∈ Ξ+×Ξ+,
i ∈ I, kde Ξ = {x1, . . . , xn}. Necht’ G = (X,H) je neorientovaný graf s hranami

H = {{pref1(ui),pref1(vi)} | i ∈ I}.
Pak rankf(X) je nejvýše roven počtu souvislých komponent grafu G.

Speciálně, volný rank množiny splňuj́ıćı netriviálńı relaci je menš́ı než jej́ı kardi-
nalita.

D̊ukaz. Necht’ je B volná báze ⟨X⟩ a necht’ bi je prvńı prvek B-faktorizace slova ui.
Podle předchoźıho lemmatu je B = {b1, b2, . . . , bn}.

Označme ψ : Ξ+ → X+ homomorfismus definovaný ψ(xi) = wi. Necht’ je
{xj , xk} hrana v G a necht’ xj = pref1(ui) a xk = pref1(vi). Protože slovo ψ(ui) =
ψ(vi) má jednoznačnou B-faktorizaci, palt́ı bj = bk. Odtud tvrzeńı plyne. □

Velké nezávislé systémy

Tvrd́ıme, že následuj́ıćı systém rovnic je nezávislý a má minimálńı defekt. Neznámé
jsou Θ = {x, y} ∪ {ui, vi, wi | i = 1, . . . , n}, tedy celkem 3n+2 neznámých. Systém

S = {(xujwkvjy , yujwkvjx) | j, k = 1, . . . , n}
má velikost n2.

Systém S má zjevně (principiálńı) řešeńı εx,y, které je ranku |Θ| − 1. Ukažme,
že je systém nezávislý. Pro každou dvojici s, t tedy muśıme naj́ıt řešeńı ψs,t, které
je řešeńım všech rovnic z S, kromě (xuswtvsy , yuswtvsx). Uvažujme ψ = ψs,t pro
pevná s a t. Dı́ky symetrii můžeme předpokládat, že ψ(x) je kratš́ı než ψ(y). Pak
je ψ(x) prefixem i sufixem ψ(y), neboli ψ(y) = ψ(x)z1 = z2ψ(x). Tedy z1 = pq,
z2 = qp a rovnosti dané rovnicemi maj́ı tvar

pqψ(ujwkvj) = ψ(ujwkvj)qp.

Taková rovnost plat́ı právě když ψ(ujwkvj) ∈ (pq)∗p. Hledáme tedy slova ψ(ui),
ψ(wi), ψ(vi) taková, že ψ(ujwkvj) lež́ı v (pq)∗p pro všechny dvojice (j, k) kromě
(s, t).

Necht’ p = ba a q = b. Pro libovolné j ̸= s položme ψ(uj) = bab a ψ(vj) = a.
Pak ψ(ujwkvj) ∈ (bab)∗ba právě když ψ(wk) ∈ (bab)∗b. Necht’ tedy ψ(wt) = babb a
ψ(wk) = b pro k ̸= t. Nyńı jsou dvě možnosti, jak pro k ̸= tmůže platit ψ(ujwkvj) =
ψ(uj)b(vj) ∈ (bab)∗ba. Kromě možnosti, že ono b, které je obrazem wk představuje
prvńı výskyt ṕısmene b ve slově bab – tato možnost odpov́ıdá tomu, jak jsme ψ(wk)
zvolili – existuje ještě možnost druhá, že toto b je druhým výskytem ṕısmene b ve
slově bab. Tato možnost je ovšem vyloučena v př́ıpadě ψ(uj)babb(vj) ∈ (bab)∗ba.
Stač́ı tedy zvolit ψ(us) a ψ(vs) tak, aby využ́ıvala druhou možnost. Tedy např.
ψ(us) = ψ(vs) = ba.

∗
Pro tři neznámé existuje hypotéza, že libovolný nezávislý systém rovnic, který má
společné řešeńı řádu dva, obsahuje nejvýše dvě rovnice. Př́ıkladem takového systému
je

{(xyz, zyx), (xyyz, zyyx)}.
Společným řešeńım je x 7→ a, y 7→ b, z 7→ a. Prvńı rovnice má řešeńı x 7→ a, y 7→ b,
z 7→ aba, které neńı řešeńım rovnice druhé. Naopak x 7→ a, y 7→ b, z 7→ abba je
řešeńım druhé rovnice a nikoli prvńı.
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Př́ıkladem systému tř́ı nezávislých rovnic (maj́ıćıch pouze prázdné společné řešeńı)
je

{(x, yy), (y, zz), (z, xx)}.
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