SLOVA S VICE PERIODAMI

Podle definice m4 kazdé slovo w nekonecné mnoho period: kazdé pfirozené ¢islo
p > |w| je jeho periodou. Dalsim trividlnim pifpadem jsou ndsobky nejkratsi peri-
ody: je-li nejkratsi perioda p, je periodou i kazdé kp, bez ohledu na délku slova.

Slovo ale muze mit vice period i netrivialnim zpusobem. NapfF. slovo abaababaaba
m4 periody 5 a 8, aniz by mélo periodu NSD(5,8) = 1. Kdy k takové situaci muze
dojit, uréuje nésledujici véta pochazejici od Finea a Wilfa, nazyvand také Periodické
lemma.

Véta. M&-li slovo délky alespon p + g — NSD(p, q) periody p a ¢, mé také periodu
NSD(p, ).

Diikaz. Nechf je ¢ < p a nechf mé slovo w = agay - - - ap4q—NSD(p,q)—1 Periody p a
q.

Predpokladejme nejprve, ze p a g jsou nesoudélna. Na indexech, tedy na pfirozenych
¢islech 0,1,2,...,p + q¢ — 2, definujme nejmensi ekvivalenci spliujici ¢ ~ j, pokud
i = j mod p nebo ¢ = j mod q. Zfejmé plati, Zze pokud 7 = j, pak také a; = a;.
Chceme tedy ukézat, ze jsou vSechna ¢isla ~-ekvivalentni. Zjevné to sta¢i ukazat
pro ¢isla 0,1,...,¢ — 1.

Ozna¢me iy = (kK + 1)p — 1 mod ¢. Protoze jsou ¢isla p a ¢ nesoudélnd, je

{io,11,...,ig—1} = {0,1,...,q — 1}, pficemz i1 = —1 = ¢ — 1 mod ¢. Pro k =
0,1,...g—2tedy plati iy <q—1,tedy 1 +p <p+q—1, a tedy

ix iy +p~ (i +p modq) =iri1.

Necht je nyni NSD(p,q) = d. Pro r € {0,1,...,d — 1} definujme slovo w, =
ArQrydQri2d - Oy (p/4+q'—2)d> Kde p' = p/d a ¢’ = q/d. Je snadné si uvédomit, ze w
mé periody p a ¢, pravé kdyZz w, mé periody p’ a ¢’ pro vSechnar =0,1,...,d— 1.
Protoze slova w, maji délku p’ + ¢’ — 1, jsou podle prvni ¢ésti dikazu mocninou
téhoz pismene. Slovo w ma proto periodu d. ([

Nyni ukazeme, ze mez v predchozi vété je optimalni.

Véta. Pokud p [ q, pak existuje slovo délky p+q—NSD(p, ¢) — 1, které m4 periody
p i g, ale nemd periodu NSD(p, q).

Diikaz. Uvazujme slovo w = aoa1 - - ap1q—NSD(p,q)—2 & OPEt nejprve predpokladejme,
7ze ¢ < p a slova p a ¢ jsou nesoudélnd. Pokud mé ekvivalence a alespon dvé
t¥idy, muzeme identifikovat kazdé a; s tiidou, ve které lezi i, a dostaneme slovo s
pozadovanymi vlastnostmi.

Uvazujme opét pouze ¢isla {0,1,...,¢ — 1} a chdpejme je jako vrcholy orien-
tovaného grafu G, ve kterém i — j, pravé kdyz i+ p <p+qg—2ai+p =j
mod q. Je snadné si rozmyslet, ze tiidy &~ omezené na mnozinu {0,1,...,q — 1}

jsou pravé (slabé souvislé) komponenty grafu G. Kazdy vrchol mé zjevné vstupni i
vystupni stupen nejvyse jedna. Pfitom vrcholy ¢ — 1 a ¢ — 2 maji vystupni stupen
nula. Podobné maji vrcholy p — 1 mod ¢ a p — 2 mod ¢ vstupni stupein nula. 7Z
toho plyne, ze G ma vice nez jednu komponentu a slovo w je netrividlni.

Necht je nyni NSD(p,q) = d. Slovo wg_1 definované podobné jako v dikazu
predchoz{ véty ma délku p’ + ¢’ — 2, protoze (d— 1)+ (p' —¢ —2)d=p+qg—d—1.
Podle prvni ¢asti dikazu tedy muze obsahovat alesponn dvé pismena a w tedy nem4
periodu d. ([



Predchozi uvahy lze zobecnit pro libovolny pocet period. Pro mnozinu P C N
oznacme Lp délku nejdelsiho slova, které mé periodu p pro kazdé p € P a nema
periodu NSD(P). Pro 1 € P definujeme Lp := 0. Vyse jsme ukazali, ze L) 4 =
p+ g — NSD(p, q) — 1. Pro jednoduchost se ddle omezime na nesoudélné mnoziny
period, obecny ptipad se ziskda obdobné jako vyse.

Véta. Bud P mnoZina prirozenych éisel, jejichZ nejvétsi spoleény délitel je jedna.
Necht 1 < m = min P a definujme mnozinu

Q={p—m|[pePtu{m}.
Pak

Lp=m+max{m—1,Lo}.
Diikaz. Definujme ~p ) nejmensi ekvivalenci na é&islech 0,1,..., %k — 1 takovou, Ze
i ~py) j, pokud i = j mod p pro néjaké p € P. UkdZeme, Ze pro libovolna k a
libovolné i, 5 € {0,...,k — 1} plat{
(%) i ~Qk j, pravekdyz ¢~pgim J.

Necht i = j mod g pro 0 <i < j < k —1 a n&aké g € Q. Pokud g = m, je jisté
i ~pgtm Jj. Pokud ¢ #m, jei=j+m mod g+ m a j=j+m mod m. Protoze
i,j,7+m € {0,1,....m+k—1} am,g+m € P, je opét i ~ppim j. Tim je
dokazéna piima implikace.

Necht naopak i ~pgim j pro 0 < i < j < k — 1. Pak existuje posloupnost

i = 40,01,...,05-1,%s = j ¢isel z {0,1,...,k +m — 1} takovd, ze pro kazdé ¢t =
0,1,...s—1 plati pro néjaké p € P vztah iy =i;11 mod p. Uvazujme posloupnost
i=10,4,...,1_q,1, = j definovanou
o it, pokud i; € {0,...,k — 1},
! iy —m, pokud i, €{k,....k+m—1}

Celd tato posloupnost lez{ v intervalu {0,...,k — 1} a pro kazdé t =0,1,...s — 1
ziejmé plati bud i, = i;,; mod p pro n&jaké p € P, nebo 4, = i;,; mod ¢ pro
néjaké g € Q. Protoze p = ¢ + m pro ngjaké ¢’ € Q a soucasné m € @, dovoluje
uvedend posloupnost uzaviit, ze i =g  j. Tim je dokonéen dikaz tvrzeni .

Obratme se nyni k diukazu véty. Ekvivalence ~q r, je netrividlni (tj. obsa-
huje alespon dvé tiidy), a podle je tedy také ekvivalence ~p 4, netrividlni.
Soucasné plati, Ze ekvivalence ~p 2,,—1 je netrividlni, protoze prvek m—1 je v relaci
pouze sam se sebou. Odtud Lp >2m —1a Lp > m+ Lg.

Podle () déle plati, Ze pro k > Lo +1 jsou v &p 4k ekvivalentni vechny prvky
0,1,...,k—1.Jeli Lo >m — 1, je tedy =pmircy+1 trividlni, protoze m lezl v P.
Pak tedy Lp = m+Lg. Je-li Lo < m—1, pak je =p o, trividlnia Lp = 2m—1. O

Piedchézejici véta ddva rekurzivni pfedpis na vypocet Lp (terminujici podminka
je min @ = 1). Jeji dukaz soucasné dédvd ndvod na konstrukei slova FW(P,n), které
definujeme jako slovo délky n s nejvétsi moznou abecedou a periodami P. Pokud
n < min P, plati

FW(P,n)=0-1---(n—1).
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Jinak je FW(P,n) ddno svym prefixem w délky m = min P, ktery lze ziskat rekur-
zivné ze slova u = FW(Q,n — m) takto:

_ ) pref,, (u), pokud m <n —m,
“Nu-ful-(u/+1)---(m—1) jinak.

*

Duikaz periodického lemmatu indukci. Pokud q déli p, pak tvrzeni zjevné plati. Ne-
cht ¢ < p, d = NSD(p, ¢q), necht w = agpay - - - apyq—q—1 ma periody p a g, a necht
w' = apay - - ap_q—1 je prefix w délky p — d. Slovo w’ mé zjevné periodu ¢. Necht
i+(p—¢q) <p—-d-—-1.Paki+p<p+qg—d—1, aproto a; = Gj+p = Aitp—q-
Tim jsme ukdzali, Ze slovo w’ mé periodu p — q. Protoze d = NSD(p — ¢,q) a w’
m4 délku ¢ + (p — ¢) — d, dostdvdme z indukéniho predpokladu, ze w’ mé periodu
d. Protoze w mé periodu ¢ a prefix w’ délky nejméné ¢, ktery m4 periodu d délici
q, ma i w periodu d.

Optimalitu dokdzeme indukci podle (p — q)/d. Necht je nejprve ¢ = kd a p =
(k+1)d, kde k > 1. Pak (a®~'b)*"La9"tc(a"1h)* a1 je slovo délky p+q—d—1,
které ma periody p a ¢ a nema periodu d.

Necht nyni p — ¢ > d. Podle indukéniho pfedpokladu existuje slovo w’ délky
g+ (p—q) —d—1, které ma periody ¢ a p— ¢ a nemé periodu d. Zvolme slovo w jako
prefix délky p+q—d—1 slova 2%, kde z je prefix w’ délky ¢ (w je prodlouzenim slova
w’ s periodou ¢q). Protoze w nemd periodu d (jinak by ji mélo i w’), zbyva ukdzat,
ze w m4 periodu p. Necht tedy w = apay -+ apyq—d—2 anecht i+p <p+q—d—2.
Pak a; = aitp—q = aitp, kde druhd rovnost plyne z g¢-periodicity w a prvni z
(p — q)-periodicity slova w’ diky i+ p—qg<qg+ (p—q) —d — 2.

*

Drikaz periodického lemmatu pomoci Fourierovy transformace. Zvolime-li jako abe-
cedu néjakou mnozinu komplexnich ¢isel (napf. néjakd pfirozend ¢isla), muzeme
slovo w s periodou p chépat jako zobrazeni Z — C, pro které plati w(j) = w(j
mod p). Takovd zobrazeni tvoii p-dimenzionalni vektorovy prostor nad C, ktery
mé také bazi

(I)P:{Sop,k | k:()ala"'ap_]-},
kde

ki

J _627”” )

gop,k(j) = wp,k: -
Plati tedy w = Zz;é CkPp,k Pro jednoznacné urcené koeficienty ci. Uvazme nyni
slovo w’ = ZZ;& dege s periodou ¢. Viimnéme si, Ze mnozina
D,Ud,
obsahuje pfesné p + ¢ — NSD(p, ¢) ruznych (linedrné nezavislych) funkei. Hodnoty
w(j) =w'(j),j=1,2,...,p+q—NSD(p, q) tedy jednoznacéné urcuji koeficienty c
a dy, pficemz nenulové mohou byt pouze koeficienty u funkei z praniku ¢, N ¢, =

PNSD(p,0)-
Soucasné vidime, ze hodnoty v bodech j = 1,2, ..., p+¢—NSD(p, ¢) —1 umoznuji
v bodé p 4+ ¢ — NSD(p, q) libovolnou hodnotu.



Duikaz periodického lemmatu pomoci formdlnich tad. Zvolme jako abecedu podmnozinu
racionalnich ¢isel a reprezentujme nekoneéné slovo w = agay ... formélni fadou
— oo i , 7. .
w =) .-, a;z". M&-li w periodu p, pak

P
1—ap’
kde P = ag + a1x + --- + ap,wcp_l. Uvazujme dvé slova wy a wy s periodami p
a ¢. Vsimnéme se (napiiklad srovndnim komlexnich kofent), Ze nejvétsi spoleény
délitel polynomii 1 — 2P a 1 — 29 je 1 — 2¢, kde d = NSD(p, ¢). Plati tedy

P P 1—z¢ 1— a9 1—aP
A »p =) (pli=s) p =)y

w =

T1—ap 1-a4 (1 —apP)(1 —x9)
coz je soucin formalni fady s nenulovym absolutnim ¢lenem a polynomu R stupné
nejvyse p + g — d — 1. Pokud se w; a ws shoduji na prvnich p + ¢ — d mistech, je
w1 — W délitelné xPt9=4, coz je mozné pouze pokud je polynom R nulovy. Pak je
P; délitelné

1 — P
1_id:1+xd+x2d+m3d_’_.”_’_$p7d

P
1—zd’

-1 -1
1—aP 1 -z
P=P—— =P —
(=) -»(=5)
je polynom stupné nejvyse d — 1.
Muzeme naopak zvolit polynomy P; a Pj stupit nejvyse p—1 a ¢ — 1 takové, ze
P! (1 — mq) _ /(1 — xp) — xp—i—q—d—l
—e?) ") |
Potom slova odpovidajici faddm Pj(1 — 2P)~! a Py(1 — 29)~! maji periody p a ¢ a
spole¢ny zacatek délky p+q —d — 1.

1 = W2 =

kde




	Slova s více periodami

