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1. POJMY NORMOVANY LINEARNI PROSTOR, BANACHUV A HILBERTUV PROSTOR

1.1. Vektorové prostory. Vektorovy prostor (X, +,:) nad télesem F (realnych
¢isel R & komplexnich éisel C).

Piiklady RY, C funkei a jeho podprostory (napf. co(I') € RY, £, (T)).

Pojmy nezavisla mnozina, baze, dimenze (existence).

Pojmy tusecka, konvexni mnozina, span A, conv A.

1.2. Normované linearni prostory. Definice normy, normovaného linedrntho pro-
storu (zkracené NLP) (X, | ||) nad R & C.

Priklady norem na R™, C™, piiklady prostori funkci, prostort posloupnosti, pro-
stord mér (¢>°(T"), ¢ (p € [1,00)), LP(Q, 1) ((2, u) prostor s mirou - p € [1,0]),
Ck(Q), M(X) = M(K,Y) - prostor borelovskych regularnich znaménkovych mér
na o-algebfe ¥ borelovskych podmnozin kompaktniho (metrického) prostoru K).

Soucin dvou metrickych prostorta - metriky na sou¢inu souhlasici s konvergenci
po slozkéch.

Tvrzeni 1 (o metrice a operacich).

(a) Je-li (X,] ||) normovany linedrni prostor, pak p(x,y) = || — y|| je metrika.

(b) Zobrazeni +: X x X = X, - :FxX —>X al -] :X — [0,00) jsou spojitd.

(c¢) Specidlne, zobrazeni x € X +— cx € X pro ¢ nenulovy prvek F a x € X +—
a+x € X proa € X nenulovy prvek X jsou homeomorfismy.

Pojmy konvergence posloupnosti, konvergence fady, uzavienost mnoziny, ote-
vienost mnoziny, uzavér, vnitiek, separabilita, aplnost a Bolzano-Cauchyova pod-
minka. Souvislost mezi uzavienosti a tplnosti. Kompaktnost. Separabilita (a nese-
parabilita) konkrétnich prostorta. Vlastnosti ¢, £°°, ... - viz cviceni.
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Uzaviené linearni (konvexni) obaly span A (conv A) a uzavéry linearnich (kon-
vexnich) obalt. Uzaviené koule Bx (x,r), Bx, oteviené koule Ux(x,r), Ux, sféry
Sx(z,r), Sx.

Ekvivalence norem.

Tvrzeni 2 (o normé a jednotkové kouli). Necht (X,| ||) je normovany linedrni

prostor. Pak plati:

(a) Pro normu || -||" na X je||-|| = |- |', pravé kdyz B(x .|y = B(x,).|») (specidini
pripad (c)).

(b) Uzaviend jednotkovd koule Bx = B(x ). je uzaviend konverni mnozina. Navic
Bx = —Bx, UjotBx = X, Moo tBx = {0}.

(c) Normy || |1 a | |l2 na X jsou ekvivalentni, pravé kdyz existuji a,b > 0 takovd,
Ze aBx,) ) © Bex) 1) € 0Bix,) )-

(d) Prostory (X, || ||1) a (X, || |l2) maji stejné oteviené mnoZiny, jsou-li normy || |1
a || |l ekvivalentn.

Konec 1. prednadsky.

Pozndmka - cvicend. Pro mnozinu Bx s vlastnostmi z (b) pro prostor nad R
Ize definovat normu |z|| (= inf{t > 0 : 2 € tBx}) tak, ze Bx = B(x, ||).- Pojem
absolutni konvexity a prostory nad C.

1.3. Spojita linearni zobrazeni. Aditivita, homogenita, jadro ker T', obraz ranT =
T(X), prostota a jednozna¢nost FeSeni rovnic, surjektivita a fesitelnost rovnic, obraz
koule, obraz konvexni mnoziny.

Tvrzeni 3 (spojitost operatoru). Ndsledujici vyroky o linedrnim zobrazeni T :
(X, lx) = (Y, || |ly) jsou ekvivalentni:

(a) T je spojité.

(b) T je spojité v nule.

(¢) T(Bx) je omezend vY (T(Bx) C LBy pro néjaké L > 0).

(d) Ezistuje L € [0,00) tak, Ze pro vSechna x € X plati ||T(z)|| < L||z||.

(e) T je lipschitzovské (a tedy stejnomeérné spojité).

Definice ||T|| jako nejmensiho L, pro které plati (4) (ekvivalentné (3), tj. ||T|| =
sup{||Tz| : « € Bx}).

Na nékterych Banachovych prostorech X nemusi spojité linearni zobrazeni T :
X — R nabyvat hodnotu ||T|| v zadném prvku Bx (napf. T(z) = > ,- 5% pro
x € ¢ - cvideni).

Linearni zobrazeni T € L(X,Y’) je spojité, pravé kdyZ obrazy omezenych mnozin
jsou omezené mnoziny. Ekvivalentné, kdyz obraz néjaké koule je omezend mnozina.

Spojité linearni zobrazeni T € L(X,Y) mezi normovanymi linedrnimi prostory
se nazyva téZ spojity operator nebo omezeny operator (nejde ovSem o omezenost
v obvyklém smyslu, jak ji zname pro zobrazeni do metrického prostoru). Casto se
pouziva znaceni Tx namisto T'(x).

Véta 4 (prostor omezenych operatorit).

(a) MnoZina L(X,Y) omezengch operdtori mezi normovangmi linedrnimi prostory
X aY soperacemi S +T atT prot € F, ST € L(X,Y) as | || = llo(x,v)
definovanou jako viyse je normovany linedrni prostor.

(b) Jsou-li S € L(X,)Y) a T € L(Y,Z), kde X,Y,Z jsou normované linedrni pro-
story, je T oS e L(X,Z) a|[To S| <|S]-|IT]-
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(¢) Je-li Y Banachiiv prostor, je L(X,Y) téZ Banachiv prostor.

Znaceni L(X,Y), L(X), X*.
Konec 2. prednasky.

1.4. Specialni operatory a relace mezi prostory. Izomorfismy, izometrie, izo-
morfni prostory, linedrné izometrické prostory

Pojmy linedrniho homeomorfismu (izomorfismu) a linearni izometrie. Pojem re-
laci X je izomorfni (linedrné izometricky) s Y pro normované linearni prostory a
znadeni X ~Y (X 2Y).

Tvrzeni 5 (o izomorfismech).

(a) Linedrni surjekce T : X — Y mezi normovangni linedrnimi prostory je izomor-
fismus, prdvé kdyz ezistuji a,b > 0 takovd, Ze pro vSechna x € X plati

allzlx < [[Tzlly < bl x-.

(b) Normy || |1 a || |2 na normovaném linedrnim prostoru jsou ekvivalentni, prdavé
kdyz identicky operdtor I : (X, || |l1) — (X, ||2) je homeomorfismem.

(c) Je-li X Banachiv, pak kaZdy s nim izomorfni normovany linedrni prostor je
Banachiiv.

Pojem projekce, dopliikovy podprostor a topologicky soucet podprostori
Pojem linearni projekce P na vektorovém X. Pojem X = E @& F direktniho
souctu vektorovych podprostori.

Tvrzeni 6 (o projekci, jadru a obrazu). Necht X je vektorovy prostor a P je

linedrni projekce na X.

(a) Pak Q = I — P je linedrni projekce, Q(X) = ker P, kerQ = P(X) a ker P ®
P(X)=X.

(b) Necht X je normovang linedrni prostor a P je spojitd linedrni projekce. Pak
ker P, P(X) jsou uzaviené v X a Q = I — P je téZ spojitd.

Rikame, 7e vektorovy podprostor F normovaného prostoru X je doplikovy, po-
kud existuje spojita linearni projekce P prostoru X na F. Prostor X je pak roven
F @ FE, kde E = ker P. V takovém piipadé fikaime, ze X je topologickym souctem
F a E apiseme X = F @; E. O prostoru F fikame, Ze je topologickym doplitkem
k F.

Ne kazdy uzavieny podprostor Banachova prostoru je doplitkkovy (napf. ¢y nent
doplitkkovy v £, - dikaz neni jednoduchy).

1.5. Prostory se skalarnim soucinem. Definice skalarniho soucinu a prostoru
se skalarnim sou¢inem (unitarniho prostoru).

Tvrzeni 7 (o normé a skalarnim soucinu).

(a) (Cauchy-Schwarz) Je-li X prostor se skaldrnim soucinem (-,-), pak ||z|| =
Az, x) definuje normu na X a plati [{x,y)| < ||z|| - ||y|| pro vSechna z,y €
X. Skaldrni soucin je spojité zobrazeni vzhledem k této mormé.

(b) (polarizacni formule) Je-li X prostor se skaldrnim soucinem {-,-), pak pro
redlny prostor X plat?

1
() = 3 (le+yll* = o= yl*).
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Pro komplexni prostor X plati
1 . . . )
() = gz +yl* =l = yl* +ille + iyl - illz — iyl).

Konec 3. predndsky.
Piiklady ¢2(T'), L?(€, 1) a skalarni souéin na nich.

Vé&ta 8 (Jordan, von Neumann - rovnobéznikové pravidlo). Norma || - || na vekto-
rovém prostoru X je ddna skaldrnim soucinem, prdvé kdyZ pro vSechna x,y € X
plat |z +y|? + |z =yl = 2[|= + 2[ly[*.

Pojem Hilbertuv prostor.

1.6. Kone¢né rozmérné normované linearni prostory. V F” jsou uzaviené
omezené mnoziny kompaktni. By ani B, nejsou kompaktni. Také z prikladu spo-
jitého linedrnfho funkcionalu f € ¢, ktery nenabyva normu na B., plyne, Ze B,
neni kompaktni, a tedy ani totalné omezena (jde o tplny metricky podprostor).

Uvazujme opét f(z) = > ;24 3% pro @ € ¢o. Ukaite, Ze pro Zadny prvek z €
co \ ker f neexistuje v ker f nejblizsi prvek k z.

Lemma 9 (eukleidovské prostory). Necht X je n-dimensiondlni normovany line-
drnd prostor. Pak existuje linedrni homeomorfismus (izomorfismus) eukleidovského
prostoru F™ na X.

Véta 10 (kone¢né rozmérné prostory).

(a) Kazdé dva normované linedrni prostory stejné konecné dimenze jsou line-
drné homeomorfni.

(b) Kazdy normovany linedrni prostor konecné dimenze je Banachiv. Spec.,
je-li podprostorem Banachova prostoru Y, je jeho uzavicenou podmnoZinou.

(¢) Jednotkovd koule v normovaném linedrnim prostoru konecné dimenze je
kompaktni.

(d) Kazdé linedrni zobrazeni konecné rozmérného prostoru X do normovaného
linedrniho prostoru'Y je spojité.

V Banachovych prostorech obecné neplati, Ze k uzavienému podprostoru Y exis-
tuje v jednotkové sféfe prvek, ktery ma od Y vzdalenost jedna (tedy maximalni
moznou vzdélenost). Ukazte to opét na prostoru ker f CC ¢g pro f(z) =Y 77, 2=
pro x € cp.

V kone¢né rozmérném prostoru to diky spojitosti dist (z,Y) vz € X a kompakt-
nosti sféry ziejmé plati.

Lemma 11 (Rieszovo lemma "o skoro kolmici"). Necht'Y je vlastni uzavieny line-
drni podprostor normovaného linedrniho prostoru X a € > 0. Pak existuje s € Sx
takové, Ze ||s —y|| > 1 — e pro vSechnay € Y.

Konec 4. predndsky.

Véta 12 (o kompaktnosti jednotkové koule). Normovany linedrni prostor (X, || ||)
je koneéné rozmérny, pravé kdyz je Bx kompaktni.

1.7. Sé&itani fad v normovanych linearnich prostorech. Pojem konvergence
fady > -7 . Bolzano-Cauchyova podminka, nutnost konvergence ¢lenit k nule,
jednozna¢nost souctu, zaména sumy a linedrnich kombinaci.

Pojem absolutni konvergence fady a vztah ke konvergenci v kone¢né rozmérnych
prostorech.
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Véta 13 (o fadach a uplnosti). Necht X je normovany linedrni prostor. Pak X je
Banachiv, prdavé kdyz z >~ | ||z,|| < oo plyne, Ze fada Y., x, konverguje (resp.
konverguje bezpodminecné).

Pojem bezpodminecnd konvergence fad v normovanych linedrnich prostorech X.
Ekvivalence s absolutni konvergenci v kone¢né rozmérnych prostorech a nutnost
pro absolutni konvergenci v Banachovych prostorech.

Piiklad bezpodminecné konvergentni fady, ktera nekonverguje absolutné (v £2).
Bez dtikazu si uvedme, Ze v Zadném nekonecné rozmérném Banachové prostoru
nejsou bezpodmine¢né konvergentni fady absolutné konvergentni (Dvoretzky a Ro-
gers).

Definice souctu zobecnéné fady >
Ekvivalence s bezpodmine¢nou konvergenci fad pro I' = N (cvideni). Jako snadné
cviCent si rozmyslete, Ze > pey = sup{}_ ca &y : A C I konecné} pro konver-
gentni zobecnénou fadu nezapornych ¢isel e, v € I

Z~ pro z, € X a I' libovolnou mnozZinu.

Tvrzeni 14 (zaména souctu zobecnéné fady a spojitého zobrazeni). Plati, Ze
Zwel“ T(zy) = T(Z'yEF x), pokud T € L(X,Y) je spojité linedrni, x, € X pro
v €T a zobecnénd Tada na pravé strané konverguje v X .

1.8. Hilbertovy prostory. Ortogonalni podprostory (resp. vektory), ortogonalni
doplnék a jeho uzavienost, ortogonalni projekce.

Véta 15 (nejblizsi prvek v Hilbertové prostoru). Necht H je Hilbertiv prostor a
K je neprdzdnd uzaviend konvexni podmnoZina H. Pak pro kazZdé x € H existuje
jediné y € K takové, Ze ||z — y|| = dist(z, K), tj. existuje jediny prvek K, ktery je
nejblizsi k x.

Pozndamka. Stacilo ndm, ze neprazdné konvexni mnozina K C H je aplny met-
ricky podprostor unitdrniho prostoru (prostoru se skalarnim soucinem) H.

Tvrzeni 16 (ortogonalita a nejblizsi prvek). Necht H je unitdrni prostor a Y je
vektorovy podprostor H. Pak pro kaZdé x € H je ||z — y|| = dist (x,Y), prdvé kdyz
(x —y)LY.

Konec 5. predndsky.

Véta 17 (ortogonalni projekce a doplnek). Necht H je Hilbertiv prostor. Je-li
E uzavieny podprostor H, pak H = E &, E* a projekce P na E s jidrem E~*
je ortogondlni a spojitd s mormou jedna, neni-li nulovd. Specidlné, v Hilbertové
prostoru je kaZdy uzavieny podprostor dopliikovi.

Pojem ortonormdlni mnoZina. V dalsim piSeme také > __ 5 T'(e) namisto obvyk-

lejsitho > T(ey), kde B ={z, :vy €T}

ecB
yel

Tvrzeni 18 (projekce do kone¢né rozmérného podprostoru a Besselova nerovnost).
Necht H je unitdrni prostor.

a) Pro B C H koneénou ortonormdlni je Pr = x,e)e ortogondlni pro-
J ccB{T, g P
jekce x € H ma Hp = span B, koeficienty u e € B jsou urcéeny jednoznacné a

1Pz]* = 3 ep z, €)* < |||
(b) Navic pro kazdou ortonormdlni B C H je Y . p [(z,€)|* < |lz|?.

Pojmy generujict (téZ dplnd) ortonormdlni mnoZina a ortonormdlni bdze.
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Véta 19 (charakterizace ortonormalni baze). Pro ortonormdlni mnoZinu B v Hil-
bertové prostoru H jsou mdsledujici vijroky ekvivalentni:

(a) B je ortonormdlni bize prostoru H.
b) Pro kaZdé x € H plati x = z,e)e. Koeficienty (x,e) u e € B jsou urceny
ecB
rovnosti jednoznacné.
¢) Pro kazdé x € H plati ||z||%> = x,e)|? (Parsevalova rovnost).
p ecB
(d) B je maximdlni ortonormdlni mnoZina (vzhledem k inkluzi) v H.
(e) B je generujici ortonormdlni mnoZina v H.

Piiklad prostoru ¢5(T").

Véta 20 (Riesz a Fisher). Necht H je Hilbertiv prostor. Pak existuje ortonormdlni
baze B prostoru H a H je linedrné izometricky s l2(B).

Konec 6. predndsky.

1.9. Kvocient normovaného linearniho prostoru. Definice kvocientu (faktor-

prostoru) X/FE pro normovany linearni prostor X a uzavieny linearni podprostor
E.

Véta 21 (o kvocientu). Necht E je uzavieny linedrni podprostor normovaného
linedrniho prostoru X.

(a) Pak X/E je normovany linedrni prostor s normou ||[z]||(= |z + E|) =
inf{||lz —yll : y € E}. Navic q(Ux) = Ux/g, kde q(x) = v+ E je "kanonické
kvocientové zobrazeni".

(b) Je-li X Banachiv, je X/E Banachiv.

Tvrzeni 22. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a F' je uzavienyj podpro-
stor prostoru X. Pak zobrazeni T +— T o q je linedrni izometrie prostoru L(X/F,Y)
na prostor F+ = {S € L(X,Y) : F C ker S} (zde ¢ : X — X/F je kanonické
kvocientové zobrazeng).

Specidlné f € X*, prdave kdyz existuje ¢ € (X/ker f)* takové, Ze f = poq. Navic
llell = 1171-

1.10. Normované linearni prostory nad R a nad C. Normovany linearni pro-
stor X nad C jako prostor Xr nad R.

Tvrzeni 23 (f a Rf). Necht X je normovany linedrni prostor nad C. Pak f(x) =
Rf(x) —iRf(iz) = Sf(ix) + iSf(x). Zobrazeni f — Rf je linedrni izometrie
prostoru (X*)gr na prostor (Xg)*.

Redlna a imaginarni ¢ast komplexniho linearniho funkcionalu (S f(z) = —Rf (iz)).

Kazdy normovany prostor nad R lze izometricky vnorit do normovaného prostoru
nad C (napt. X C XxX = X+iX, s¢itani po slozkach, nasobek (t1+ite)(x1+ixs) =
(tyz1 —tows) +i(timo +tox1) a ||z +iy|| = max{|lax+By| : ®+ 82 < 1, a, 3 € R}).

2. SPOJITE LINEARNI FUNKCIONALY A DUALNI PROSTORY

2.1. Priklady spojitych linearnich funkcionali a véty o reprezentaci. X*
znaci L(X,F) pro F =R, resp. F =C.
(a) Funkciondly na Hilbertové prostoru
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Véta 24 (Fréchet-Riesz). Necht H je Hilbertiv prostor. Proy € H definujme
Ty:z € Hw— (z,y).

Pak zobrazeni T je sdruZené (konjugované) linedrni izometrie H na H*.
Funkciondly Ty nabyvaji hodnotu normy v néjakém prvku jednotkové koule.

Konec 7. predndsky.
(b) Funkciondly na o a na cy

Véta 25 (reprezentace cj).

(a) Zobrazeni T : {1 — %, definované predpisem Ty(x) = >y, xryx je linedrni
izometrie {1 na podprostor (vlastni) prostoru €% .

(b) Zobrazeni T : {1 — ¢} definované predpisem Ty(x) = > po, Trys je linedrni
izometrie {1 na cjy.

(¢) Funkciondly na €,

Vé&ta 26 (reprezentace £, p < oo). Necht p,q € (1,00) jsou takové, Ze % +% =1,
nebo p = 1 a q = co. Pak zobrazeni T : £y, — £ definované predpisem Ty(x) =
> pet1 Tryk je linedrnd izometrie Lq na L.

Pro p € (1,00) funkciondly Ty hodnotu normy nabjvaji v néjakém proku jednot-
kové koule.

(d) Funkciondly na ,, 1 <p < o0

Vé&ta 27 (reprezentace Lj,). Pro o-konecnou miru p na Q2 definuje predpis Tu(z) =
Jox)y(t) du(t) linedrni izometrii Lq(p) na Ly(p)*.

Schéma dikazu. Odhad normy pomoci Hdélderovy nerovnosti. Redukce dikazu
surjektivity a zachovavani normy na prostor €2, s kone¢nou mirou. Pro f € L;‘)(u)
definujeme nu(A) = f(xa). Lze ovefit predpoklady Radon-Nikodymovy véty a najit
Yn € L1(82y,) spliwujici nu(A) = an Yn(t) diin(t). Pro y¥ = min{y,, N|, N € N, lze
provést stejné jako pro posloupnosti odhad (||y2 ||, < || f| a limitnim prechodem se
zbavit N. Dostaneme rovnost Ty, = f na span{xa : A C Q méfitelna} v Lo ().
Rozgifime diky spojitosti na L, (€2,). Lze provést pfechod k p na .

Konec 8. predndsky.

(d) Funkciondly na C(K), K kompakini metricky

Véta 28 (reprezentace C(K)*). Je-li K kompaktni metricky prostor a M(K)
Banachiv prostor F-hodnotovijch borelvskgch (requldrnich) mér na K s normou
definovanou totdlni variact miry ||p|| = |p|(K), pak zobrazeni definované predpisem
Tu= [ x(t) du(t) je linedrni izometrie prostoru M(K) na prostor C(K)*.

2.2. Existence a rozsifovani spojitych funkcionald. Pfipomenuti tvrzeni do-
kédzanych na cviceni.

Nenulovy linearn{ funkcional je ddn jadrem a nenulovou hodnotou v nékterém
bodé.

X* = L(X,F) je Banachuv prostor.

Spojitost linearniho funkcionalu je ekvivalentni uzavienosti jadra.

Nespojitost linearniho funkcionalu na X je ekvivalentni s tim, Ze jadro je husty
vlastni podprostor X.

Motivace: Oddélovani bodt a rozsifovani spojitého funkcionédlu z podprostoru.
Pojmy sublinedrniho funkciondlu a pseudonormy.
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Véta 29 (Hahn-Banachova véta - algebraickd verze nad R). Necht X je vektorovy
prostor nad R, X je jeho vektorovy podprostor, p : X — R je sublinedrni funkciondl
a fo: Xo — R je linedrnd funkciondl, pro ktery plati fo(x) < p(z) pro z € Xp.

Pak ezistuje linedrni funkciondl f : X — R takovy, Ze [ [x,= fo a f(z) < p(x)
pro véechna x € X.

Lemma 30 (o rozsifeni o jednu dimenzi). Necht p: X — R je sublinedrni funkci-
ondl, X1 CC X, f1: X1 — R je linedrni, f1(z) < p(z) prox € X1 a x5 € X \ Xj.
Pak existuje linedrni funkciondl fo : Xo = span(X; U {z2}) — R takovy, Ze
fa(x) = fi(z) pro x € Xy a fo(z) < p(x) pro x € Xs.

Poznamka o Hahn-Banachové rozsifovaci vété na koneéné rozmérnych prostorech.

Pojmy ddstecného, resp. linedrniho (iplného) uspoidddni, mazimdlni prvek, horni
zdvora mnoZiny a Zornovo lemma:

Je-li F mnozina s ¢astenym uspofadanim C a kazda podmnozina £ C F, na
niz je C uspofadanim, mé horni zévoru, pak ma F maximalni prvek.

Lemma 31 (existence maximalniho rozsiteni). Za predpokladi véty 29 definujeme
F={{9:Y —->R:XgCY CCX, glx,, 9<ply} adistecné usporiddini
g1 C g2, pokud D(g1) C D(g2) a g2(x) = g1(x) pro vSechna x € D(g1) (lj. pokud
graf g1 C graf go. KaZdd linedrné uspoiddand mnoZina L C F md v (F,C) horni
2AVory.

Dukaz véty 29

Véta (Hahn-Banachova véta - algebraickd verze nad C). Necht X je vektorovy
prostor nad C, X je jeho vektorovy podprostor, p : X — R je sublinedrni funkciondl
a fo: Xo — R je linedrnd funkciondl, pro ktery plati Rfo(z) < p(x) pro x € Xp.
Pak ezistuje linedrni funkciondl f : X — R takovy, Ze f | Xo = fo a Rf(z) <
p(x) pro viechna x € X.
Je-li p pseudonorma, spliiuje vyse popsané rozsireni nerovnost |f(x)| < p(x) pro
vSechna ¢ € X.

Konec 9. predndsky.

Véta 32 (Hahn-Banachova véta - analyticka verze). Necht X je normovany linedrni
prostor (nad F), Xo je jeho vektorovy podprostor a fo € X§. Pak ezistuje f €
X, pro ktery f | Xo = fo a [[fllx- = [[follxg- (Tj. kaZdy spojity funkciondl na

v o

podprostoru md rozsifent na cely prostor se zachovdnim normy.)

Vé&ta 33 (o oddélovani bodt a o ||z||). Necht X je normovany linedrni prostor.
(a) Je-li x € X nenulovy, pak existuje fy € Sx~ s fo(x) =|z||.

(b) Specidlne, jsou-li x,y rizné proky X, pak existuje f € X* s f(z) # f(y).
(¢) Specidlne, ||z|| = max{f(x): f € Bx~} pro kaZdé xz € X.

Véta 34 (oddélovani bodu a podprostoru). Necht X je normovany linedrnd prostor.
Je-li F' uzavreny vektorovy podprostor X a x € X \ F, pak existuje f € Sx» s
fIr=0a f(z) =dist (z, F) € (0,00) CF.

Dausledek 35 (kritérium hustoty podproﬁoru). Necht'Y je vektorovy podprostor
normovaného linedrniho prostoru X. Pak'Y = X, prdvé kdyz kazZdy spojity linedrni
funkciondl f € X*, ktery je nulovy na Y, je nulovy na X.



UVOD DO FUNCIONALNI ANALYZY - PREDNASKA ZIMNI SEMESTR 2016-17 9

Dausledek 36 (funkcional a vzdalenost od jadra - Ascoliho formule). Necht X
je normovany linedrni prostor, F je uzavieny podprostor X kodimenze 1. Necht
fo € X*, v € X\ F, jsou funkciondly z vety 84. Pak kazdy funkciondl f € X* s
jadrem F' je pro kaZdé x € X ndsobkem t, f, a diky tomu je

11l = lte| @ |f ()] = [ flldist (z, F).
Véta 37 (o doplicich a kone¢né rozmérnych podprostorech).
(a) Koneéné rozmérny podprostor normovaného linedrniho prostoru md topologicky

doplnek.

(b) Uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru, ktery md koneénou ko-
dimenzi, md topologicky doplnék.

Diukaz na cviceni.

Pozndmka. V dalsim kurzu funkcionalni analyzy budou dokizana nasledujici
tvrzeni o oddélovani dvou disjunktnich neprazdnych konvexnich mnozin C' a D
normovaného linedrntho prostoru:

(a) Je-li C oteviena, existuji f € X* a r € R takova, ze (Vz € C,y € D) Rf(z) <
r<Rf(y).

(b) Je-li C kompaktni a D uzaviena, existuje f € X* takové, ze max{Rf(z): x €
C} <inf{Rf(y):y € D}.

O zachovdvdni vlastnosti mezi prostorem a jeho dudlem.

Dualni prostor X* k normovanému linedrnimu prostoru je vzdy aplny (véta 4(c)).

Duaélni prostor separabilniho prostoru #; je linearné izometricky s neseparabilnim
prostorem /., a tedy neni separabilni. Plati:

Véta 38 (separabilita X a X*). Je-li X normovany linedrni prostor a je-li X*
separabilni, je X separabilni.

Véta 39 (dual Hilbertova prostoru). Je-li X Hilbertiv prostor a je norma X*
definovdana skaldrnim soucinem, a tedy X* je Hilbertiv.

2.3. Kanonické vnofeni do druhého dualu a reflexivita. Znaceni X**, pojem
kanonického vnofeni ¢ = ex : X — X ™.

Vé&ta 40 (vnofeni je izometrie). Zobrazenie =ex : X — X™* je linedrni izometrie
X do X**. Je-li X 4plny, je ex(X) dplny podprostor X**.

Konec 10. predndsky.

Véta 41 (o zaplnéni). Je-li X normovany linedrni prostor, pak existuji Banachiv

prostor X a linedrni izometrie T : X — X tak, Ze T(X) = X. Je-li X unitdrni, je
X Hilbertiv.

Pojem reflexivniho prostoru.
Poznamka o tplnosti kazdého reflexivniho prostoru. Reflexivita a izomorfismus.

Véta 42 (reflexivita klasickych prostori).

(a) Hilbertovy prostory jsou reflexivn.
(b) Prostory L,(u) pro o-konecnou miru a p € (1,00) jsou reflexivni. Specidlné to
plati pro prostory £, pro p € (1,00).

Véta 43 (reflexivita a nabyvani normy). Necht X je reflexivni prostor. Pak kaZdé
f € X* nabyvd na Bx hodnotu || f||.
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Konec 11. predndsky.
Poznamka o Jamesové véteé.

Véta 44 (zachovavani reflexivity).

(a) Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.
(b) Banachiv prostor X je reflexivni, prdavé kdyZ X* je reflexiond.

Pozndmka. Kvocienty reflexivniho prostoru jsou reflexivni. Topologicky soucet
reflexivnich podprostortu je reflexivni.

Priklady nereflexivnich klasickych prostori. £y, L1([0,1]) i C([0,1]) (separabilni
s neseparabilnim druhym duélem nebo existuje spojity linedrni funkcional, ktery
nenabyva normu na jednotkové kouli - cvideni), ¢o (existuje spojity linearni funkcio-
nal, ktery nenabyva normu na jednotkové kouli - cvi¢eni), {0, Loo([0,1]) 1 M([0,1])
(jde o dual nereflexivniho prostoru).

3. OPERATORY NA BANACHOVYCH PROSTORECH
Priklady linearnich operatori - cviéeni.

Véta (Baireova véta). Necht X je uplny metricky prostor. Pak spocetné sjednoceni
uzavienych mnozin s prazdngm vnittkem md prdzdny vnitrek. Ekvivalentné, prinik
hustyjch oteviengch mnozin je hustd mnoZina.

3.1. Princip stejnomérné omezenosti - Banach a Steinhaus.

Véta 45 (Banach-Steinhaus). Necht X je Banachiv a Y normovany linedrni pro-
stor. Pro mnoZinu operdtord T C L(X,Y") necht plati, Ze sup{||Tx| : T € T} < oo,
tj. mnoZina {Tx : T € T} je omezend, pro kazdé x € X.

Pak sup{||T|| : T € T} < 00, tj. mnoZina T je omezend v L(X,Y).

Véta 46 (spojitost limitniho operatoru). Necht X je Banachiv prostor a Y je
normovany linedrni prostor. Pokud T, € L(X,Y) a lim,_ o T, (x) pro viechna
x€X,pakT e LIX,)Y).

Pozndamka. Je-li operator T : X — Y, napt. funkcional pro Y = F, definovany
bodové sumou ¢i limitou spojitych linearnich operatori, je spojity, pokud je dobfe
definovany na celém Banachové prostoru X.

Princip stejné omezenosti ika specialné, ze mnozina F spojitych linearnich funk-
cionalii na Banachové prostoru X je omezené, pokud je omezend "bodoveé"({f(z) :
f € F} jsou omezené pro vSechna x € X). Pomoci "duality"dostaneme tvrzeni o
omezenosti v normovaném linearnim X.

Konec 12. predndsky.

Véta 47 (omezenost mnozin v X). Necht M je podmnoZina normovaného line-
drniho prostoru X. Pak M je omezend, prdvé kdyz pro kazdé x* € X* je a*(M)
omezend.

Pozndmka (dikazy na cvicent). Pojem slabé konvergence posloupnosti z,, € X k
x € X pomoci konvergence z*(x,) k 2*(x) pro vechna z* € X*.

(a) Slaba limita posloupnosti je uréena jednoznacné.

(b) Slabé konvergentni posloupnost je omezena.

(¢) V reflexivnim X plati, Ze omezené posloupnosti maji slabé konvergentni pod-
posloupnost.
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(d) V reflexivnim X plati, Ze k € X existuje v kazdé neprazdné uzaviené konvexni
mnoziné F' C X prvek y € F takovy, ze || — y|| = dist (z, F).

Pripomeiite si, Ze Hilbertav prostor je specialnim piipadem reflexivniho a Ze jsme

si pro Hilbertovy prostory posledni tvrzeni jiz dokazali.

3.2. Banachova véta o otevieném zobrazeni. Pojem oteviené zobrazeni. Zde
budeme uvazovat jen linearni zobrazeni.

Véta 48 (Banachova véta o otevieném zobrazeni). Necht X a Y jsou Banachovy
prostory, T € L(X,Y) a T(X) =Y. Pak T je oteviené.

Pozorovdni. Linearni zobrazeni T' mezi normovanymi linearnimi prostory X a Y
je oteviené, pravé kdyz T'(Ux) je okoli nuly v Y.

Lemma 49 (o hustoté a otevienosti). Necht X je Banachiv, Y je normovany
linedrni prostor a T € L(X,Y). Nechtr >0 a rUy C T(Ux). Pak rUy C T(Ux).

Dukaz Banachovy véty.

Dausledek 50 (o izomorfismu). Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T €
L(X,Y) je bijekce. Pak T je izomorfismus.

Pozndmka - cvideni. Necht X je Banachiv, Y je normovany linedrni prostor a
T € L(X,Y) je surjektivni otevieny. Pak je prostor Y Banachuv. (Navod. UZijte
faktorizaci T na izomorfismus T, kvocientu X/T*(0) na Y (T =T, 0q).)

Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T' € L(X,Y) je prosty. Pak T je
izomorfismus X na T'(X), pravé kdyz T'(X) je uzavieny podprostor Y.

3.3. Véta o uzavieném grafu.

Tvrzeni 51 (soucet prostortt). Necht (X, | ||x) a (Y, |ly) jsou normované linedrni
prostory. Pak na X xY definujeme scitani a ndsobek po sloZkdch a ||(x,y)||xxy =
max{||z||x, lylly}.- (X xY,|| l|xxy) je normovany linedrni prostor. Znacime jej
€2 X @ Y a plati X G Y = (X x {0} &, ({0}) x Y). Jsou-li X aY dpiné, je i
X @ Y 1uplng.

Konec 13. predndsky.

Véta 52 (o uzavieném grafu). Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T je
linedrnd zobrazeni X do'Y s uzaviengm grafem v X @ Y. Pak T € L(X,Y).

Véta 53 (disledek o topologickém souctu). Necht X je Banachiv prostor a X =
Y @ Z (direktni soucet vektorovijch podprostori). Pak'Y @ Z, pravé kdyZY a Z
780U uzavrené.

3.4. Dualni a adjungované operatory. Definice dudlniho operdtoru T' : Y* —
X* k operatoru T € L(X,Y).

Tvrzeni 54 (vlastnosti operace T +— T"). Necht X, Y, Z jsou normované linedrni
prostory.
(a) Pak zobrazeniT € L(X,Y) — T je linedrni izometrie L(X,Y) do L(Y™, X*).
(b) Je-liT e L(X,Y) a S € L(Y,Z), pak (SoT) =T 0 5.
(c) Idx' = Idx-~.
(d) Je-li T € L(X,Y), pak T" oex =ey oT pro T € L(X,Y).

Pozndmka. T" lze tedy chapat jako rozsifeni T
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Véta 55 (adjungovany operator na HP). Necht H;, i = 1,2,3, jsou Hilbertovy

prostory a T € L(Hy, Hy).

(a) Pak existuje prdvé jeden operdtor T* € L(Ha, Hy), pro ktery plati (Tz,y) =
(x, T*y) pro vSechna x € Hy ay € Ho.

(b) Je-li J; :y € H; — (-,y)u, € H} kanonickd reprezentace funkciondli na H; pro
i=1,2, pak Jy oT o Jo = T* € L(Hy, Hy).

(¢c) Plati, Ze T +— T je sdruZené¢ linedrni izometrie, Idy = Idg, o T** = T.
Jsou-li T € L(Hy,Hs) a S € L(Hs, H3), pak (SoT)* =T* o S*.

Operator T* pro T € L(H) se nazyva adjungovany operdtor k T

Konec 14. predndsky.

Pozndmka. K tlohdm, které pozaduji popis dualniho operatoru k zadanému ope-
ratoru. Mame-1i T : X — Y popsany néjakym predpisem a méame-li reprezentace
funkcionélt z Y* a X* pomoci linearnich izometrii Jy : Y, — Y* a Jx : X, — X7,
pak ndm jde o to najit pFedpis popisujici operator T, := )}1 oT" o Jy (viz cviceni).
(Pro pripad T € L(Hy, H3), kde H; jsou Hilbertovy prostory, splyva adjungovany
operator T* € L(Hz, Hy) s operatorem J;Ill oT" o Jy,. Zde jsou Jy, : H; — HF,
i=1,2, sdruzené linearni izometrie.)

3.5. Resitelnost rovnic Tz =y a T'y* = z*. Pojem anihildtori (jiz se objevil u
faktorizace).

Necht X je normovany linearni prostor. Pro A € X a B C X* definujeme
At ={y*€eY*:y*=0na A} a

B, ={z € X :z*(x) = 0 pro vSechna z* € B}.
Lemma 56 (o dvojitém anihilatoru). Za piedpokladi piedchozi definice plati, Ze

(A1) 1 je uzavieny linedrni obal A v X .
(Snadno lze dokdzat téz, e (BL)t obsahuje uzavieny linedrni obal B v X*.)

Tvrzeni 57 (o jadrech a obrazech T a T"). Pro T € L(X,Y) plati
(a) ker T" = (T(X))*.
(b) T(X) = (kerT") .

Lze téz dokazat ker T = (T'(Y*)) . a T'(Y*) C (ker T)* (cviceni).

Piiklad. Pro T € L(X,Y) obecné neplati T'(Y*) = (ker T')*. Uvazujte napiiklad
identické vnoteni E : £ — cg. Pak "E' : {1 — (5" (dudlni operator vyjadieny
pomoci kanonickych reprezentaci funkcionald na ¢o a na ¢1) je identické vnofeni,
ale EH'H‘X’ =y C loo, Co # Lo = (ker E)*, nebot ker E = {0}.

Disledek 58 (kritérium hustoty T(X)). Necht T € L(X,Y) a X,Y jsou nor-

mované linedrni prostory. Pak T’ je prosty, prave kdyz T(X) je husty podprostor
Y.

Véta 59 (o dualité izomorfismit). Necht X,Y jsou Banachovy a T € L(X,Y). Pak
T je izomorfismus, prdvé kdyz T je izomorfismus.

Plati véta:

Véta (o uzavieném obrazu). Necht X a Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y).
Pak je ekvivalentni:

(a) T(X) je uzavieny;

(@) T(X) =ker(T");
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(b) T'(Y™) je uzavieny;
(b)) T'(Y*) = ker(T)*.
Specialng, je-li T izomorfismus X na T(X), je T’ oteviené a je-li T izomorfismus
Y* na T'(Y*), je T oteviené.
Konec 15. predndsky.

3.6. Invertibilita a spektrum omezeného operatoru na X. Pojem inverti-
bilni operdtor.

Lemma 60 (o Neumannové fadg).
(a) Necht X je normovany linedrni prostor, E € L(X) a > .-, E™ konverguje
v L(X). Pak S5  E" = (I — E)~".
(b) Je-li X Banachiw prostor, T € L(X) je (netrividlni) invertibilni a ||S —
. oo _ _ T2 IS-T
T < ﬁ, pak S je invertibilni (a ||S™1 — T~ < %}
Konec 15. predndsky.

Vé&ta 61 (Z(X) a operace inverze). Je-li X Banachiv prostor, pak Z(X) je oteviend
v L(X) aT eZ(X)— T €Z(X) je spojitd zobrazent.

Spektrum operdtoru na X.
Pojem spektra a bodového spektra. Viastni ¢isla a vlastni vektory.
Priklady - cvicend.
(1) ProdimX < oo a T € L(X) je o(T) = op(T).
(2) Existuje operator T na R? takovy, ze o(T) = ().
(3) Pro operator Sz(t) = fot z(s) ds na C([0,1]) je o(S) = {0} a 0,(S) = 0.
(4) Jsou-li Ay,..., A\, € 0,(T) & x1,...,x, piisludné vlastni vektory. Pak jsou
T1,...,T, linedrné nezavislé.
Pojmy rezolventni mnoZiny p(T) a rezolventniho zobrazeni rp : A € p(T) —
A-T)"'e L(X).

Lemma 62 (o rezolventé T'). Necht X je Banachiv prostor nad C a T € L(X).
Pak p(T) je oteviend v C a p o rr je holomorfni na p(T) pro kaZdé p € L(X)*.

Véta 63 (o spektru omezeného operatoru). Necht T € L(X) a X # {0} je Bana-
chiw. Pak o(T) je neprdazdnd kompaktni podmnozina mnoZiny {A € C: |A| < ||T||}.

Konec 16. predndsky.

Véta 64 (o spektru dualniho operatoru). Necht X je Banachiiv prostor. Pak pro
T € L(X) plati o(T) = o(T").

3.7. Kompaktni operatory. Zndmd fakta. Pojem kompaktniho metrického, resp.
Hausdorffova topologického) prostoru. Charakterizace pomoci existence vybrané
konvergentni posloupnostiv metrickém prostoru. Charakterizace pomoci totalni ome-
zenosti a uplnosti metrického prostoru. Pojem relativné kompakini mnozina.

Definice kompaktniho operdtoru a konecné dimenziondlniho operdtoru - znaceni
K(X,Y)a F(X,Y).
Tvrzeni 65 (o prostoru kompaktnich operatorti). Necht X,Y jsou Banachovy
prostory.

(a) Jsou-li T € K(X,Y) (nebo F(X,Y)), S € L(Y,Z) a R € L(W,X), je
SoToRe K(W,Z) (nebo F(W,Z)).
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(b) K(X,Y) je uzavreny vektorovy podprostor L(X,Y).

(¢c) F(X,Y) C K(X,Y).

Pozndmky - civéend.

Jsouli T, € F(X,Y)aT, - Tv L(X,)Y), tj. |T, — T|| — 0 pro n — oo, pak
T € K(X,Y). To je jedna metoda, jak ovérit kompaktnost.

Kompaktnost integralnfho operatoru na Lo(R) s jadrem v Lo(R?). (Lze dokazat
pomoci aproximace operéatory z F(L?(R)).)

Poznamka o existenci piikladu prostort, pro které F(X,Y) # K(X,Y) (feSeno
roku 1973).

Charakterizace kompaktnosti uzavienych mnozin v C(I) poskytuje dalsi metodu
pro ovéfovani kompaktnosti.

Definice stejné spojité mnoZiny pro A C C(K) jako ve vété:

(Ve > 0,z € K)(3 oteviené okoli U bodu z)(Vy € U, f € A)|f(z) — f(y)| <e.
Ekvivalentné muzeme psat predchozi definici o néco struénéji takto:
(Ve > 0, x € K)(3 oteviené okoli U bodu z)(Vf € A) diam f(U) < e.

Véta 66 (Arzela-Ascoliho véta). Mnozina A C C(K) pro kompakini metricky
prostor (i pro Hausdorffiv kompaktni prostor) je totdlné omezend, prdavé kdyz A je
omezend a stejné spojitd.

Konec 17. prednasky.
Kompaktnost operatoru T f(z) = [ f(y) dy na C([0,1]).

Vé&ta 67 (kompaktnost dudlnihooperatoru - Schauder). Necht X,Y jsou Bana-
chovy prostory a T € L(X,Y). Pak T je kompaktni, pravé kdyz je T' kompakind.

Pozndmka - cvicent.

Pro normované linearni prostory plati: Je-li T' € K(X,Y) a T je otevieny, pak
TecF(X,)Y).

Pro Banachovy prostory X, Y plati: Je-li T' € K(X,Y) a T(X) je uzavieny, pak
T e F(X,Y).

3.8. Spektrum kompaktniho operatoru. Zde opét mluvime o Banachovych
prostorech nad C, navic K(X) = K(X,X) a I zna&i identicky operator Ix na
X.

Vé&ta 68 (Riesz-Schauder). Necht X je Banachiiv prostor a K € K(X). Pak

(a) ker(I — K) je uzavieny podprostor X konecné dimenze;
(b) (I — K)(X) je uzavreny podprostor X .

Véta 69 (Fredholmova alternativa). Necht X je Banachiv prostor a K € K(X).
Pak ker(I — K) = {0}, prdvé kdyz (I - K)(X) = X.

Véta 70 (struktura spektra kompaktniho operdtoru). Necht X je Banachiv a
K € K(X). Pak

(a) Je-li X nekonecné dimenziondlni, pak 0 € o(K).

(b) Je-li X € o(K) \ {0}, pak A € 0,(K). Navic dimker(\] — K) < o0 a
(M — K)(X) je uzavieny.

(¢) MnoZina {\ € o(K) : |\| > €} je konednd pro kaZdé € > 0.
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Konec 18. predndsky.
Plati nasledujici vysledky dopliiujici "Fredholmovu alternativu"o souvislosti re-
sitelnosti rovnic pro T a pro T".

Vé&ta. Necht X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € C je nenulové. Pak
(a) M —=T)(X) = (ket A" =T"))1 a (M —T")(X*) = (ker(A —T))*;
(b) dim(X/(M — T)(X)) = dim(ker(A\]" — T")) = dim(X*/(A\I" — T’)(X)) =
dim(ker(A —T)) < o0

Pozndmka. Prvni tvrzeni v (a) plyne z Tvrzeni 57 a z Véty 68(b), resp. Véty 70(b).

4. UVOD DO TEORIE DISTRIBUCI

Motivace. ReSeni tloh (diferencialnich rovnic), které nemaji klasické feseni. Po-
tfeba definovat a pracovat s derivacemi v8ech spojitych funkci.

Neni-li fe¢eno jinak, je G C R? oteviena neprazdna, d € N, || || je eukleidovska
norma na R%.

Pojem nosi¢ funkce f : G — F jako mnoziny spt f = {x € G : f(z) # 0}.

Tvrzeni 1 (o f’ pro CY(G)). Pro f € CI(G) a kazdou p € CY(Q), kterd md
kompaktni nosi¢ spt y, plati proi=1,...,d rovnost

Ggél{i( /f 3%

Pojmy lokdlné absolutné spojitd funkce na (a,b) C R a lokdlné integrovatelnd
funkce na G.

Tvrzeni 2 (o f’ pro absolutné spojité funkce). Je-li f lokdlné absolutné spojitd na
(a,b), pak f" € Lig ((a,)) a

/ f(@)p(e) do = — / ' fa)e! ) d

Idea uvazovat "(7:- o1 = —Jo f( . Teorie distribuci ("zobecnénych
funkei") - L. Schwartz - pOJem funkce s hodnotaml v bodech G zaménime uvazo-
vanim "zobecnénych funkei" (distribuci), které jsou linearnimi funkcionaly s hodno-
tami v testovacich funkcich .

4.1. Prostor testovacich funkeci.

Definice multiindexu o € Ng, derivace D®f pro funkce f € C°°(G), mnoziny
D(G). Jde o vektorovy prostor, dokonce komutativni algebru, ktera oviem neobsa-
huje jednotku.

Konec 19. prednasky

Véta 3 (oddélovani C°-funkcemi). Pro kaZdou neprdzdnou uzavienou K C R a
e > 0 ezistuje px . € C(RY) s hodnotami v intervalu [0, 1] takovd, Ze p o(z) =1
prox € K a i (x) =0prox ¢ U(K,e) :=|J{U(a,¢) : a € K}. Pro K kompaktni
je pr.e € D(G).

Slabé derivace. Definice slabych (a- tych) derivaci g € |, (G) nebo u € M(G)
pro lokalné integrovatelné funkce f € Li, (G). M(G) je prostor znaménkovych
borelovskych realnych mér, resp. prostor komplexnich borelovskych mér na G.

Priklady. Prvni a druh4 slabé derivace funkce f(x) = |z| na R je sgn a Diracova
mira 2dg. (Srovnani s klasickymi derivacemi.)
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Lemma 4 (f a p jsou uréeny testovanim na prvcich D(G)).
(a) Je-li [, g(x)p(x) dx =0 pro vsechna ¢ € D(G), pak g = 0 skoro viude.
(b) Je-li [ o(x) du(z) = 0 pro vsechna ¢ € D(G), pak p = 0.

Konec 20. predndsky

Vé&ta 5 (o slabych derivacich). (a) Jsou-li g1,92 € Li, (G) slabé derivace funkce
f € L, (G), pak g1 = g skoro vsude. Jsou-li puy,p2 € M(G) slabé derivace
funkce f € L, (G), pak 1 = pa.

(b) Pro f € L}, ((a,b)) existuje fo, kterd je lokdlné absolutné spojitd na (a,b)
takovd, Ze f = fo skoro vsude, prave kdyZ f md slabou derivaci g € L, ((a,b)).
V takovém pripadé je g = fi skoro viude.

(c) Pro f € L, ((a,b)) existuje fo, kterd md konecnou variaci na kompaktnich
intervalech v (a,b) takovd, Ze f = fo skoro vsude, prdvé kdyZ f md slabou
derwaci p € M((a,b)). V takovém piipadé je p((c,d)) = fo(d—) — fo(ct).

Pozndmka. Tvrzeni (b) a (c) véty plynou z vysledkii obsazenych v prednaskach
z matematické analyzy, resp. z teorie funkci o absolutné spojitych funkcich a o
funkcich s kone¢nou variaci.

Priklad. Slaba derivace Cantorovy funkce je borelovska pravdépodobnost u ta-
kova, Ze mira Cantorova diskontinua je rovna jedné. (Klasickda derivace je rovna
nule skoro vude.)

4.2. Konvergence posloupnosti testovacich funkci. Pro ¢ € D(G) a N € Ny
definujeme ||| -
Pro ¢, 9 € D(G) definujeme p(p, ).

Pro ¢, ¢ € D(G) definujeme konvergenci gy, A v v D(G).
Definujeme podprostor Dg (G) prostoru D(G) pro K C G kompaktni.
Priklad. Funkce Ly, konverguji k nule v kazdé || ||, ale ne v D(G).

Tvrzeni 6 (aplnost D).
(a) Pro N € Ny je || ||y norma na D(G).

(b) p je translacné invariantni metrika na D(G). Konvergence o, 2 ¢ v (Dg(Q), p)
je ekvivalentni konvergenci ve vSech normdch || ||n, N € Ng. To je téZ ekviva-
lentni se stejnomérnou konvergenci D¢y k D®¢p pro vsechna o € Ng.

(¢) Pro K C G kompaktni je Dk (G) vektorovy prostor a metricky prsotor (Di (G), p)

je dplny. Konvergence oy, KA © apr L ¢ na D (Q) spljvagi.
Poznamky - cvicend.
e (Dk(G),| |I~n) je uzavieny podprostor (D(G), || ||~) & neni tplny.

e Konvergence @y, A ¢ neni konvergenci v zadné metrice na D(G).
e Konvergence v (Dk (G), p) neni konvergenci v zadné normé, pokud K C G
je kompaktni mnozina s neprazdnym vnitikem.

4.3. Pojem distribuce.

Definice distribuce na oteviené G C R?. Znageni D'(G).

Pozndmka. D'(G) je vektorovy prostor. Existuje topologie T na D(G) takova, Ze
prvky D’(G) jsou pravé vechny spojité linearni funkcionaly na (D(G), 7).

Tvrzeni 7 (charakterizace distribuci). Ndsledujici vgroky jsou ekvivalentni:

(a) T € D'(G).
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(b) Pro kaZdé K C G kompaktni je restrikce T |p,. () spojitd vzhledem k p.
(c) Pro kazdé K C G kompaktni evistuje N € Ng takové, Ze T |p, (q) je spojité
vzhledem k || || n-

Konec 21. predndsky
Priklady distribuct.
Pojem 7dd distribuce a pojem nosic distribuce.

Tvrzeni 8 ("regularni distribuce").

(a) Zobrazeni f — Ty je prosté a linedrni zobrazeni prostoru Li . (G) (s rov-
nosti ve smyslu rovnosti skoro vsude) do prostoru distribuct ddu nula.

(b) Zobrazeni pu— T, je prosté a linedrni zobrazeni prostoru M(G) do prostoru
distribuct Fadu nula.

Pojem reguldrni distribuce.

Priklad distribuci fada n € N a distribuce, kterd nemé konecny tad.

Piiklad "regularizace"funkce 1/x.

Poznamka o nasobeni distribuci a definice nasobeni distribuce a funkce z C*(G).

4.4. Derivace distribuci a konvergence posloupnosti distribuci.

Definice DT

Piiklad Tg,, = 275, = 2do. Slaba derivace 20, resp. Tas,, je "derivace sgn ve
smyslu distribuci".

Poznamka. Ty = (T)’, pokud f je lokdlné absolutné spojita na otevieném in-
tervalu v R, tj. klasicka derivace splyva s derivaci ve smyslu distribuci.

Priklad Cantorovy funkce f a derivace (Ty)" = T),, kde u je definovana pomoci
f jako vyse.

Priklad - cvicent. Derivace log |z

vyse.

| "ve smyslu distribuci"je regularizace 1/x jako

Tvrzeni 9 (existence a jednozna¢nost primitivni distribuce). Necht T € D'(R).
Pak existuje S € D'(R) takové, Ze S' = T ("primitivni distribuce"k T ). Reseni S
je urceno jednoznacné aZ na konstantu v tom smyslu, Ze S+ Ty, kde f(z) = ¢ na
R pro néjaké c € C, jsou vSechna fesent.

Pozndmka - cvicend. Je-li %S =0pro S € D'(R? a viechna i = 1,...,d, pak je
S =T, pro néjakou konstantni funkci ¢. Navod.

Pro distribuce T, a T' v D'(G) piseme T}, — T, jestlize jde o bodovou konvergenci
na D(N).

Véta 10. Jestlize T, € D'(G) a Ti(¢) — T(p) pro kazdé ¢ € D(G), pak

(b) TeD'(G) a
(b) DTy — DT pro kazdé o € Ng.

Poznamky - cvicend.

Dokazte, ze limp,, .o W =T’ pro hy, — 0, hy, # 0.

Plati: Kazda distribuce T' € D'(G) je (lokalné kone¢nou) sumou derivaci spo-
jitych funkei, tj. T = > D*f,, kde s¢itame pfes vSechny multiindexy o a jen
kone¢né mnoho nosi¢a funkci f, méa neprazdny prinik s pevné zvolenou kompaktni
podmnozinou G.
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5. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Motivace. Fourierovy fady pro popis periodickych lokalné integrovatelnych funkci.
"Fourieruv integral"pro popis integrovatelnych funkci. Fourierova transformace de-
finuje analogii ke koeficientiim Fourierovy fady.

5.1. Fourierova transformace integrovatelnych funkci a Schwartzav pro-
stor. N
Definice Fourierovy transformace Ff = f pro funkce z L*(R™).

Véta 1. F je spojity linedrni operdtor L*(R™) do Co(R™).

Cviceni. Z pozdéjsich vysledka spoctete normu F.
Konec 22. predndsky.

Lemma 2 (hustota D(R?) v Li(R%)). Mnozina D(R?) je hustd v prostor L (R?).
Poznamka. Plati i pro L,(R?), kde p > 1 s podobnym diikazem.

Pojem Schwartzova prostoru S C L1(R?) a F na S.
Definice Schwartzova prostoru S(R%) rychle ubyvajicich funkei.
Poznamka. Ekvivalentni charakterizace pomoci polynomu. Vztah k zakladnimu
prostoru D(R™). Priklad exp(—||z(|?).
Tvrzeni 3 (S a operace nasobeni, derivovani a F).
(a) S(R?) C Cy(RY) N Mpeo,o0] L,(RY) (spec. S C Ly).
(b) Necht f,g € S, p je polynom na R* a a € (No)?. Pak pf € S, fg € S a
DefeS.
(¢c) Pro f €S aa e (Ny)? plati:
(c1) Flaof) = iID(FFf) a
(c2) F(D*f) = ilelyo(F ).
(d) F(S)CS.
V (c) jde v jistém smyslu o zamény operaci F a D%, resp. z*.
Konec 23. predndsky.

Priklad - cvicent.
(1) Pro f € Li(RY) a h € R plati F(e=M f(z))(y) = f(y — h).
(2) Pro f € Li(RY), e > 0 a g(x) = f(ex) plati gly) = L f(¥).
Lemma 4 (pevny bod F). Funkce v(z) = exp(—||z||?/2) je prokem S(RY) a7 = 7.
Lemma 5 (F? na S).

(1) Pro f.g € Li(R?) plati [p. f(y)g(y) dy = [ f(2)g(z) da.
(2) Je-li f € SR™), pak F(Ff)(x)= f(—x).

Vé&ta 6 (inverzni formule na S a na Ly).

(a) F1S:SMR") — S(R™) je bijekce a

(F1g)(x) = (2m) /2 / gy dy.

n

(b) F | S je Ly-izometrie S(RY) na S(RY), tj. (F,G) = (f,g) pro f.g € S.
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(c) Je-li f, f € L*(RY), pak
fo@) = | el dy
R

je jedind funkce v Co(R?) takovd, Ze fo = f skoro viude.

Véta 7 (Plancherelova transformace). Operdtor F | S : 8 — L?*(R™) md jediné
rozsiveni P na izometrii L*(R™) na L?(R™). Navic plati, Ze Ff = Pf pro f €
L1 (R?) N Ly(RY).

5.2. Temperované distribuce na R? a jejich Fourierova transformace.

Znaceni D = D(R?), S = S(RY), ...

Definice norem || ||‘]SV Definice konvergence posloupnosti v S pomoci konvergence
vzhledem k normam || |5, N € Ny.

Metrizovatelnost uplnou metrikou ps. (Nejde o normovany prostor. Specialng,
normy || || nejsou ekvivalentni.)

Poznamka - cviéeni. Zobrazeni z%p, D%p, F¢ jsou spojita zobrazeni prostoru
(S, ps) do sebe (dodatek k Tvrzeni 3).

Tvrzeni 8 (konvergence v D av S).
(a) Pokud ¢, — ¢ v D, pak p, — ¢ v S.
(b) MnoZzina D je hustd v prostoru (S, ps).
(¢) Kazdy spojity linedrni funkciondl na (S, ps) je jednoznacné zaddn svou restrikct
na D.
(d) Kazdy spojity linedrni funkciondl na (D, ps) je distribuce, kterd je restrikci
néjakého S € §’.
Priklad posloupnosti prvkt D, ktera konverguje k nulové funkci v §, ale ne v D.
Napi. ¢, = 2p0y,1(2/n).
Definice temperované distribuce. Znaceni S'(R%) = &'.
Priklady temperovanych distribuci. Ty € S’, pokud f : R? — C je métitelna a
existuje polynom p na R? takovy, ze |f| < [p| na R<.
Priklad regularni distribuce, kterd neni temperovana. Napt'. Top(jz))-

Tvrzeni 9 (operacena §’). Je-li S € S’ aa € (Ng)?, jsou DS a x*S temperované
distribuce.

Konvergence temperovanych distribuci jako bodova konvergence na celém S.
Véta 10 (spojitost a S').
(1) Pokud Spp — S¢ pro viechna ¢ €S a S, € S’, pak S € §'.
(2) Pokud S, — S vS' aac (Ny)?, pak i 2*S,, — xS a D*S,, — DS.
Definice Fourierovy transformace FS = S pro S € S'.

Vé&ta 11 (o Fourierové transformaci distribuci).
(a) F je linedrni operdtor 8" do S’.
(b) Pokud S,, — S vS8’, pak FS,, — FS vS" ("F je spojity na S"").
(c) F je linedrni bijekce S’ na 8" a F~1 = F3.
(d) Je-li S €S" aac (Ny)?, pak
F(D*S)(p) = il*l(z*S)p a
F(z28)p = il|(D*S) .
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Priklady - cviCeni.
Fourierova tranformace 7 pro konstantni funkce f a T, pro Diracovu miru dy.
Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice S” + S =y v S'.

5.3. O konvoluci integrovatelnych funkeci.
L,(RY) = L, C(RY) = C.

Tvrzeni 12 (o konvoluci funkce, hladkych aproximacich a Fourierové transformaci).

(a) Pro f € L,, p € [1,00) a g € L1 je konvoluce f * g definovand pFedpisem
(f*9)(Y) = Jpa [(@)g(y — x) dw. Je prokem Ly, a plati || f * gll, < || fllpllgll1-

(Specidlné pro f € Ly plati fxg € Ly a||f xgll1 < || fll1llgll1- Konvoluce je

komutativni a asociativni na Ly.)

(b) Je-li f € L, ap €D, plati fxp € C® a D*(f x¢) = f = (D%p).

(c) Je-li f € L, p € [1,00), pak f *h, — f v L,, kde h,, = ¢f/n a Yl € D jsou
funkce definované ve 4. cédsti dikazu Vety 3.

(d) Jsou-li f,g € L1, je F(fxg)=1[f7.



