NA UVOD

Tento text vznika prubézneé tak, jak pokracuje prednaska Stochasticka analyza. Pro jeho psani jsem se
rozhodl z nékolika duvodu:

e Posluchac¢i dostanou do rukou alespon soupis odprednasenych definic a vét, v ramci moznosti
budu pridavat dukazy a komentarte.

e Kolegové ziskaji predstavu, co bylo odpfedneseno.

e Ziskam zaznam o prednasce a jejim vyvoji, coz mi snad umozni ji pomalu a postupné vylepsovat,
donutim se poradné projit alespon nékteré dukazy.

e Ziskam zaklad pro piipadné skripta.

Tim jak prednasku z roku na rok ménim a nékteré ¢asti pridavam a jiné naopak ubiram, dochazi k
tomu, Ze ne vSechna tvrzeni zde uvedena opravdu na prednéasce zazni (ovsem doufam, Ze ta kterd vyslovim
se zde objevi vSechna). Proto se pokusim v daném roce opravdu vyslovené definice a tvrzeni oznacovat
barevné. Vyjimkou budiz tvrzeni, o nichz v textu prohlasuji, ze jsou soucasti jinych zakladnich kurst.
U dukazu, poznamek a podobnych ¢asti textu to povazuji za nadbytecné, toto nemd byti nahrazkou
prednasky.

Velmi uvitam jakékoliv kritické i pochvalné komentare k textu na adrese hlubinka@karlin.mff.cuni.cz.
Za zvlasté cenné komentare se rad odvdécim pivem ¢i vinem v nékterém karlinském hostinci.

1. PROCESY SE SPOJITYM CASEM
1.1. Spojité procesy.

1.1. Znaceni. V textu budeme oznacovat pravdépodobnostni prostor (€2, F,P). Déale znac¢ime méritelny
prostor (E, &) a ndhodnou veli¢inu s hodnotami v E znacime X. X je tedy métitelné zobrazeni X :
(Q,F) — (E,E&). Rozdéleni ndhodné veliciny X (obraz miry P ve zobrazeni X) zna¢ime Pyx. Je tedy
Px(A) = P(X*A) pro kazdou A € &.

1.2. Definice. Bud A nepriazdna indexov4d mnozina. Soubor ndhodnych velicin
X:{X)\,)\GA}, X)\(Q,.F)—)GE/S)

nazveme stochastickym (ndhodnym) procesem s hodnotami v E na indexové mnoziné A.

1.3. Poznamka. V textu budeme pracovat v podstaté pouze s dvéma pripady. Je-li E = R, hovorime
o (jednorozmérném) realném ndhodném procesu. V pifpadé E = R? hovoifme o d-rozmérném redlném
procesu. V obou pripadech je o-algebrou £ prislusna borelovska o-algebra B, pripadné B". Pro mnoho
tvrzeni staci, je-li prostor E tplny metricky separabilni, my si ale vystacime s realnymi ¢isly; od nyni je
tedy E redlny prostor.

Omezime se na ptipad, kdy indexovd mnozina A je bud intervalem [0, T], ptipadné polopiimkou R™.
Mluvime o procesu se spojitym casem, index A je chapan jako ¢as. Diky linedrnimu usporadani mnoziny
A a nejmensimu prvku A = 0 mluvit o pocatku a také o minulosti, soucasnosti a budoucnosti procesu.

Jiné moznosti jsou A C Z, neboli proces s dikrétnim casem, pifpadné A = R? (ndhodné pole) a dalsi

vvvvvv

1.4. Znaceni. Oznacme standardné E" kartézsky soucin a B"™ soucinovou borelovskou g-algebru na ném,
tj.

E"={(e1,...,en);e; €Ei=1,...,n},

B"=0{By X+ XB;;B;€Bi=1,...,n}.

1.5. Lemma. Bud X stochasticky proces s hodnotami v B indexovany A. Necht ti,...,t, € A. Pak

(X4, ..., X4,) je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v (E™, B").

Diikaz. Jde o dukaz méfitelnosti souboru méritelnych nahodnych veli¢in vuci soucinové o-algebie, proto

jej ponechame jako cviceni pilnému ¢tenari. O
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Pro¢ je predchozi lemma dulezité? Nahodnda veli¢cina ma své rozdéleni (pravdépodobnostni miru na
prostoru hodnot) a nasim cilem je postupné se dostat k pojmu rozdéleni ndhodného procesu.

1.6. Znaceni. Nahodna velicina Y = (X,,..., X},) ma rozdéleni Py na prostoru E™. Toto rozdélent
budeme nékdy téz znacit Py, ;. a nazveme jej konecné rozmérné rozdéleni procesu X v (ti,...,t,).

1.7. Definice. Stochasticky proces X s hodnotami v metrickém prostoru E indexovany [0,1] (RT) se
nazyva spojity (zprava spojity), pokud pro vSechna w € € jsou zobrazeni X (w) : t — X;(w) spojité.

Nasledujici tvrzeni je znamé z kursu analyzy.

1.8. Lemma. Na prostoru spojitjch funkci C = C[0,1] je p(x,y) = supg<,<; |7, — y¢| metrikou. Metricky
prostor (C0, 1], p) je uplny separabilni prostor.
Na prostoru spojityich funkci C' = C[0,00) je po(z,y) = Y071 271 A SUPgciey, [0 — 1]) metrikou
(

n=1
(lokdlné stejnomérné konvergence). Metricky prostor (C[0,00), pc) je uplnyg separabilni prostor.

1.9. Definice. Stochasticky proces X = (X;,¢ > 0) nazveme modifikaci stochastického procesu Y =
(Y.t > 0) pokud
Vi>0 P(X,=Y,) =1

1.10. Poznamka. Proces X je tedy modifikaci procesu Y, pokud v zadném piredem zvoleném case neni
mozné procesy X a Y rozeznat.
Nezapomente, ze procesy X a Y musi byt definovany na stejném pravdépodobnostnim prostoru.

1.11. Lemma. Necht stochasticky proces X je modifikaci stochastického procesuY . Pak koneénérozmeérnd
rozdéleni X a'Y jsou shodnd.

Dikaz. Jisté plati, ze P(X; € B) = P(Y; € B), protoze P(X; =Y;) = 1. Dukaz je tedy ocividny. O

1.12. Pozndamka. Dva procesy mohou mit stejnd konecnérozmérna rozdéleni aniz jsou definovany na
shodném pravdépodobnostnim prostoru.

Budou-li naptiklad dva hraci hazet stejnou minci, pak stochastické procesy zaznamenavajici pocet licu
zv14st u kazdého hrace maji shodnd konecnérozmérnd rozdéleni, ale vzniklé procesy nejsou modifikaci
jeden druhého.

Shoda konecnérozmérnych rozdéleni je tedy slabsi variantou ,,rovnosti“procesu nez je modifikace. Na-
opak nerozlisitelnost je v podstaté ekvivalenci procesu.

1.13. Definice. Stochastické porcesy X a Y jsou nerozlisitelné (ekvivalentni), pokud
P(X,=Y,Vt>0)=1.

1.14. Poznamka. Opét musi byt X a Y definovany na shodném pravdépodobnostnim prostoru.
NerozliSitelnost znamend, ze ani pii pohledu na celou trajektorii procesu X a 'Y je nejsme s pravdépodobnosti
1 schopni rozlisit.

1.15. Véta. Necht X a'Y jsou spojité stochastické procesy a budiz X modifikaci Y. Pak X a'Y jsou
nerozlisitelné.

Dikaz. Uvédomme si, ze
PX;=Y,)=1 Vt>0=P(X,=Y,VgeQ") =1,

kde QT znac¢i vSechna nezdpornd raciondlni ¢isla. Pak staci jiz jen vzit v potaz spojitost X a Y a
nahlédnout

VE>0: X, = lim X, 2 lim Y, =,
q—t+ q—t+
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1.16. Pozndmka. Jak je vidét z dukazu, misto spojitosti je mozné predpokladat jen spojitost zprava
procesu X a Y. Stejné tak je mozné predpokladat jen spojitost zleva.

Tvrzeni ale nemusi platit, bude-li proces X spojity zleva, zatimco proces Y bude spojity zprava (najdéte
si takovy priklad).

Jak je vsak vidét z dukazu, stacilo by, aby ,jen“skoro vSechny trajektorie X a Y byly spojité (zprava
spojité).

Je-li X spojity proces a proces Y je s nim ekvivalentni, pak Y ma skoro vSechny trajektorie spojité.
Je proto mozné definovat jako spojity proces ten, ktery ma skoro vsechny trajektorie spojité.

1.17. Znaéeni. Prostor E* znaéi prostor vsech zobrazeni mnoziny A do E. Je-li z € E*, pak z; je hodnota
zobrazeni x v bodé t € A.

1.18. Definice. Mnoziny typu
{zr € B (24,,...,2,,) €B}, n€N, t,,....t, €A, B B"

nazveme cylindrické mnoziny, nebo konecnérozmérné valce. Cylindrickou o-algebrou nazveme nejmensi
o-algebru obsahujici vSechny cylindrické mnoziny.

1.19. Znaceni. Cylindrickou o-algebru na prostoru X budeme znacit C(X). Borelovskou o-algebru budeme
znacit B(X).
Prostor spojitych funkci C'(I) na redlném intervalu / budeme znacit téz C;. Prostor spojitych funkei
na [0, 1] oznac¢ime C a pro prostor spojitych funkei na Rt pouzijeme znaceni C', .
1.20. Lemma. Cylindrické mnoziny tvori algebru podmnozin EA.
Diikaz. Jisté plati, ze EA je cylindrickd mnozina, protoze E* = {z : 2y € E}.
Je-li C € %, pak C' = {z: (24,,...,24,) € B}. Proto EA\ C = {z: (24,,...,2,) € E*\ B} € %.
Jsou-li Cp,Cy € ¥ pak Cy = {x : (x4,...,2,) € Bi} a Cy = {x : (vg,...,2s,) € By} a plati
CyNCy={z: (Tuy,...,7y,) € B}, kde {u1,...,up} ={t1,. .., tn} U{s1,...,8n} a B € B* je priunikem
mnoziny {(u,, ..., Tu,) : (Tey, ..., Tp,) € B1} s mnozinou {(zy,, ..., Ty ) : (Ts),...,xs,) € Ba}. Jde tedy
o kone¢nérozmeérny valec. O

1.21. Umluwva. Od ted budeme az na vyznacené pifpady uvazovat A = [0,7], nebo A = R*. Ovsem v
nésledujicich nékolika tvrzenich se omezime na A = [0, 1].

1.22. Véta. C(C) = B(C).

Diikaz. Prvné si uvédomme, ze cylindrickd o-algebra C(C') je generovana mnozinami typu {z € C : z; €
B} pro néjaké t € [0,1] a B € B.
Pro t € [0, 1] ozna¢me m; : C — R projekei my(x) = z4. Zobrazeni 7, je spojité a tedy borelovské, proto
VvBeB BC)>n,YB)={xecC:x c B}
Tim jsme dokazali, ze mnozina generatoru cylindrické o-algebry nalezi do borelovské. Musi tedy platit
C(C) c B(C).

Borelovskd o-algebra B(C) je generovana napiiklad uzavienymi koulemi v C'; ty maji tvar

B,(y) ={z e C": 0sup1 |z — ye| <}, kdey € C.

<t<
Snadno se vsak presvédcime, ze
by(y) = ) {: 2y —yg <} €C(O),
q€Qo,1]

jezto C(C) je o-algebra. Plati proto B(C') C C(C). O



4

1.23. Véta. Redlny stochasticky proces X = (Xy,t € [0,1]) je spojity prdavé tehdy, kdyz X je (borelovskd)
nahodnd velicina s hodnotami v C'.

Dikaz. Méme se presvedcit, ze zobrazeni X : Q — ([0, 1] je borelovsky méfitelné. Systém A= {B € C':
X~Y(B) € F} je o-algebrou na C. Ukazme, ze zahrnuje cylindrické (zde tedy ekvivalentné borelovské)
mnoziny.
Bud DeBaB={reC:x € D} Pak X 1(B) = {w: X;(w) inD} € F. Odtud plyne, ze C(C) € A.
Je-li X ndhodn4 veli¢ina s hodnotami v C|0, 1], jsou trajektorie t — X;(w) ziejmé spojité. Méfitelnost
zobrazeni X; : 2 — R plyne z méfitelnosti slozeného zobrazeni spojitého zobrazeni 7; a méfitelného
zobrazeni X. Je totiz X; = m 0 X. ]

Nyni zbyva vysetiit existenci stochastického procesu se zadanymi koneénérozmérnymi rozdélenimi. K
tomu potiebujeme definovat konsistentni systém koneé¢nérozmérnych rozdéleni.

1.24. Definice. Bud P ={P,  ; ,n € N0 <t <--- <t, < oo} systém konecnérozmérnych rozdélen{
na realném prostoru. Tento systém nazveme konsistentnim pokud

P, By X+ X Bg_y X Byy1 X -+ X By) =Py, 4, (By X -+ X B3 X RX Byq X -+ X By,)

pro vSechna n, vSechna 0 <t} < --- < t, < 0o a vSechny borelovské mnoziny B;.

tn

Ly lh—1,tk+1 7-~~7tn(

1.25. Véta (Daniellova-Kolmogorovova, Kolmogorovova konsistenéni). Je-li systém konecénérozmérnijch
rozdéleni P (na redlném prostoru) konsistentni, pak existuje na stochasticky proces, jehoz konecnérozmeérnd
rozdelent jsou dana systémem P.

4.10.2011

Nasim dalsim cilem je najit postacujici podminku k tomu, aby existovala spojita modifikace stochas-
tického procesu, jehoz existenci zarucuje Kolmogorovova konsistenéni véta 1.25. Pravdépodobnostni miry
na prostoru spojitych funkeci (C,B(C’)) jsou tésné (pripomernite si tento pojem!), vyplati se ndm proto
znat kompaktni podmnoziny prostoru C.

1.26. Véta (Arzeldova-Ascoliova). Bud K wuzavienou podmnoZinou C. Pak K je kompaktni mnoZinou
tehdy a jen tehdy, plati-li

Jk Vo € K sup || <k
te[0,1]

Ve>030:Ve e K |s—t|<0=|os—a <e.
Neboli uzaviend mnozina K je kompaktni pravé kdyz jsou funkce x € K stejné omezené a stejné stej-
nomerne spojité.
Tuto vétu zdjemce najde v poznamkach z funkcionalni analyzy.

1.27. Lemma. Bud f redlnd funkce definovand na [0,1]. Necht existuji konstanta a > 0 a pFirozené éislo
n takové, Ze

1F((i4+1)27™) — fi27™)| <27™ ¥m >n,Vi=0,1,...,2™ — 1.
Pak pro vsechna dyadickd c¢isla ¢, d € [0,1] takovd, zZe |c — d| < 27" plati
f(e) = f(d)| < N(a)le —d|*,  kde N(a) = 2°*1(27 —1)7".

1.28. Pozndamka. Pripomenme, ze dyadicka ¢isla v intervalu [0, 1] jsou takova, kterd se daji napsat roz-

vojem
[ee]

c=Y e(i)27, (i) € {0,1},
i=0
kde jen pro nejvyse koneéné mnoho indexu i plati €(7) # 0.



Diikaz. Necht pro néjaké k > n plati |c — d| < 27%, kde ¢ a d jsou dyadicka ¢isla s rozvoji

c= iac(iﬂi, d= ied(z’)Qi.
i=0 i=0

Vezméme koneéné rozvoje ¢ a d ve tvaru ¢; = 2220 g(i)2 " a d; = Zi’:o gq(1)27" pro I > k. Jisté plati
e, — di,| € {0,27%} (nakreslete si obrazek a nezapomeiite, ze 0 < ¢ — ¢, < 27F).
Pouzitim ,,teleskopickych® souctu dostaneme

f(e) = f(ex) +Z flep) = fla)),  f(d +Z fldipr) = f(dr))
=k

procez plati odhad
1£(e) = F(d)] < [ £(e) = f(di)| + > (IF(ein) = Fle)l + [ £(dier = f(d)].
=k

Z vlastnosti dyadickych ¢&isel a jejich rozvoji plynou vztahy |cp — di| € {0,277} a | — al, |diy — di] €
{0,271V}, Z predpokladu na funkci f dostdvame pro libovolné k > n pro néz |c — d| < 27% odhad

2a+1
’(> ( ‘<2ka+222 (I4+1)a <2221a_2ka

—1
Zbyva nam zpfesnit odhad a nahradit 2*]“ hodnotou |c¢ — d|. Je-li |¢ —d| < 27" volme k tak, ze
lc —d| < 27F < 2|c — d| (presvédcte se, Ze takové k > n musi existovat!). Pak tedy 275 < 2%|c — d|* a
plati
2a+1

20 — 1

[f(e) = f(d)] < [t — s
OJ
1.29. Lemma. MnoZiny
Ky(a):={feC:|f0) <2"|f(c)—f(d)] < N(a)|c—=d|* pro vSechna dyadickd c,d € [0,1], |c—d| < 27"}
jsou kompaktni podmnoziny prostoru C.
Dukaz. Snadno ovérime, ze O
1.30. Umluva. V dalsim textu se pod pojmem stochasticky proces mini vzdy redlny stochasticky proces.

1.31. Véta. Bud X = (X;,t € 0,1]) spojity proces. Necht o >0, 8 >0 a N > 0 jsou konstanty takové,
ze
E|X, — X,|* < N[t —s|™™, Vs, t €]0,1].
Pak pro 0 < a < o™t a pro kazdé € > 0 existuje n takové, Ze P[X € K,(a)] > 1 —¢, kde
Ky(a):={x € C : |z < 2", |x. — x4| < N(a)|c—d|* pro vsechna dyadickd c,d € [0,1],|c —d| < 27"}

1.32. Véta. Budte X* = (X}t € [0,1]), k > 1 spojité procesy takové, Ze pro néjaké konstanty o > 0,
B>0aN >0 plati

E|XF — XM* < Nt —s|'"P, Vs, t€[0,1],Vk > 1
a ddle necht

sup P[|XE| > k] =0 pri k — oo.
k>1

Pak posloupnost rozdéleni Pxr na C je relativné kompaktni.

1.33. Véta (Kolmogorovova-Cencovova). Bud X = (X, t € [0,1]) takovy stochasticky proces, Ze pro
néjakd o >0, 8 >0 a N > 0 plati

E|X, — X,|* < Nt —s|'"*#, Vs, t €[0,1].
Pak existuje spojity proces Y = (Y, t € [0,1]) takovy, Ze Y je modifikaci X .
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1.2. Wienertv proces.

1.34. Definice. Stochasticky proces X = (X, ¢ > 0) se nazyva gaussovsky, pokud vsechna jeho kone¢nérozmérna
rozdéleni jsou normalni.

Stochasticky proces X se nazyva centrovany, pokud EX; = 0 pro vSechna t € A.

Kovarianéni funkei stochastického procesu X = (X, ¢ > 0) rozumime funkci ¢(s,t) = cov(Xs, Xy),

s,t > 0.

1.35. Znaceni. Symbolem s At (sV t) budeme pro dvé redlna ¢isla znacit jejich minimum (maximum).

1.36. Definice. Wieneruv proces je spojity centrovany gaussovsky proces W = (W;, ¢ > 0) s kovarian¢ni
funkei EW, W, = s A t.

1.37. Véta. Stochasticky proces W = (Wi, t > 0) je Wieneriv, pokud
(1) mad spojité trajektorie

(iii) md nezdvislé prirustky, tedy pro kazdou volbu 0 < t1 <ty < ... jsou ndahodné veliciny Wy,,, —W,,,
1=1,2,..., nezdvislé.

(iv) pro kazdé s,t > 0 je rozdéleni Wy — W normdini s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem |t — s|.

Diikaz. Mame ovérit ¢tyti vlastnosti:

(a) spojitost trajektorif
(b) nulovost stfedni hodnoty

(c¢) normalitu koneénérozmérnych rozdéleni

(d) kovarianéni funkci
Spojitost procesu W plyne z predpokladu (i). Z predpokladu (ii) a (iv) plyne EW, = EW,+E(W,—W,) =
0.

Nezavislost prirustku spolu s jejich normalitou zarucuje sdruzené normalni rozdéleni prirustku, specialné

pro to = 0 plati

(Wi, =Wy, ,i=1,...,n) ~N,(0,%), kde ¥ = (6;;[t; — ti_1|)?j:1 je diagondlni matice.
Diky jednoduchému vztahu
(Wtu SRR th) = A(th - th R I/th - V[/tn—l>7 kde A = (ai,j)7ai,j :“éiZj

plati, ze sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (W, ..., W ) je opét normalni.
Zbyva overit cov(Wg, Wy) = s At. Je-li s <, pak cov(Ws, Wy) = var W + cov(We, W, — Wy) =s. O

1.38. Véta (Modul spojitosti). Bud W = (W, t € [0,1]) Wieneriv proces. Necht 0 < & < 1/2, pak P-s.j.
(pro skoro viechna w) existuje n > 0 takové, Ze pro s,t € [0, 1] plati

s —t] <27" = [W, — W,| < Nt —s|/?~=
a N zdvisi jen na hodnoté ¢.

veta:modspo]

1.39. Pozndmka. 7 véty 1.38 plyne, ze pro skoro vSechna w existuje n tak, ze |W;| < Nt/2=¢ pokud
t < 27" na druhou stranu pro kazdé M a kazdé t > 0 plati P(|W,| > M) > 0. Uvédomte si, pro¢ tomu
tak je a ze nejde o zadny paradox.

1.40. Veéta (Lévyho modul spojitosti). Bud W = (W,,t € [0,1]) Wieneriv proces. Pak

e—=0+  |s—t|<e

P (limsup sup |W; — W|(2elog1/e)~1/? = 1> = 1.
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1.41. Pozndmka. Ptedchozi dvé véty tikaji, ze trajektorie Wienerova procesu jsou skoro jisté lokalné
1/2 — ¢ holderovské pro libovolné € > 0, ale nejsou 1/2 hélderovské (ani lokalne).

6.10.2011

1.42. Véta. Trajektorie Wienerova procesu nemaji v Zadném bodé derivaci s.j.

Pfipomerime si pojem Diniho derivaci. Bud f néjakd funkce definovand na [0, 00). Hodnoty (uvédomte
si, Ze jsou opravdu dobre definované)

h) — h) —

nazveme horni a dolni pravi Diniho derivace funkce f v bodé t. Funkce méa v bodé ¢ derivaci zprava,
jsou-li horni a dolni pravé DIniho derivace konecné a shodné.

Diikaz. V dukazu ukézeme, ze mnozina trajektorii, které maji na intervalu [0, 1) derivaci alespon v jednom
bodé je obsazena v mnoziné miry nula.

Bud W = (W;,t € [0,1)) Wieneriv proces na [0,1). Trajektorie W (w) miiZe mit v bodé ¢ derivaci
pouze tehdy, pokud —oo < Dy () (t) < Djv(w) (t) < oo. Trajektorie W(w) tedy muze mit v néjakém
bodé derivaci pokud

35 >13k>13e€(0,1—1/k) tak, ze Yh € (0,1/k) plati [Wiip(w) — Wi(w)| < jh

Ozna¢me proto
Nie=" U ) Aw:Winlw) = Wew)| < jh}
t€[0,1—1/k) he(0,1/k)

(vSimnéte si nespocetného sjednoceni v definici N; ) a zfejmeé
N = {w 13t €[0,1) : —00 < Dy (t) < Dy (1) < oo} - JU N

Postaci tedy ukazat, Ze pro kazdou Nj, existuje mnozina Nﬁk miry nula takova, ze N;; C N Jok

Bud w € N;;. Existuje tedy ngjaké s € [0,1 — 1/k) takové, ze |Wyyp(w) — Wi(w)| < jh pro vSechna
h < 1/k. Uvazujme délenf {i/n,i = 0,1,...,n — 1} intervalu [0, 1) pro jakékoliv n > 4k. Bud i takové
¢islo, ze (i — 1)/n <t <i/n (nakreslete si obrézek).Pak jisté plati, ze (i + 3)/n —t < 1/k a proto

37

|Z1(@)] = Wisny/n(@) = Wipn(W)] < Wiy (@) = We(@)] + [Wign(w) = Wilw)] < =
5j
| Za(w)| = [Wiisaym(w) = Wiy m ()| < [Wiigaym(w) — Wi(w)] + [Wiignym(w) — Wi(w)] < -
7j
|Z5(W)] = [Wiiraym(w) = Wiy m (@)] < [Wiirgyn(w) = We(@)] + [Wiirzym(w) = Walw)] < =

Vyuzijme faktu, ze Z; jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli¢iny (maji N(0, 1/n) rozdéleni), plati
P(|Z)| < a) < v/na (hustota N(0,1/n) je shora omezend /n/2) a proto
3
P(1Zi| < 2L+ 1)j/n, 1=1,2,3) = [[P(124] < (2l +1)j/n) < n®/
1=1

10552
n3

Oznacime-li pro n > 4k (méfitelnou!) mnozinu M;,, = {w : |Wiipy/m(w) — Wiy m(w)] < (20 +
1)j/n, l =1,2,3}, pak
n—1 oo n—1
Nix C | Miw V0 =4k = Ny Nj, = () | Mim

=0 n=4k 1=0
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Protoze viak P('") M;,) < 3200 P(M;,,) < ni%L — 105530 ~Y/2 plat{

13/2
oo n—1 n—1
0 — . — 1 . —
P(NY,) =P ( N U Mw) = lim P (U Mm> =0
n=dk i=0 i=0
0
1.43. Znaceni. Pro interval [0,¢] oznacime A; = {0 = t; < t; < -+ < tq = t} néjaké déleni tohoto
intervalu a ||A¢|| = max |t; — t;_1] jeho normu.
Pro stochasticky proces X = (Xy,t € [0,77]), ¢as t < T a déleni A; oznaéme
d
Vﬁt (X) = Z ‘Xti B th‘71 ‘p'
i=1

1.44. Definice. Bud X = (Xt ) stochasticky proces. Kvadratickou variaci procesu X nazveme
stochasticky proces (X) = ((X),t ). takovy, ze pro kazdé ¢ > 0 a pro libovolnou posloupnost déleni
{A}'} intervalu [0, t] spliujici ||A}|| — 0 plati

p-lim V3, (X) = (X)i, meboli  P[[VR,(X) = (X),| > ¢] = 0 Ve > 0.

>0
>0

Soucdsti definice je ocividné existence pozZadované limity v pravdépodobnosti.

1.45. Véta. Bud W Wieneriv proces. Pak (W), =t skoro jiste.

Diikaz. Bud A? libovolnd posloupnost déleni intervalu [0,¢], jehoz norma jde k nule. Z normality a
nezavislosti prirustkii Wienerova procesu plyne
2

E Z (Wtz B Wti71>2 —t = var Z (Wtz B Wti71>2 = Z V&T(Wti o Wti71)2

t,L'EA? trL‘EA? tiGA?
=2 ) (ti—tia)* < 2| A7.
tl‘GA?

Rovnost ve druhém tadku plyne z faktu, ze rozptyl ndhodné veliciny s x? rozdélenim je roven 2. Jelikoz
|AZ|| — 0 plyne odtud konvergence v kvadratickém sttedu (L2 normé) a tedy i v pravdépodobnosti. [

1.46. Poznamka. U spojitych funkei se jednotlivé variace urcitym zpusobem vylucuji. Mé-li funkce koneénou
a nenulovou kvadratickou variaci, pak uplna variace musi byt nekonec¢na. Z toho plyne, ze skoro vsechny
trajektorie Wienerova procesu jsou spojité funkce s nekonecnou tplnou variaci na libovolné malém inter-
valu [s,t] pro 0 < s < t.

To ma jeden neblahy dusledek. Pokud bychom uvazovali néjakou posloupnost ndhodnych veli¢in {X;}
a posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin {Z;}, kde Z; maji vesmés normované
normalni rozdéleni, pak lze snadno definovat novy proces

Posloupnost ndhodnych veli¢in {Y,,} proto spliuje Y, 11 = Y, + X, 112,11 a muze byt interpretovéna jako
vyvoj systému v case, kde X je néjaky vstupni proces a Z jsou nahodné vlivy.
Uvazujme nyn{ zjemnujici se casovy krok. Necht ¢? =27 a necht Z jsou nezdvislé ndhodné veliciny
s rozdélenfm N(0,27"). Vzhledem k tomu, Ze Zi reprezentuji pifristky Wienerova procesu na intevalu
[t t7,], asi bychom ocekavali, ze limitou
k2n k2n

Y XuZp =Y Xp(Weg, — W)
i=1 i=1

bude ,n&jaky integral typu [ X dWW.
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Potiz ovsem je, ze vyraz dW vzhledem k vlastnostem trajektorii Wienerova procesu postrada obvykly
smysl. Cesta k tomuto typu integralu bude jesté dlouha.

1.47. Pozndamka. Ma-li proces X konecnou nenulovou kvadratickou variaci (X), je proces ((X):,t > 0)
neklesajici proces, tedy proces s konecnou tplnou variaci. Jako takovy proto definuje nahodnou miru
pexyls,t] = (X): — (X)s. V pifpadé Wienerova procesu tedy jde o obvyklou Lebesgueovu miru na kladné
poloose.

Uvazujme néjakou jednoduchou funkei (po ¢astech konstantni, zleva spojitou) f(¢) definovanou na
nezapornych hodnotéch, feknéme f(s) =37 filp u,0)(5), kde 0 =ty < t; < .... Muzeme psét

/ f(s)dW,(w Z Fi(Wi (@) = Wiy (W) 4 fu(Wilw) — Wi, (w)), kde t, <t < tniy.

Vyraz vlevo je v tuto chvili jen symbol, ktery takto muzeme definovat pro kazdé t > 0 a kazdé w. Vpravo
mame funkci w, kterd je ndhodnou velicinou se zndmym rozdélenim—mnormalnim. Jde totiz o linearni
kombinaci normélné rozdélenych (dokonce nezavislych) ndhodnych veli¢in. Snadno se ovéri, ze

/de /de/f2ds—/f2

Tato posledni rovnost bude hrat v dalsim vykladu vyznamnou roli.

11.10.2011

1.3. Dynamika jevového pole a méritelnost procesiu.

1.48. Definice. Bud (2, F,P) pravdépodobnostni prostor. Filtraci na tomto prostoru rozumime systém
o-algeber {F;,t > 0} takovy, ze

(i) F¢ C F pro vsechna t > 0.

(ii) Fs C F; pro vSechna 0 < s < t.
Déle oznacime F, = o (Ut>0 E)

1.49. Definice. Stochasticky proces X = (X;,t > 0) se nazyvé
(i) meéritelny, pokud zobrazeni (w,t) — X;(w) je F ® B[0, 00) métitelné.
(ii) Fi-adaptovany, pokud pro filtraci {F;} plati, ze X; je F; méfitelnd nahodna veli¢ina pro kazdé
t>0.
(iii) Fi-progresivné méritelny, pokud pro filtraci {F;} plati, ze pro kazdé t > 0 je zobrazeni X :
2 x [0,t] — R meéfitelné vuci F; @ By, kde B; je boralovska o-algebra na intervalu [0, ¢].

1.50. Poznamka. Vsimnéme si, ze je-li proces X Fi-adaptovany, pak
E[X(|F] =X, sj.Vt >0, E[X,F]=Xs].V0<s <t

Filtrace J; tedy nese historii procesu X, jinymi slovy o-algebra JF; obsahuje veskerou informaci o tom,
co se procesu X ,,piihodilo do ¢asu t véetneé.

1.51. Definice. Bud X = (X;,t > 0) stochasticky proces. Definujme pro kazdé ¢t > 0 o-algebru F;X =
0(X,,0 < s <t). Systém {F;*} se nazyvd kanonickou filtraci procesu X.

1.52. Lemma. {F/} jue filtrace, X je F;X adaptovany. Ve skutecnosti jde o nejmensi filtraci vici niz je
proces X adaptovany.

Dukaz. Jde o snadné cviceni. O
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1.53. Pozndmka. Adaptovany proces nemusi byt meétitelny. Méritelny proces nemusi byt adaptovany.
Progresivné méritelny proces je métitelny i adaptovany.

Spojitost znamend méfitelnost i pro procesy.

1.54. Véta. Bud X zprava (nebo zleva) spojityj stochasticky proces. Pak X je méritelns.
veta:spojmer
Diikaz. Bud X zprava spojity. Nasim tikolem je tedy dokdzat, Ze
{(w,s) : Xs(w) <a} € F®B pro vechna a € R.
Definujme po castech konstantni proces
0= ) e

Diky spojitosti zprava plati X;* — X, pro vSechna ¢ > 0. Snadno ovérime, ze
{(w,s): X} w) <a} = U H{w s Xprryp—n(w) <a} x (k27" (k+1)27" ] U{w : Xo(w) < a} x {0}}
k=0

€ F®B.
Procesy X™ jsou mértitelné a X jako jejich limita téz. [

Mirnou obménou piredchoziho dukazu s predpokladem adaptovanosti procesu X dostaneme jesté lepsi
vysledek.

1.55. Véta. Bud X zprava (nebo zleva) spojityj F;-adaptovany stochasticky proces. Pak X je F; progresivné
meritelny.
Diikaz. Bud T > 0 libovolné pevné. V diikazu véty 1.54 zménme definici procest X tak, Ze

Xr(w) Xiopipp-n(w) jestlize t € (kT2 (k+1)T27"],k =0,1,...,2" — 1
w) =
! Xo(w) jestlize t = 0, nebo t > T.

Diky spojitosti zprava X} — X, pro kazdé t € [0, T] a plati

{(w,s) : X} (w) <a} = U H{w: Xgriyro—n(w) < a} x (kT27", (k+ 1)T27"] U {w : Xo(w) < a} x {0}}
e Fr® B(0,T]).

Plati jesté trochu vice.

1.56. Véta. Bud X meéritelny Fi-adaptovany proces. Pak existuje jeho F, progresivné méritelnd modifi-
kace.

Pro Wienertuv proces W si pamatujeme, ze jeho ptirustky jsou nezavislé. Je tedy také nezdvisla ndhodna
velicina W; — Wy a nahodna veli¢ina W, pro libovolnou volbu u < s < t, coz ma za dusledek nezavislost
o-algeber o(W, — W,) a FV. Pii definici Wienerova procesu jsme nepotiebovali pojem filtrace. Ted
zavedeme Wieneruv proces vazany na filtraci.

1.57. Definice. Bud {F;} néjaka filtrace. Stochasticky proces W = (W, ¢ > 0) nazveme F; Wieneruv
proces, pokud
(i) W je Wieneruv proces
(ii) W je F; adaptovany
(iii) pro kazdé 0 < s <t jsou Fy a o(W; — Wy) nezavislé o-algebry.
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1.58. Lemma. Bud W Wieneriv proces. Pak je W F}V-Wieneriv proces.

1.59. Véta. Bud W = (W, t > 0) F,-Wieneriv proces. Pak pro kazdé t > 0, n € N a libovolnd
0< hy <hy<---<h, plati:

(i) Ndhodny vektor (Wiyin, — Wi, Wign, — Wiy oo, Win, — Wy) je nezavisly na o-algebre Fy.

(ii) Proces W= (Wis — Wi, s > 0) je Fyps- Wieneruw.

veta:Wmarkov

1.60. Definice. Bud 7 : Q — [0,00]. Rekneme, 7e 7 je markovsky ¢as vzhledem k filtraci {F;} (neboli
Fi-markovsky cas), pokud plati

T<t]={weQ:7(w)<t}eF Vt>0.

1.61. Lemma. Necht a < 0 < b a necht W je F;-Wieneriv proces. Ndhodnyj ¢as 7 = inf{t > 0: W, &
(a,b)} je Fi-markovsky cas.
1.62. Znaceni. Bud X stochasticky proces a 7 ndhodny ¢as. Oznacime

¥ Xrw)(w) jeli 7(w) < oo,

! 0 je-li T(w) = 0.

1.63. Pozndamka. Uvédomme si, ze pro libovolny F;-markovsky cas 7 a libovolné ¢ > 0 je 7 At =
min{7(w),t} také F-markovsky cas

1.64. Véta. Bud W F;-Wieneriv proces a T skoro jisté konecnyj Fy-markovsky c¢as (tedy Pt < oo] = 1).
Pak procesy

W = (WT/\tyt > 0) a B= (WT—i—t — Wit > 0)
jsou nezavislé a navic proces B je Wieneruv proces.

1.65. Pozndmka. Vlastnost popsana v predchozi vété se nazyva silnd markovska vlastnost Wienerova
procesu (na rozdil od markovské vlastnosti popsané ve vété 1.59

1.66. Véta. Bud W F;-Wieneriuv proces a bud T F;-markovsky éas takovy, Ze P(T < oo) = 1. Oznacme
Flo({w: Wi (w) € B}, s >0,BeB), Flo({w: W, (w)—W,(w) € B},s>0,B€B).
Pak o-algebry ]:%VT a fg jsou nezavislé.

1.67. Véta. Bud W Wieneriv proces. Oznacme 7, = inf{t > 0: W, > a}.

(i) Necht 0 < ay < ay < -++ < a, < 0o jsou libovolné konstanty, n € N. Ndhodné veliciny Ta,, Ta, —
Tays -« Tay — Ta,_, JSOU NEZGUISIE.
(ii) Pro libovolné 0 < a < b < 0o je rozdéleni nahodné veliciny T, — 1, shodné z rozdélenim ndhodné
veliciny Tp_q.
(iii) Markovsky c¢as T, md rozdéleni s hustotou

1 a a?
1.68. Pozndamka. V dukazu predchozi véty je pro markovsky ¢as 7, vyuzita rovnost
Plra <t,W, —W,, > 0] =P[r, <t, W, — W, <0].

Tato rovnost neni zcela ziejma, je dusledkem principu reflexe. Bud 7 F,-markovsky ¢as a W bud F;-
Wieneruv proces. Definujme proces

. [ Wiw) pokud t < 7(w)
i {WT@) + (Wo(w) = Wiw) prot > 7(w).

Proces W je opét Fi-Wieneruv.
Nakreslete si obrdazek at vidite, pro¢ se mluvi o principu reflexe. Uvédomte si, Ze libovolné pevné T je také
markovsky cas a tvrzeni tedy plati i pro T na misté 7.
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2. ADAPTOVANE PROCESY, MARTINGALY A MARKOVSKE CASY

2.1. Definice. Bud {F;} néjakd filtrace a M = (M,;,t > 0) stochasticky proces. Proces M nazveme
Fi-martingal (supermatingal, submartingal), pokud je
(i) Fi-adaptovany
(ii) E|M;| < oo pro vSechna t > 0
(iii) E(M,|Fs) = My (E(My|Fs) < My, E(M,|Fs) > M) skoro jisté pro vsechna s < t.

2.2. Pozndmka. Martingal muzeme definovat i bez odkazu na filtraci s vyuzitim kanonické filtrace procesu.

2.3. Lemma. Bud W F;-Wieneriv proces. Pak
(i) W je F; martingal
(i) (W2t >0) a (exp(W;),t > 0) jsou F;-submartingaly
(iii) (W2 —t,t > 0) a (exp(W; —t/2),t > 0) jsou F;-martingaly.

13.10.2011

2.4. Lemma. (i) Bud M F;-martingal a ¢ : R — R konvezni funkce takovd, Ze E|¢(M,)] < oo pro
vSechna t > 0. Pak (¢(My),t > 0) je Fi-submartingal.

(i) Je-li M Fi-submartingal a ¢ : R — R neklesagici konvexni funkce takovd, Ze E|p(M;)| < oo pro
vSechna t > 0, pak (¢(M;),t > 0) je Fi-submartingal.

2.5. Véta. Bud M F;-martingal a bud N G,-martingal. Pak
(i) M je H¢-martingal pro kazdou filtraci {H;} takovou, Ze pro kazdé t > 0 je FM C H; C Fy.
(i) Jsou-li pro kazdét > 0 F; a G nezdvislé, pak M, N i MN jsou F;V G, = o(F; UG,) martingaly.

29.10.2010

2.6. Lemma. Bud M supermartingal takovyj, Ze EM; = ¢ pro véechna t > 0. Pak M je martingal.
2.7. Véta. Bud M zprava spojityj martingal (nezdporny submartingal).
(i) Je-lip>1 a My € L, pro vSechna t > 0, pak
P[sup |M;| > a] < a PE| M.

0<s<t
(ii) Je-lip>1 a M, € L, pro viechna t > 0, pak
» \*
E sup |M, ]’ < (—) E|M,P.
0<s<t I-p
2.1. Markovské casy a filtrace.
2.8. Definice. Filtrace {F;} se nazyva tplnd, pokud obsahuje vsechny P nulové mnoziny o-algebry F,

tedy pokud plati
N CQ, 3G € F tak, ze N C G,P(G) =0 — N € FVt > 0.

Filrace {F;} se nazyva zprava spojitd, pokud
VE >0 F = Fip =] Fin
h>0

Filtrace slpniuje obvyklé podminky (UC), je-li iplnd a zprava spojita.
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2.9. Lemma. Bud {F;} zprava spojitd filtrace, T ndhodny cas, a necht pro vsechnat > 0 plati [T < t] € F;.
Pak T je Fii-markovsky cas.

2.10. Véta. Necht X je zprava spojity F;-adaptovany proces a necht G je oteviend mnoZina. Pak 7¢, ¢as
prontho vstupu do mnoziny G spliuje T < t| € F; pro vsechna t > 0.

2.11. Dusledek. Je-li filtrace {F;} zprava spojitd, X zprava spojity Fi-adaptovany proces a G oteviend
mnozina, pak T je Fi-markouvsky cas.

2.12. Pozndmka. V predchozim dusledku neni potieba, aby proces X byl redlny, tato véta plati pro
libovolné zprava spojité procesy.

Pokud nepredpokladdame zprava spojitost filtrace, dostaneme pouze vlastnost |7 < t] € F; pro vSechna
t > 0. Takovéto ndhodné ¢asy se nazyvaji F-volitelné (optional).

2.13. Véta. Necht X je spojity Fi-adaptovany proces a necht F je uzaviend mnoZina. Pak Tp je JFi-
markovsky cas.

1.11.2010

2.14. Véta. Bud {F;} filtrace.

(i) Kazdé s € R je Fi-markovsky cas.

(i) Jsou-li T a o dva Fy-markovské c¢asy, pak také T Ao, TV o a T+ o jsou F-markovské casy.

(iii) Jsou-li 7, 7o, ... Fy-markovské casy, pak také sup,~, 7, je Fi-markovsky cas.

(iv) Jsou-li 7,7y, ... Fy-markovské casy a je-li filtrace {F;} zprava spojitd, pak také inf, >, 7, liminf, > 7,
a limsup,,~, 7, jsou Fi-markovské casy.

2.15. Definice. Bud 7 F;-markovsky cas. Definujme o-algebru uddlosti do ¢asu 7
Fr={FeF.: Fnr<t]e FVt>0}
2.16. Lemma. F, je o-algebra a F, C Fu.

2.17. Lemma. Bud 7 F;-markovsky ¢as. Pak existuje posloupnost (1) Fy-markovskijch casi takovd, Ze
Tn \(T @ T, nabyvaji jen spocetné mnoha hodnot.

2.18. Znaceni. Bud 7 ndhodny ¢as a X stochasticky proces. Oznacme X7 proces X zastaveny v case T,
tedy X7 = (X;ai, t > 0).

2.19. Véta. Bud 7 F;,-markovsky c¢as a bud X spojityy F;-adaptovany stochasticky proces. Pak je X7
spojity Fi-adaptovany stochasticky proces.
2.20. Véta. Bud 1T Fi-markovsky ¢as a bud X spojity Fi-adaptovany stochasticky proces. Pak X, je F-
meritelna nahodna velicina
2.21. Véta. Budte o a 7 dva F;-markovské éasy. Pro A € F, plati AN[o < 7] € F,.

Specidlne, je-li o < 1, pak F, C F;.
2.22. Véta. Budte o a 7 dva Fi-markovské casy. Pak

(1) fTAg:fngT.
(i) Jevy [T < o], [T <], [T = 0] jsou v o-algebie F, N F;.

5.11.2010

2.23. Véta. Bud Z € L,(P) ndhodnd veli¢ina a necht o a 7 jsou dva Fy-markovské casy. Pak P-s.j. plati
o <1 =EZ|F,) =E(Z|Fonr)

neboli plati

E(Z|F,)(w) = E(Z|Fopr)(w) pro sv. we{w:ow)<7(w)}.
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2.24. Dusledek. Bud Z € L£,(P) ndhodnd veli¢ina a necht o a T jsou dva F;-markovské éasy. Pak
E(E(Z|f7_)|fg) - E<Z|f7'/\a) P—S.j.

2.25. Pozndmka. V nésledujici vété budeme potiebovat pojem stejné stejnomérné integrovatelnosti. Pfipomenme,
ze pro martingal (submartingal) M = (M;,0 < t) plati, ze pro libovolné koneéné pevné T plati, ze systém
nahodnych velicin M;, 0 < t < T, je stejné stejnomérné integrovatelny. Odtud plyne i potieba omezenosti
markvskych ¢asu v nasledujici véte.

2.26. Véta (Optional sampling). Bud M spojity F; martingal (submartingal) a bud’te v < 7 dva omezené
Fi markovské casy. Pak

M., M, € Ly(P) a E(M.|F,) =M, P-sj. (> jde-li o submartingal).

8.11.2010

2.27. Véta. Bud M spojity F; martingal (submartingal) a bud 7 F; markovsky cas. Pak M7 je spojity
Fi martingal (submartingal).

2.28. Véta. Bud M spojity F; martingal (submartingal) a bud'te v < 7 dva F; markovské ¢asy. Pak
E(M]|F,) =M, Vt>0, P-sj. (> jde-li o submartingal).

3. PROSTORY SPOJITYCH PROCESU A ITOUV INTEGRAL

3.1. Definice. Bud F; filtrave. Ndhodny proces X = (X;,t > 0) se nazyva F; progresivné méritelny,
pokud je pro kazdé t > 0 zobrazeni

(s,w) — Xs(w), se€0,t],weQ méritelné vaci B0, t] @ F,

neboli
{(s,w) : 0< s <tweN X (w) € B} € B[0,t] @ Fr, Vt>0,VYB e B.

3.2. Poznamka. Kazdy progresivné métitelny proces je adaptovany i métitelny. Opacna implikace obecné
neplati. Postacujici podminkou pro obraceni implikace je napiiklad spojitost zprava trajektorii.

3.3. Véta. Zprava spojity F; adaptovany proces X je F; progresivné meritelny.

3.4. Pozndmka. Pochopitelnym a trividlnim dusledkem predeslé véty je fakt, ze kazdy zprava (zleva)
spojity proces je métitelny. Coz se ale da dokazat i jinymi prostredky:.
3.5. Véta. Bud X meéritelny a F; adaptovany] proces. Pak existuje modifikace procesu X, kterd je F,

progresivne meritelnd.

3.6. Véta. Bud X F; progresivné méritelny proces a 7 bud F; markovsky cas. Pak X, je F. méritelnd
ndhodnad velicina a zastaveny proces X7 je JF; progresivné meritelny).

12.11.2010

3.7. Znaceni. Oznacme My (F;) prostor spojitych F; martingala M = (M,;,t > 0) s konetnym druhym
momentem.

3.8. Definice. Na M definujme

m(M,N) =Y 27*[1 AE(M, — N;,)’]

1/2

Uvazujeme-li martingaly pouze na omezeném ¢asovém intervalu [0, 7], T < oo, (oznac¢me My (F, [0,77),
tedy M = (M,,t € [0,T], pak definujme

mp(M, N) = [B(My — Np)2]'2.
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3.9. Znaceni. Bude-li zfejmé, Ze uvazujeme martingaly na omezeném intervalu, budeme vynechavat 7" ve
znaceni m i M. Bude-li ztejma filtrace, pripadné bude-li filtrace u vsech uvazovanych martingalu stejna,
nebudeme ji ve znaceni uvadét.

3.10. Lemma. Na prostoru My je m metrikou. Na prostoru My([0,T]) je mq metrikou.

3.11. Pozndmka. Bud (M™) C My a bud M € M. Plat{
m(M", M) — 0 < E(M] — M)? = 0Vk € N,
Diky Doobové nerovnosti tak dostavame, ze
E sup (M — M,)*> = 0 Vk € N,

0<t<k
protoze M™ — M € M, (ovéite!).

3.12. Véta. Necht (F;) je tplnd filtrace. Pak My(F;) s metrikou m je tiplni metricky prostor.

3.13. Pozndmka. Uplnost filtrace (F:) zarucuje, ze kazdd modifikace F; adaptovaného procesu je také F;
adaptovana.

3.14. Definice. Proces A = (A;,t > 0) nazveme rostoucim procesem, pokud je adaptovany, jeho trajek-
torie jsou koneéné, zprava spojité a rostouci pro s.v. w. Tento prostor oznacime A1 (F;).

Proces A = (A;,t > 0) nazveme procesem s koneénou variaci, pokud je adaptovany, jeho trajektorie
jsou konecné, zprava spojité a maji kone¢nou variaci pro s.v. w. Prostor F; adaptovanych procesu s
konecénou variaci oznac¢ime A(Fy).

3.15. Véta. Bud M = (M;,t > 0) spojity martingal. Pak M € A, prdvé kdyz M je konstantni s.j.

15.11.2010

3.16. Véta. Bud M = (M;,t > 0) omezeny spojity F; martingal. Pak existuje jeho kvadratickd variace
(M) = ((M),t > 0) coz je spojity rostouci proces a plati pro néj
<M>t = Plim Z (Mti+1 - Mti)Q
t;€EAp

pro libovolnou posloupnost déleni A,, = {0 =1ty < --- <ty =t} takovou, Ze |A,| = max;{t;s1 —t;} — 0
P M — 0Q.

Plati, Ze proces M? — (M) je spojity martingal.

Proces (M) je jeding v tom smyslu, Ze pro libovolny jing spojity rostouci proces A, Ag = 0 plati
At = <]\4>1¢L 8]

3.17. Definice. Bud'te X a Y procesy s kone¢nou kvadratickou variaci. Proces s kone¢nou variaci

(X.¥) = (X +Y) — (X V)

nazveme kovariaci procesu X a Y.

3.18. Pozndmka. Vsimnéme si, ze kovariace je symetricka bilinearni forma na prostoru procesu s konecnou
kvadratickou variaci.

3.19. Véta. Bud'te M a N spojité omezené F;, martingaly. Pak proces (X,Y) je jedingm procesem (aZ
na modifikaci) s konecnou variaci a startujici v nule takovy, Ze proces XY — (X,Y) je spojitym F;
martingalem.

3.20. Véta. Bud M spojityj omezensj F; martingal a 7 bud F, markovsky éas. Pak

(MT) = (M)" = ((M)pt,t > 0).

19.11.2010
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3.21. Definice. Bud F; filtrace a {0 = ¢, < t; < --- < t, = T} délen{ intervalu [0,7] (nezavislé na
w). Bud (&,7 =0,1,...,n— 1) posloupnost ndhodnych veli¢in takovych, ze &; je F;, méfitelna ndhodna
veli¢ina pro vSechna j. Stochasticky proces G = (Gy,t € [0, T]) nazveme F; jednoduchym stochastickym
procesem (na intervalu [0, 77), pokud

n—1
Gy = &Ly (1) + D &Lty 4,,11(8)-
=0

Piimou analogii je i definice jednoduchého procesu na intervalu [0, c0). Musi platit, ze ztizeni takového
jednoduchého procesu na libovolny koneény interval je opét jednoduchy proces na tomto konecném in-
tervalu.

3.22. Znaceni. Mnozinu F; jednoduchych procesu na intervalu [0, 7] oznacime J(F, [0,7]). V pripadé,
ze nebude moci dojit k omylu, vynechdme argumenty a piSeme jednoduse J.

3.23. Definice. Bud W = (W,,t € [0,T]) F; Wieneruv proces. Bud G € J(F;,[0,T]). Ozna¢me pro
te[0,T), tr <t < tpn
t k—1
/ GdW = Zgj(Wtj+1 - VVt]) + §k<Wt - Wtk>
0

§=0
a tento proces nazveme Itéovym stochastickym integralem jednoduchého procesu G (na intervalu [0, T7).
3.24. Pozndmka. Proces [ G dW = <f0t GdW.t € [0, T]) je zfejmé spojity F; adaptovany proces zacinajici
v nule. Zobrazen{ G — [ G dW je linedrni zobrazen{ na prostoru jednoduchych procesu.

3.25. Poznamka. Rozsiteni predchozi definice na nekoneény interval [0, 0o) je snadné pomoci jednoduchych
procest na intervalu [0, 00).

3.26. Véta. Je-li G € J a |¢| < ¢j < oo pro vSechna j, pak [ G dW € Ma.

3.27. Pozndmka. Vysledkem Itoova integralu je martingal. Je-li G deterministicky proces, neni tézké
oveérit, ze f G dW je gaussovsky proces a jeho momenty jsou urc¢eny nasledujici vétou.

3.28. Véta. Bud W F, Wieneruv proces a G € J(F;) a EE < oo pro viechna j. Pak [ G dW € My(F;)

a plati
t t 2 t
E/GdW:O, E(/GdW) :E/ szs
0 0 0

3.29. Poznamka. V predeslé vété jsme narazili na dulezity vztah. Mame-li dva jednoduché procesy G, H €
Ja(Ft), pak

t t 2 t t 2 t
/GdW—/ Hdw :E(/ GdW—/HdW) :E/(G—H)“’ds=IIG—HHZ(F@A)-
0 0 L2(P) 0 0 0

Tento vztah, [toova isometrie pro jednoduché procesy, predstavuje zakladni kamen pro konstrukei Itoova
stochastického integralu.

3.30. Znaceni. Oznacme
t
Lo(F) ={X = (X;,t > 0) : X je F; progr. méfit. 7E/ X?ds < ooVt > 0}.
0

Budeme-li uvazovat pouze koneény interval [0, T'| pouzijeme nékdy znaceni Lo (F, [0, 7), pokud by mohlo
dojit k zameéné.

Prostor jednoduchych procesu s uvedenou vlastnosti oznacime J,. Neni tézké si uvédomit, ze se jedna
o ty jednoduché procesy, pro néz Eéjg- < 00 pro vSechna j.

Samoziejmeé plati Jo C Lo.
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3.31. Definice. Na prostoru L, definujme metriku

I(X,Y) = i 27k [1 A E/Ok(X —Y)? ds]

a podobné na prostoru Lo([0,7]) definujme

1/2

T
lT:E/ (X —Y)?ds.
0

Podobné jako u metriky m na prostoru M, i zde vynechame index 7', bude-li jasné, o jaky ptipad se
jedna.

3.32. Pozndmka. Ve svétle predchoziho vidime, ze pro jednoduché procesy G, H € J, a jejich integrély
[ GdAW, [ HdW € M, plati Itéova isometrie

(G, H) :m</GdW,/HdW).

Tuto isometrii preneseme na prostor Ly a zkonstruujeme Itouv stochasticky integral.
Podstatna je nasledujici véta.

3.33. Véta. Prostor Jo(F;) je v metrice | hustym podprostorem prostoru Lo (F).

22.11.2010

3.34. Definice. Itdovym stochastickym integralem [ X dW procesu X € Ly rozumime Ly limitu po-
sloupnosti [ G™dW, kde (G",n € N) C J; je posloupnost jednoduchych procesu takova, ze [(G™, X) — 0
pii n — oo.

3.35. Poznamka. V predchozi definici nezalezi na volbé posloupnosti (G™). Uvédomme si, Ze posloupnost
martingaltt ([ G dW) je cauchyovska v metrice m v prostoru M a existence limity (oznacované [ X dW,
ackoliv musime mit na paméti, ze jednoznacnost této limity je ddna az na modifikace) plyne z tplnosti
prostoru (My, m).

3.36. Véta (Itoova isometrie v Ly). Bud X € Ly. Pak plati Itéova isometrie

t 2 t
E(/XdW) :E/ X2 ds
0 0

pro vsechna t, a podminénd Itoova isometrie
t
=FE {/ X? ds]]-"s}

E[(/SthW)QU"S

pro viechna s < t. Zde [ X dW = [} X dW — [7 X dW.
3.37. Véta (Zékladni vlastnosti Itoova integrdlu). Budte X,Y € Lo(F,) a W bud F, Wieneriv proces.

Pak
t t 2 t
E/XdW:O, E(/XdW) :E/X2ds,
0 0 0
t t t
E</XdW/YdW):E/XYds,
0 0 0

t t t
/aX+bYdW:a/XdW—|—b/YdI/I/, s.7.
0 0 0

2
3.38. Véta. Bud X € L,. Pak proces ((fOtX dW) — fot X2ds, t > 0) je martingal.
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3.39. Poznamka. Po vysloveni obecnéjsi Doobovy-Meyerovy véty vyjde najevo, ze pro kvadratickou variaci
[toova integralu plati
t
</de>t _ / X2ds.
0

29.11.2010

3.40. Véta. Bud F € Ly(F;) omezeny proces a bud v F;, markovsky ¢as takovy, Ze Fy(w) = 0 pro s < v(w)
P-s.j. Pak

Xi(w) = /0 Fy dWs(w) =0 pro s.v. {w:t <v(w)}.

3.41. Dusledek. Necht F,G € Ly(F;) jsou omezené a necht v je F, markovsky éas takovy, Ze Fy(w) =
Gs(w) pro s <v(w) P-s.j. Pak

/ot Fy dW,(w) = /Ot Gs dWs(w)pro s.v. {w : t < v(omega)}.

3.42. Cviéeni. Bud W Wieneruv proces. Pak

t
1
/ W, dW, = 5(Wt2 —1) 8.
0

3.12.2010

4. ITOUV INTEGRAL A LOKALNI MARTINGALY

4.1. Definice (L, lokalizace). Rostouci posloupnost F; markovskych ¢ast (v,), v, < T se nazyva Lo(Fy, [0, 7))
lokalizace procesu X, pokud X1j<,,) € Lo(F;) a pokud P[J(v,, =T)] = 1.

Rostouci posloupnost F; markovskych ¢asti (1,) se nazyva Ly (F;) lokalizace procesu X, pokud X1p<,,] €
Lo(F:) a pokud Py, — oo] = 1.

4.2. Znaceni. Stejné jako drive i nyni budeme vynechavat symbol filtrace, pripadné ¢asového intervalu,
bude-li ztejmé, o jaky typ lokalizace se jedna.

4.3. Znaceni. Oznacme
Py (F,[0,7)) = {X : X F; progresivné méritelny, /]t X?ds < 00 s.j. pro s € [O,T]}.
Podobneé lze zavést Py(Fy, [0,00)). Znaceni Py se Fidi stejn}'/fni umluvami jako znaceni L.
4.4. Lemma. Pro X € Py(F;,[0,T)) definugme
T, = inf{s : /SXi du >n nebo s > T}.
Pak (1) je Ly lokalizaci procesu X . 0

4.5. Lemma. Bud X € Py a bud (v,) Ly lokalizacni posloupnost tohoto procesu. Je-li

t
Mtn:/ Xul[ugun] dVVu
0

stochastickym integrdlem (Ly) procesu Xylp<y,], pak pro kazZdét an > m plati
M =M™ pro s.v. w € {w:t <v,(w)}.
4.6. Lemma. FEzistuje spojity proces Z = (Z;,t € [0,T)) takovy, Ze
P|Z, = nll_{lolo M| =1 pro viechna t € [0,T],

kde M = [} X, 1ju<y,) dW,.



4.7. Lemma. Necht (v,) a (1) jsou Ly lokalizacni posloupnosti pro X € Py.Pak plati
t t

s pravdépodobnosti 1 pro vsechna t € [0, T).
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