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Abstrakt: V článku je představena hloubka dat jako zobecněńı pojmu uspo-
řádáńı pro účely mnohorozměrné statistické analýzy. Pro náhodné vektory
jsou zopakovány hlavńı typy hloubek spolu s jejich vlastnostmi, výhodami
i nevýhodami. V druhé části článku jsou diskutovány dvě alternativńı definice
hloubky, které umožňuj́ı oproti běžným hloubkám zvýraznit lokálńı vlastnosti
rozděleńı.

Abstract: The data depth is introduced as a generalization of ranking to be
used in the multivariate statistical analysis. The most common definitions of
depth are recalled together with their properties and both advantages and
disadvantages. I the second part of the paper two alternative definitions of
depth are discussed. These definitions allow to emphasize, in contrast to most
usual depths, the local behaviour of the underlying distribution.

1 Kvantil a problém uspořádáńı

Ve statistické analýze se občas objev́ı chv́ıle, kdy potřebujeme hovořit o oblas-
ti spolehlivosti, predikčńı oblasti, kritické oblasti. V jednorozměrném př́ıpa-
dě si obvykle můžeme pomoci kvantily, ve většině př́ıpad̊u nejde o složitý
problém. Nemuśıme ale dlouho vzpomı́nat, abychom si uvědomili, že kvan-
til tak jak jej známe je pojem úzce vázaný na jednorozměrnou náhodnou
veličinu. Většina z nás bude velmi váhat s definićı kvantilu pro dvou- a v́ıce-
rozměrná rozděleńı. Jednou z výjimek je mnohorozměrné normálńı rozděleńı,
kde existuj́ı přirozeně definované elipsoidy (definované pomoćı středńı hod-
noty a variančńı matice), které plně uspokoj́ı naše požadavky na uvedené
oblasti spolehlivosti. Jak se ale obej́ıt bez předpokladu normality? V tomto
článku budeme hledat nějaký vhodný neparametrický př́ıstup k pojmu kvan-
til ve v́ıce rozměrech. Napřed si ale připomeňme, co v́ıme o jednorozměrných
kvantilech a mohlo by při našem hledáńı být užitečné.

Pro jednorozměrnou náhodnou veličinu X je kvantil definován r̊uznými
zp̊usoby. Nejčastěji tak, že hodnoty náhodné veličiny kvantil qα rozděluje na
menš́ı a vetš́ı; přitom plat́ı zároveň

P [X ≤ qα] ≥ α, P [X ≥ qα] ≥ −α,

a hodnota α ∈ [0, 1] je předem pevně zvolená. Kvantil v R
p muśı být p-roz-

měrný vektor. Zde je jádro problémů pro náhodné vektory—v prostoru R
p

neńı přirozené lineárńı uspořádáńı. My ale muśıme být schopni porovnat
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Obrázek 1: Inspirace krabicovým diagramem.

každé dvě hodnoty náhodného vektoru, každé dva vektory, jinak neńı možné
definovat oblast spolehlivosti analogicky jednorozměrnému př́ıpadu.

Pro jednorozměrnou náhodnou veličinu existuje nástroj, který nám může
být inspiraćı i pro náhodné vektory. Pod́ıvejme se na známý krabicový dia-
gram, jednoduchý obrázek patř́ıćı do obyčejné popisné statistiky. V něm po-
moćı jednorozměrných kvantil̊u zobraźıme podstatnou informaci o rozděleńı.
Zaujme nás prostředńı bod, medián, vnitřńı krabička, ohraničená dolńım
a horńım kvartilem, a tykadla—vousy, ukazuj́ıćı k nejvyšš́ı a nejnižš́ı hod-
notě1. Náš zrak je zde veden nejenom zleva doprava, od malých hodnot
k větš́ım, ale sṕı̌s zprostřed ke kraj̊um, od středových hodnot ke vněǰśım.
Každé dvě hodnoty tak mohou být porovnány s ohledem na vzdálenost od
středu, přičemž pojem vzdálenosti je pevně svázán s rozděleńım; v jedno-
rozměrném př́ıpadě je př́ımo definován pomoćı kvantil̊u.

Zde se potkávaj́ı dva koncepty. Na jedné straně je to mı́ra odlehlosti od
středu2. Na druhé straně to je naopak určitá obklopenost ostatńımi hodnotami
náhodné veličiny. Pro medián je polovina realizaćı náhodné veličiny větš́ıch
a polovina menš́ıch, je tedy uprostřed, nebo hluboko v rozděleńı. Pro dolńı
kvartil jen čtvrtina realizaćı náhodné veličiny je menš́ıch, je tedy z této strany
mnohem méně obklopen rozděleńım než medián, je méně hluboko.

Takto se budeme d́ıvat i na mnohorozměrné náhodné vektory. Každá hod-
nota může být s jinou porovnána s ohledem na odlehlost od středu. Budeme
proto posuzovat, jak hluboko se určitý bod nacháźı v daném rozděleńı. Ne-
boli zkoumáme, jak je bod ve výběrovém prostoru obklopen ostatńımi body
s ohledem na pravděpodobnostńı rozděleńı. Tomuto konceptu budeme ř́ıkat
hloubka, hloubka dat3. Funkce, které bod̊um ve výběrovém prostoru přǐrazuj́ı
jejich hloubku, nazveme hloubky, př́ıpadně hloubkové funkce. Takových funkćı
je jistě celá řada. V př́ıspěvku nejprve pohlédneme na hloubku trochu z nad-
hledu, ujasńıme si č́ım jsou hloubkové funkce inspirovány, jak se daj́ı tř́ıdit do
skupin, jaké jsou jejich žádoućı a nežádoućı vlastnosti. Také si představ́ıme
několik známých i méně známých hloublových funkćı i s jejich základńımi
výhodami a nevýhodami. Ve druhé části článku se budeme věnovat dvěma
koncept̊um hloubky, které v současnosti podrobněji zkoumáme.

1Obvykle se usekávaj́ı v určité vzdálenosti od krabičky, ale to každý dobře zná
2V angličtině se většinou použ́ıvá výraz outlyingness
3Anglický termı́n je depth, data depth O hloubce dat hovoř́ıme proto, že p̊uvodně tento

koncept vyšel z popisné statistiky a byl aplikován na náhodné výběry.
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2 Kvantil v ř́ı̌si v́ıce rozměr̊u

Již jsme uvedli, že pro dvou- a v́ıcerozměrné náhodné vektory mı́sto uspořádá-
ńı hodnot podle velikosti užijeme lineárńı kvaziuspořádáńı podle odlehlosti4.
Formálně postupujeme takto. Označme P soubor všech pravděpodobnostńıch
rozděleńı na prostoru R

p.

Definice 1. Hloubkovou funkćı rozumı́me zobrazeńı H : P × R
p → R

+.
Bod x ∈ R

p je pro rozděleńı P ∈ P hlubš́ı než bod y ∈ R
p, pokud H(P, x) ≥

H(P, y). Bod d ∈ R
p je pro rozděleńı P ∈ P nejhlubš́ı, pokud H(P, d) ≥

H(P, x) pro všechna x ∈ R
p. Označme dP,H = H(P, d) hloubku nejhlubš́ıho

bodu.
Nebude-li třeba zd̊urazňovat rozděleńı P budeme psát krátce H(x) mı́sto

H(P, x) a dH mı́sto dP,H , př́ıpadně naṕı̌seme ještě stručněji pouze d.

Dva r̊uzné body mohou mı́t stejnou hloubku, proto jde o kvaziuspořádáńı
a každé dva body jsou vzájemně porovnatelné s ohledem na svou hloubku,
proto se jedná o lineárńı kvaziuspořádáńı.

Nejhlubš́ı bod budeme chápat jako mnohorozměrnou obdobu mediánu.
Nemuśı být dán jednoznačně, stejně jako nemuśı být jednoznačný medián
v jednorozměrném př́ıpadě. Dı́ky hloubce lze definovat centrálńı oblasti pro
dané rozděleńı a kvantilovou konturu.

Definice 2. Pro dané rozděleńı P a hloubkovou funkci H definujeme a hlu-
bokou oblast

RP,H(a) := {x : H(P, x) ≥ a}, 0 ≤ a ≤ dP,H .

Hranice oblasti RP,H se nazývá a-hloubkovou konturou a budeme ji značit
cP,H(a). V př́ıpadě, kdy nem̊uže doj́ıt k záměně, znač́ıme a hlubokou oblast
zkráceně R(a), a hloubkovou konturu obdobně c(a).

Jak je vidět z definice, a hluboké oblasti, 0 ≤ a ≤ dP,H jsou úrovňové
množiny hloubkové funkce H. Problematika úrovňových množin je velmi
aktuálńı tematikou současné matematiky a i my se k ńı v tomto článku
stručně vrát́ıme o něco později.

Poznámka 1. Pro jednorozměrnou náhodnou veličinu X a jej́ı rozděleńı m̊u-
žeme hloubku bodu x definovat

H(x) = 1 − 2|F (x) − 1/2|, (1)

kde F (x) je distribučńı funkce X. Hloubka mediánu X̃ je zřejmě 1 a hloubka
klesá v obou směrech od mediánu. Body se stejnou hodnotou distribučńı funkce
maj́ı stejnou hloubku a a hlubokou oblast́ı je množina

4Též můžeme ř́ıkat uspořádáńı ve smyslu vnitřńı/vněǰśı, nebo centrálńı/odlehlý, . . .
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q1−α
1−Q βα1−Q q1−β

Obrázek 2: Centrálńı oblast (vlevo) a kvantilová kontura. 0 < β < α < 1.

R(a) = {x : a/2 ≤ F (x) ≤ 1 − a/2}.

V př́ıpadě spojité a rostoućı distribučńı funkce je

c(a) = {F−1(a/2), F−1(1 − a/2)},

a zřejmě

P [R(a)] = 1 − a, pro všechna a ∈ [0, 1]. (2)

Obecně samozřejmě nemuśı platit, že pro zvolenou hloubku H je hloubka
nejhlubš́ıho bodu rovna 1 pro všechna P ∈ P. Nemuśı ani platit (a pro
většinu klasických hloubek opravdu neplat́ı) vztah (2) P [RP,H(a)] = 1 − a.
Proto je nezbytné definovat centrálńı oblasti a kvantilové kontury rozděleńı P
v hloubce H.

Definice 3. Definujme

h(1 − α) = hP,H(1 − α) = sup
{
a : P [RP,H(a)] ≥ 1 − α

}
.

Oblast QP,H(1 − α) = RP,H

(
hP,H(1 − α)

)
nazveme 1 − α centrálńı oblast́ı.

Hranici qP,H(1− α) oblasti QP,H(1− α) nazveme 1− α kvantilovou kon-
turou.

Jak je vidět z definice oblasti Q(1− α) a hodnoty h(1− α), bude k jejich
určeńı obvykle nezbytné naj́ıt všechny úrovňové množiny hloubkové funkce H
a jejich pravděpodobnosti. To pochopitelně neńı snadný úkol. Později si
ukážeme, že existuje možnost definovat specifickou hloubku tak, aby hod-
nota hloubky a pravděpodobnost a hluboké oblasti byly svázané předpisem

P [H(P,X) ≥ α] = 1 − α pro všechna α ∈ [0, 1], (3)

č́ımž se velmi usnadńı hledáńı požadovaných 1 − α centrálńıch oblast́ı.
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Obrázek 3: Je bod N hluboko? Je bod × hluboko?

Klasický jednorozměrný kvantil umožňuje vytvářet centrálńı množiny ve
tvaru interval̊u. Někdy jsou upřednostňovány úrovňové množiny hustoty,
které mohou být tvořeny sjednoceńım interval̊u. Ve vyšš́ıch rozměrech se
nám však, d́ıky bohatš́ı geometrii, otv́ırá svět rozmanitěǰśıch5 tvar̊u. Č́ım
v́ıce rozměr̊u, t́ım bohatš́ı tvary centrálńıch oblast́ı můžeme uvažovat. Přesto
se dnes hlavńı proud výzkumu v oblasti hloubky omezuje jen na hloubkové
funkce, pro něž jsou centrálńı oblasti (úrovňové množiny) konvexńı.

Je dobré si připomenout, že každá redukce informace o rozděleńı, v našem
př́ıpadě do několika centrálńıch oblast́ı, nám jiným zp̊usobem poukazuje na
podstatu náhody v uvažovaném modelu (pokusu). Každá hloubka svým zp̊u-
sobem zvýrazńı určité rysy rozděleńı, zat́ımco ostatńı vlastnosti rozděleńı
hodnotu hloubky v podstatě neovlivńı. Každá hloubka má také své výpočetńı
aspekty; jak při výpočtu teoretické hloubky bodu pro dané rozděleńı (vesměs
muśıme použ́ıvat numerické metody), tak i při výpočtu hloubky bod̊u v ná-
hodném výběru. Pod́ıvejme se na obrázek 3. Na obou obrázćıch bychom
o bodu N prohlásili, že je hluboko. Bod × je na horńım obrázku zřejmě
mimo data, co však na dolńım?

Uděláme-li si na dolńım diagramu v obrázku 3 marginálńı rozděleńı (pro-
jekce do os), bude v obou př́ıpadech bod × bĺızko mediánu. A dopadneme tak

5Mnohdy také jen těžko představitelných.
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i v př́ıpadě projekce na libovolnou př́ımku. Neńı proto možné jednoznačně
ř́ıci, zda × je či neńı hluboko. Tento př́ıklad nám ukazuje, že ponět́ı o tom,
který bod je hluboko a který neńı hluboko v rozděleńı, záviśı na tom, co od
hloubky očekáváme.

3 Tiśıc podob hloubky

Př́ıklad 1. Hloubka (1) jednorozměrné náhodné veličiny X definovaná po-
moćı distribučńı funkce FX jako H(P, x) = 1 − 2|F (x) − 1/2| pro x ∈ R

je funkćı bodu a pravděpodobnostńı mı́ry. Na druhou stranu je zřejmé, že
pravděpodobnostńı mı́ra popisuje vněǰśı prostřed́ı, jinak do definice hloub-
kové funkce nepřisṕıvá. Neměńı totǐz samotnou podstatu hloubky. Pro všechna
rozděleńı je koncept H shodný.

Motivačńı př́ıklad 1 nás navád́ı k tomu, že hloubková funkce by měla
vycházet z nějaké obecné myšlenky, přičemž konkrétńı pravděpodobnostńı
rozděleńı tento koncept neměńı. Jak by takový př́ıstup k hloubkové funkci
měl vypadat? Serfling v práci [45] navrhuje řadu žádoućıch vlastnost́ı hloubky,
potažmo hloubkové funkce.

3.1 Serfling̊uv pr̊uvodce vlastnostmi hloubky

I. Afinńı invariance hloubky. Označme A nějakou afinńı transformaci R
p.

Má platit H
(
P ◦ A,A(x)

)
= H(P, x). Hloubka nezáviśı na souřadnico-

vém systému, hloubkové a kvantilové kontury jsou afinně ekvivariantńı.

II. Maximalita ve středu. Je-li rozděleńı P v nějakém smyslu symetrické
kolem s ∈ R

p, pak H(P, s) je maximálńı. Neboli s je nejhlubš́ım bodem
pro P .

III. Přenos symetrie. Je-li rozděleńı P v nějakém smyslu symetrické kolem
s ∈ R

p, pak H(P, x) je odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem symetrické kolem s.

IV. Pokles podél paprsk̊u. Je-li s nejhlubš́ı bod pro P , pak funkce H(P, x)
je nerostoućı na všech polopř́ımkách s počátkem v s (ve směru od s).

V. Zanedbatelnost v nekonečnu. Plat́ı H(P, x) → 0 kdykoliv ‖x‖ → ∞.

VI. Spojitost v prostoru. Zobrazeńı x 7→ H(P, x) je spojité, nebo shora po-
lospojité. Dı́ky této vlastnosti jsou úrovňové množiny H a tedy i a hlu-
boké oblasti a 1 − α centrálńı oblasti uzavřené.

VII. Spojitost na rozděleńıch. Zobrazeńı P 7→ D(P, x) je spojité vzhledem
ke slabé konvergenci měr.

VIII. Kvazikonkavita. Úrovňové množiny (a hloubkové oblasti, 1−α centrálńı
oblasti) jsou konkávńı.
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Uvedeným vlastnostem se budeme v článku pr̊uběžně věnovat. V tuto
chv́ıli se pozastav́ıme jen u požadavk̊u na symetrii. V bodech II a III se hovoř́ı
o symetrii v nějakém smyslu, jejich splněńı je proto závislé na formě uvažované
symetrie6. V bodě III je dobré specifikovat, jak se symetrie rozděleńı P má
přenést na (a na jakou) symetrii hloubové funkce H.

3.2 Račte si vybrat . . .

Na př́ıkladech známých i méně známých hloubek si ukážeme si, že v jed-
notlivých definićıch lze vysledovat několik základńıch př́ıstup̊u k mnoho-
rozměrným rozděleńım, na kterých jsou hloubkové funkce založené. Kromě
definice a některých základńıch vlastnost́ı se pokuśıme alespoň trochu pohled7

na silné a slabé stránky studované hloubky.

3.2.1 Poloprostorová hloubka Sluš́ı se zač́ıt nejklasičtěǰśı ze všech hlou-
bek (matkou hloubek). Jde o koncept, který představil ve svém článku [47]
John Tukey v roce 1975.

Definice 4. Bud’ P rozděleńı na R
p. Definujme poloprostorovou hloubku8

bodu x jako

H(P, x) = inf{P (D) : D je uzavřený poloprostor , x ∈ D}. (4)

Zřejmě stač́ı uvažovat poloprostory, pro něž je x na hranici.

Tato definice je docela názorná. Jde o poměrně jednoduché zobecněńı
kvantilu. V jednorozměrném př́ıpadě máme pouhé dva směry; hodnoty větš́ı
než x a hodnoty menš́ı než x. V mnohorozměrném př́ıpadě je směr̊u pocho-
pitelně nespočetně.

V dvourozměrném prostoru lze poloprostorovou hloubku názorně defino-
vat také pomoćı projekćı na př́ımku. Každá př́ımka p procházej́ıćı bodem x
je t́ımto bodem rozdělena na dvě polopř́ımky p1 a p2. Označme Pp rozděleńı
vzniklé projekćı pravděpodobnostńı mı́ry P na př́ımku p. Hloubka bodu x je
v tomto př́ıpadě

H(P, x) = inf
{
min{Pp(p1), Pp(p2)} : p je př́ımka, x ∈ p

}
9.

Je zřejmé, že v této definici nijak nezohledňujeme vzdálenosti ostatńıch
bod̊u od x a svým zp̊usobem ani jejich polohu v̊uči x. T́ım se někdy zbytečně
ochuzujeme o d̊uležitou informaci. Najdeme-li totiž poloprostor D takový,

6Symetríı lze uvažovat celou řadu; může j́ıt o klasickou středovou symetrii, osovou sy-
metrii, středově-angulárńı symetrii, eliptickou symetrii, ale třeba i o symetrii v̊uči otáčeńı
atd.

7značně subjektivńı
8Anglicky halfspace depth
9Čtenář si může sám domyslet, co by nastalo, kdyby mı́sto všech př́ımek obsahuj́ıćıch

x uvažoval pro každý bod jen dvě př́ımky rovnoběžné s osami.
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Obrázek 4: Hledáńı poloprostorové hloubky.
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Obrázek 5: Poloprostorová hloubka využ́ıvá jen částečně tvar nosiče rozděleńı.

že x ∈ D a P (D) je minimálńı, nev́ıme, jak vypadá rozděleńı na D. Je
rozd́ıl, je-li rozděleńı na D symetrické kolem normálového vektoru, nebo velmi
nesymetrické (viz obrázek 5).

Na druhou stranu, pro náhodný výběr (empirickou mı́ru) plat́ı, že znalost
všech kvantilových kontur charakterizuje tuto empirickou mı́ru [46].

Zaměřme se na některé základńı vlastnosti poloprostorové hloubky. Afinńı
invariance vyplývá z faktu, že poloprostor po afinńı transformaci z̊ustane po-
loprostorem. Vzájemná poloha bod̊u se tak, z pohledu definice poloprostorové
hloubky, neměńı.

Necht’ absolutně spojité rozděleńı P je středově symetrické kolem stře-
du s10, pak s je nejhlubš́ım bodem. Jakýkoliv uzavřený podprostor na jehož
hranici lež́ı s muśı mı́t pravděpodobnost 1/2, takže hloubka H(P, s) = 1/2;

10Plat́ı tedy P (s + A) = P (s − A) pro každý náhodný jev A.
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Obrázek 6: Poloprostorová hloubka klesá směrem od nejhlubš́ıho bodu a je
kvazikonkávńı.

větš́ı hloubku nemůže mı́t žádný bod pro libovolné spojité rozděleńı. Pro spo-
jitá rozděleńı se souvislým nosičem lze dokázat i jednoznačnost nejhlubš́ıho
bodu. V diskrétńım př́ıpadě (speciálně pro empirické mı́ry) se může stát, že
existuje konvexńı množina nejhlubš́ıch bod̊u.

Pro středově symetrická rozděleńı plat́ı symetrie hloubky kolem středu s,
neboli

H
(
P, (s + x)

)
= H

(
P, (s − x)

)
pro všechna x ∈ R

p.

Monotonie a kvazikonkavita poloprostorové hloubky jsou také př́ımým
d̊usledkem použ́ıváńı poloprostor̊u. Na obrázku 6 je znázorněn bod x a D,
poloprostor s nejmenš́ı pravděpodobnost́ı, na jehož hranici x lež́ı. Zřejmě

max{H(P, y),H(P, z)} ≤ P (D′) ≤ P (D) = H(P, x) ≤ 1/2

a pro spojitá rozděleńı se souvislým nosičem dokonce plat́ı ostré nerovnosti

H(P, x) > 0 ⇒ max{H(P, y),H(P, z)} < H(P, x).

T́ım jsme dokázali pokles hloubky podél polopř́ımek s počátkem v nej-
hlubš́ım bodě. Podobné úvahy pomohou i k d̊ukazu konvexity centrálńıch
oblast́ı.

Poloprosotrová hloubka splňuje daľśı z požadovaných vlastnost́ı, konzis-
tenci. Označ́ıme-li H(Pn, x) hloubku bodu x vzhledem k empirické mı́̌re Pn,
plat́ı H(Pn, x) → H(P, x) skoro jistě. Čtenáře odkazujeme na klasický člá-
nek [11], d́ıky kterému se poloprostorová hloubka stala velice populárńı.
V uvedené práci je diskutována také robustnost poloprostorové hloubky a dal-
š́ı zaj́ımavé pokročilé vlastnosti.

Velkou nevýhodou poloprostorové hloubky z̊ustává jej́ı výpočetńı nároč-
nost. I poč́ıtáńı hloubky byt’ jen jediného bodu je s rostoućı dimenźı a s ros-
toućım počtem pozorováńı časově velmi náročné. Nejčastěji použ́ıvané algo-
ritmy vyvinul Rousseeuw se spolupracovńıky [42, 43].
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Obrázek 7: Náhodné simplexy v R
2 a simplexová hloubka.

Na druhou stranu zaj́ımavé rozš́ı̌reńı poloprostorové hloubky přináš́ı re-
gresńı hloubka. Mı́sto hloubky bod̊u je definována (poloprostorová) hloubka
regresńı př́ımky a t́ım i nejhlubš́ı regrese spolu s centrálńımi oblastmi re-
gresńıch př́ımek. Jde o zaj́ımavý alternativńı robustńı př́ıstup k regresńım
úlohám. Detailńı rozbor regresńı hloubky lze nalézt v článku [44].

3.2.2 Simplexová hloubka Tato hloubka se objevuje v článćıch Reginy
Y. Liu(ové) [29, 30]. Jde o hloubku, kterou můžeme zařadit do tř́ıdy hlou-
bek založených na pravděpodobnosti pokryt́ı bodu náhodnou oblast́ı určitého
tvaru. V př́ıpadě simplexové hloubky je t́ım předepsaným tvarem simplex, čili
konvexńı obal p + 1 bodu x1, . . . , xp+1 ∈ R

p.

Definice 5. Bud’ P rozděleńı na R
p. Náhodným simplexem rozumı́me útvar

vzniklý konvexńım obaleńım bod̊u Vi, i = 1, . . . p + 1, kde Vi jsou nezávislé
náhodné vektory s rozděleńım P . Definujme simplexovou hloubku11 bodu x
jako

H(P, x) = P [x ∈ S], kde S je náhodný simplex. (5)

Mı́sto simplexu můžeme brát i jiné útvary definované nezávislým výběrem
k bod̊u z rozděleńı P . Tak můžeme uvažovat náhodné koule, elipsoidy, mno-
hoúhelńıky.

Náhodné simplexy maj́ı před ostatńımi tvary zásadńı výhodu. Po afinńı
transformaci z̊ustává simplex simplexem, což např́ıklad pro koule a elipsoidy
neplat́ı. Proto hloubka založená na simplexech afinně invariantńı je, zat́ımco
ostatńı obdobné hloubky afinně invariantńı být nemuśı (a typicky nejsou).

Ačkoliv jsou hloubky založené na pravděpodobnosti pokryt́ı náhodným
útvarem, podobně jako poloprostorová hloubka, velmi názorné, jejich vlast-
nosti se tak snadno nedokazuj́ı. Asymptotické chováńı simplexové hloubky

11Anglicky simplicial depth
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Obrázek 8: Loupáńı slupek.

je shrnuto v článku [13]. Simplexová hloubka je kvazikonkávńı, konzistentńı,
afinně invariantńı, spojitá a má spoustu daľśıch vlastnost́ı.

Na druhou stranu je simplexová hloubka výpočetně velmi náročná. V te-
oretických rozděleńıch je téměř nemožné ji určit. Pro empirickou mı́ru jde
o výpočetně náročný úkol. Možná i proto je simplexová hloubka poněkud
ve st́ınu slavněǰśı a obĺıbeněǰśı poloprostorové hloubky. Přesto jej́ı vývoj ne-
ustává, jak lze zjistit např́ıklad v článku [4].

3.2.3 Konvexńı slupky Př́ısně vzato nejde o hloubku, protože neexistuje
definice pro spojitá rozděleńı, ale pouze pro výběry ze spojitých rozděleńı,
tedy pro diskrétńı rovnoměrné rozděleńı. Jak již název napov́ıdá, do hloubi
dat se vyprav́ıme skrze odstraňováńı konvexńıch obal̊u výběru12.

Definice 6. Bud’ Pn empirická mı́ra př́ıslušná náhodnému výběru X1, . . . , Xn

o rozsahu n z rozděleńı P . Konvexńı obal hloubky 1/n, označme jej C1, je
konvexńım uzávěrem extremálńıch bod̊u množiny X = {X1, . . . , Xn}. Kon-
vexńı obal hloubky k/n, 2 ≤ k ≤ n, označme jej Ck, je konvexńım uzávěrem
extremálńıch bod̊u množiny intCk−1, kde intC označuje (relativńı) vnitřek
množiny C. Definujme

H(Pn, x) = k/n ⇐⇒ x ∈ Ck \ Ck+1. (6)

Přechod na obecná diskrétńı rozděleńı, nebo na teoretické spojitá rozděle-
ńı neńı u konvexńıch slupek jasný. To je ovšem podstatná nevýhoda. Slabou
útěchou může být, že se výpočetně jedná o výrazně jednodušš́ı verzi hloubky,
než jsou simplexová hloubka a poloprostorová hloubka.

Z podstaty definice plyne, že centrálńı oblasti vymezené konvexńımi slup-
kami jsou konvexńı. Konvexńı slupky jsou také afinně ekvivariantńı. O kon-

12Odtud se vzal anglický název covex hull peeling.
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Obrázek 9: Zonoidy a jejich definuj́ıćı funkce.

zistenci se, pochopitelně, hovořit nedá. Podobně problematické je mluvit o sy-
metrii, protože náhodný výběr ze symetrického rozděleńı tvoř́ı symetrickou
empirickou mı́ru s pravděpodobnost́ı nula13.

3.2.4 Zonoidy Jde o př́ıklad hloubky, která mı́sto mediánu zobecňuje
středńı hodnotu. Zonoidy definovali Koshevoy a Mosler v článku [24].

Definice 7. Bud’ α ∈ [0, 1]. Množina

Zα(P ) = {x ∈ R
p : ∃g : R

p → [0, 1/α],EP g(X) = 1 a EP Xg(X) = x} (7)

se nazývá α zonoidem.
Zonoidová hloubka bodu x je definována

H(P, x) = inf{α : x ∈ Zα(P )} (8)

Poprvé se setkáváme s nerobustńı definićı hloubky. V definici zonoidu
předpokládáme existenci prvńıho momentu EX. Existuje-li konečná středńı
hodnota, je vždy nejhlubš́ım bodem. Neexistuje-li konečná středńı hodnota,
nelze obecně zonoidy definovat.

Pro α = 1 je zřejmě jedinou volbou g ≡ 1 s.j. a Z1 = EX. Je-li α1 <α2, pak
zjevně (viz obrázek 9) plat́ı Zα1

⊃ Zα2
. Snadno lze nahlédnout, že zonoidy

jsou konvexńı. Stač́ı použ́ıt konvexńı kombinaci ag1(x)+(1−a)g2(x) nějakých
dvou funkćı g1, g2 : R

p → [0, 1/α]. Zonoidová hloubka je tedy kvazikonkávńı
a nav́ıc, jak lze ověřit př́ımo z definice, afinně invariantńı.

Empirická zonoidová hloubka se dá poměrně rychle spoč́ıtat pro konkrétńı
bod. Je ale mnohem složitěǰśı určit vlastńı zonoid pro dané α. Algoritmus pro
dimenzi p = 2 lze naj́ıt v [14], jeho výpočetńı náročnost pro rozsah výběru n
je O(n2 log n). Pro vyšš́ı dimenze jde prakticky o nemožný úkol, stejně jako
pro teoretická rozděleńı.

Daľśı vlastnosti a aplikace zonoid̊u lze naj́ıt v článku [38] či v knize [37].

13Je samozřejmě pravda, že symetrická empirická mı́ra vede na symetrickou hloubku—
taková situace ale asi v historii lidstva nebyla pozorována
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Obrázek 10: Určováńı směr̊u a výpočet L1 hloubky.

3.2.5 L1 hloubka Výpočetńı náročnost spojená s předchoźımi definicemi
hloubky a s t́ım spojené obt́ıže s určováńım centrálńıch oblast́ı vedly k defi-
nićım nových hloubek. Ty často nesplňuj́ı úplně všechny klasické požadavky
na hloubku (viz část 3.1), ale zato jsou výpočetně mnohem snazš́ı. Jednou
z nich je L1 hloubka uvedená v článku [49]. Podobně jako v př́ıpadě polo-
prostorové hloubky nezáviśı L1 hloubka bodu x na vzdálenostech ostatńıch
bod̊u. Na rozd́ıl od poloprostorové hloubky ale záviśı na jejich vzájemném
postaveńı.

Na obrázku 10 vid́ıme postup pro určeńı empirické L1 hloubky. Formálně
L1 hloubku definujeme pomoćı délky pr̊uměrného směrového vektoru k ostat-
ńım bod̊um.

Definice 8. Pro zvolený bod x ∈ R
p určeme středńı hodnotu E(X −x)/ ‖X −

x‖. L1 hloubkou bodu x nazveme hodnotu

H(P, x) = 1 − ‖s‖, kde s = E
X − x

‖X − x‖
=

∫

Rp

u − x

‖u − x‖
P (du). (9)

Výpočet hloubky je velmi snadný. Neńı nutné pro každý bod procházet
všechny možnosti, stač́ı spoč́ıtat středńı hodnotu jednoduché transformace
náhodného vektoru. Asi nejviditelněǰśı ztrátou za tuto jednoduchost je ztráta
afinńı invariance hloubky. Po afinńı transformaci se může změnit vzájemné
postaveńı bod̊u; v tomto př́ıpadě jde o změnu úhl̊u mezi dvojicemi vektor̊u.
Daľśı, možná ještě horš́ı, vlastnost́ı L1 hloubky je fakt, že ani vně konvexńıho
uzávěru nosiče rozděleńı neńı hloubka nulová. Nulová hloubka znamená, že
s pravděpodobnost́ı jedna všechny hodnoty náhodného vektoru lež́ı v jediném
směru od uvažovaného bodu. To ale obvykle neńı možné, takže nulovou
hloubku obvykle nemá žádný bod a plat́ı pouze limitńı vztah H(x) → 0,
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Obrázek 11: Zobecněńı kvantilu na mnohorozměrný M-kvantil. Vlevo
ztrátová funkce, vpravo ukázky volby směrových funkćı pro R

2.

jestliže ‖x‖ → ∞. Velmi nevhodná je tato vlastnost pro náhodné vektory,
jejichž nosič neńı celý prostor.

Pro empirické mı́ry mohou centrálńı oblasti L1 hloubky být i nekonvexńı.
Rozd́ıl mezi centrálńı oblast́ı a jej́ım konvexńım obalem je obvykle zanedba-
telný. Proto autoři této metody doporučuj́ı použ́ıt mı́sto centrálńıch oblast́ı
jejich konvexńı obaly14.

3.2.6 M-kvantily V souvislosti s mnohorozměrnými kvantily se nab́ıźı
zobecněńı známé definice jednorozměrného kvantilu. Zaved’me funkci

̺(x) = (1 − α)I(x < 0)|x| + αI(x > 0)|x|, x ∈ R.

Hodnota qα minimalizuj́ıćı výraz E̺(X−qα) je α kvantilem rozděleńı náhodné
veličiny X15. Připomeňme, že qα neńı definováno jednoznačně, ale může j́ıt
jak o jediný bod, tak o interval.

Funkci ̺ zobecńıme do v́ıce rozměr̊u. Ćılem je źıskat jakýsi
”
nakloněný

polokužel“, obdobu funkce ̺. Mı́sto indikátor̊u I(x < 0) a I(x > 0) budeme
uvažovat směrové funkce φs(x), s ∈ R

p, ‖s‖ = 1. Funkce φs(x) je funkćı úhlu
mezi x a s.

Také vzdálenost l v R
p můžeme volit r̊uzně, nejčastěji se vyskytuj́ı L1,L2

a L∞ vzdálenosti.
Definujme α M-kvantil pro α ∈ [0, 1/2] ve směru s jako libovolnou hod-

notu qα,s minimalizuj́ıćı

qα,s(P ) = arg min
q∈Rp

EP

[
(1 − 2α)φs(X − q) + α

]
l(X − q).

Volbou α = 1/2 źıskáme mnohorozměrný medián x̃, se zmenšuj́ıćı se hod-
notou α se pro pevné s α M-kvantil vzdaluje od mediánu. Připomeňme, že
takto definovaný medián (a potažmo M-kvantily) neńı afinně ekvivariantńı.

14Jak uvid́ıme dále, s touto nucenou konvexitou se nedokážeme úplně ztotožnit. Stejně
jako s žádoućı vlastnost́ı hloubky VIII—v tom ale nejsme ojediněĺı.

15Existuje-li prvńı moment náhodné veličiny X
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Obrázek 12: Úrovňové množiny.

Na M-kvantily je navázána hloubka

H(P, x) = sup
{
α : x 6∈ {qβ,s(P ); ‖s‖ = 1, β ≥ α}, α ∈ [0, 1/2]

}
. (10)

M-kvantily se pravděpodobně poprvé objevuj́ı v práci [2]. Poté jsou roz-
v́ıjeny v článćıch [7, 3] a také u nás v př́ıspěvku [19] a v diplomové práci [17].
Velmi d̊ukladný rozbor teoretických vlastnost́ı M-kvantil̊u a obecněǰśıch
M-parametr̊u mnohorozměrných rozděleńı lze naj́ıt v článku [23].

Připomeňme, že M-kvantil je funkćı směru s a necentrality α. Praktické
pokusy ukazuj́ı, že empirické M-kvantily qα,s pro pevné s a pro α ∈ [0, 1/2]
nelež́ı na př́ımce od středu. V mnoha př́ıpadech existuj́ı dva r̊uzné směry s
a t a hodnota α takové, že empirické kvantily x̃, qα,s a qα,t lež́ı na př́ımce,
tedy kvantilová kontura m̊uže být zacyklená.

3.2.7 Množiny minimálńıch objemů Posledńı z mnoha definic hlou-
bek, které si ukážeme je založena na úrovňových množinách. Připomeňme, že
pro libovolnou funkci f : R

p → R definujeme úrovňové množiny16 funkce f

La = La(f) = {x ∈ R
p : f(x) ≥ a}, a ∈ R.

Hlavńı výhoda úrovňových množin je zřejmá. Bud’ X p-rozměrný náhodný
vektor s absolutně spojitým rozděleńım P s hustotou ψ(x). Uvažujeme-li
úrovňovou množinu La(ψ) hustoty ψ, pak plat́ı

λp(La) = min{λp(B);P (B) = P (La)},

kde λp je p-rozměrná Lebesgueova mı́ra. Proto hovoř́ıme o množinách mi-
nimálńıho objemu17 v nějaké tř́ıdě množin, v tomto př́ıpadě mezi množinami
s danou pravděpodobnost́ı.

Hloubka bodu může být definována jednoduše jako hodnota hustoty v da-
ném bodě. Je však vhodněǰśı definovat hloubku tak, aby byla v rozmeźı [0, 1].

16Anglický termı́n je level-sets
17Minimum volume sets
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Definice 9. Bud’ P absolutně spojité rozděleńı pravděpodobnost́ı s hustotou ψ.
Označme La, a ≥ 0 úrovňové množiny hustoty ψ. Definujme hloubku

H(P, x) = 1 − min{P (La);x ∈ La} = 1 − P (Lψ(x)).

Má-li rozděleńı P jeden modus (př́ıpadně v́ıce stejně velkých mod̊u, které
dohromady maj́ı pravděpodobnost 0), pak modus je nejhlubš́ım bodem a jeho
hloubka je 1. Body mimo nosič hustoty maj́ı zřejmě hloubku 0. Jak je zřejmé
i ze schematického obrázku 12, nemuśı být centrálńı množina minimálńıho
objemu ani souvislá, natož konvexńı.

Empirická verze úrovňových množin je většinou založena na vhodném
odhadu hustoty. Od vlastnost́ı těchto odhad̊u se odv́ıjej́ı i vlastnosti empirické
hloubky, zejména možná afinńı invariance a asymptotické valstnosti. Tomuto
problému byla věnována řada praćı, např́ıklad [1, 40, 35].

3.3 Dvě tváře hloubky: tř́ıděńı podle definice a podle

vlastnost́ı

Hloubková funkce může být založena na několika r̊uzných nápadech, přičemž
jsou vždy zd̊urazněny jiné globálńı a jiné lokálńı vlastnosti rozděleńı. Mezi
jednotlivými př́ıstupy k hloubce nelze zcela libovolně přecházet, jedna neńı
speciálńım př́ıpadem druhé, těžko by se hledalo zobecněńı zastřešuj́ıćı r̊uzné
př́ıstupy k hloubce. Dá se tedy ř́ıci, že při definici hloubky můžeme sledo-
vat pravděpodobnost nějakých útvar̊u s referenčńım bodem x (poloprosto-
rová hloubka), pravděpodobnost, že x je pokryto nějakou množinou (sim-
plexová hloubka), polohu x v̊uči ostatńım bod̊um (L1 hloubka, konvexńı
slupky), řešit optimalizačńı úlohu (M-kvantily), vázat hloubku př́ımo na hus-
totu v daném bodě (úrovňové množiny), nebo si vymyslet spoustu daľśıch
koncept̊u. V každé této tř́ıdě lze volit r̊uzné varianty základńı definice. Mı́sto
náhodných simplex̊u může j́ıt o náhodné elipsoidy, mı́sto poloprostor̊u o jiné
útvary (kužele, pásy, . . . ), zohlednit vzdálenost, zavést váhy.

Kromě roztř́ıděńı hloubek na základě jejich definice lze také posuzovat
jejich jednotlivé vlastnosti. Pro stejnou tř́ıdu hloubek se chováńı hloubkové
funkce může velmi lǐsit podle zvolené varianty definice. Typickým př́ıkladem
bývá afinńı invariance, méně často kvazikonkavita. Také konzistence empi-
rické hloubky se odv́ıj́ı od faktu, zda použitá definice splňuje předpoklady
některého ze stejnoměrných zákon̊u velkých č́ısel (pro asymptotickou norma-
litu pak nějaké funkcionálńı centrálńı limitńı věty), které mohou být nalezeny
např́ıklad v [12, 48].

3.4 Jaké vlastnosti má mı́t ideálńı hloubka?

Výše jsme uvedli Serfling̊uv seznam vlastnost́ı, které by měla splňovat každá
hloubka, hloubková funkce.

Začněme bodem I, afinńı invarianćı. Vzhledem k tomu, že hloubka pouka-
zuje na centrálńı oblasti a kvantilové kontury, což jsou parametry polohy mno-
horozměrného rozděleńı, je požadavek afinńı invariance přirozený. Dodejme
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ještě, že v jednorozměrném př́ıpadě jsou kvantily ekvivariantńı v̊uči ryze mo-
notónńım transformaćım (potažmo na kvantilech založená hloubka (1) je in-
variantńı). Obdoba takové vlastnosti neńı ve v́ıce rozměrech obecně možná18.

Afinńı invariance až na výjimky plat́ı pro otočeńı, překlopeńı, posunut́ı.
Problém nastává, jestliže zvolená transformace měńı r̊uzně měř́ıtko jednot-
livých os. T́ım se totiž měńı úhly mezi vektory a hloubka jej́ıž definice nějakým
zp̊usobem úhly mezi vektory zahrnuje, nemůže být v̊uči této transformaci in-
variantńı. Typickým př́ıkladem je L1 hloubka, ale i M-kvantily.

Asi největš́ım zklamáńım je skutečnost, že přirozený kandidát na mno-
horozměrný medián, hodnota minimalizuj́ıćı středńı L1 odchylku E‖X − a‖1

neńı afinně ekvivariantńı19. Proto existuj́ı r̊uzné postupy, jak definovat afinně
ekvivariantńı medián založený na minimálńı středńı L1 odchylce. Častým po-
stupem je standardizace dat, výpočet mediánu a následná zpětná transfor-
mace, viz např́ıklad [5].

Pokud tedy hloubková funkce neńı afinně invariantńı, doporučuje se zač́ıt
výpočet hloubky vhodnou standardizaćı dat20 a určeńım kvantilových kontur
pro standardizovaná data. Poté pomoćı zpětné transformace urč́ıme hloubku
a kvantilové kontury pro p̊uvodńı rozděleńı. Možných řešeńı je spousta, větši-
na je založena na takové transformaci, aby standardizovaná data měla shodný
parametr měř́ıtka pro všechna marginálńı rozděleńı a aby byla nekorelovaná.
Této problematice se věnuj́ı např́ıklad články [5, 6, 18].

Vlastnosti II a III hovoř́ı o nějaké symetrii rozděleńı kolem bodu s ∈ R
p.

Bod, kolem kterého je rozděleńı symetrické má být nejhlubš́ı. To je určitě
rozumný požadavek. Někdy ale jsme před těžkou volbou, zda bod, který neńı
bodem symetrie, ale přesto k němu má v nějakém smyslu bĺızko, má či nemá
být nejhlubš́ım bodem. Tato situace je ilustrována na obrázku 13. Obrázky
znázorňuj́ı nosiče absolutně spojitého rozděleńı, přičemž předpokládáme, že
hustota klesá stejně ve všech směrech od vyznačeného modu. V levém sloupci
vid́ıme dvě situace, kde rozděleńı neńı středově symetrické, ale přesto bychom
oba vyznačené body mohli považovat za nejhlubš́ı. V pravém sloupci obráz-
ku 13 jsou dvě středově symetrická rozděleńı pro která vyznačené body bez
váháńı označ́ıme za nejhlubš́ı.

Vlastnost IV, klesáńı podél paprsk̊u, probereme spolu s konvexitou, se
kterou částečně souviśı. Zanedbatelnost hloubky v nekonečnu, vlastnost V,
je pro rozděleńı náhodného vektoru také přirozeným požadavkem.

Z našeho hlediska je nejv́ıce diskutabilńı vlastnost VIII, kvazikonkavita
hloubky. Jedná se o velmi obĺıbenou vlastnost, která je jako pozitivńı vy-
zdvihována u nejčastěji použ́ıvaných hloubek. Je ale zřejmé, že pro úrovňové
množiny je konvexita centrálńıch oblast́ı dosažitelná jen ve speciálńıch př́ıpa-
dech. Takže diktát konvexity neńı tak úplný, jak se zdá.

18Opět se potýkáme s neexistenćı lineárńıho uspořádáńı a tedy s nemožnost́ı definovat
rozumně ryźı monotonii zobrazeńı z R

p do R.
19Afinně ekvivariantńı neńı ani, na prvńı pohled též přirozený, medián po složkách, tedy

vektor marginálńıch medián̊u.
20Což bývá vhodné afinńı vzájemně jednoznačné zobrazeńı
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Obrázek 13: Nejhlubš́ı bod a střed symetrie.

V práci [10] autoři navrhuj́ı uvažovat unimodálńı hvězdicovité rozděleńı
a nahradit konvexńı konfidenčńı množiny množinami hvězdicovitými. Při-
pomeňme, že absolutně spojité unimodálńı rozděleńı s modem v bodě 0 je
hvězdicovité kolem nuly, jestliže pro jeho hustotu f plat́ı

0 ≤ s ≤ t < ∞ ⇒ f(tx) ≤ f(sx)

pro všechny body x ∈ R
p. Množina M je hvězdicovitá v̊uči bodu x, centru

hvězdicovité množiny M , jestliže plat́ı

y ∈ M ⇒ xy ⊂ M,

kde xy znač́ı úsečku s koncovými body x a y. Autoři [10] navrhuj́ı naj́ıt nej-
vhodněǰśı tvar konfidenčńı množiny C mezi všemi hvězdicovitými množinami
se společným centrem (modem rozděleńı) a poté konstruovat centrálńı oblas-
ti zvěťsováńım a zmenšováńım optimálńı množiny C. Za zmı́nku stoj́ı, že
všechny takto zkonstruované konfidenčńı množiny maj́ı stejný tvar.

Samozřejmě nechceme zpochybňovat oprávněnost konvexńıch centrálńıch
oblast́ı. Jsou př́ıpady, kdy se jedná o nezpochybnitelnou volbu. Např́ıklad
pro mnohorozměrné normálńı rozděleńı bychom čekali, že všechny definice
hloubky povedou ke známým (a stejným) elipsoid̊um. Domńıváme se ale,
že by kvazikonkavita hloubky, tedy konvexita centrálńıch oblast́ı, měla být
požadována jen v od̊uvodněných př́ıpadech21. Na obrázku 14 je znázorněno,

21Jinak jsme sváděni k domněnce, že kvazikonkavita hloubky je pouze z nouze ctnost,
protože vycháźı u všech hloubek z hlavńıho proudu
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Obrázek 14: Konvexńı a hvězdicovitá množina.

jak nuceně konvexńı tvary centrálńıch oblast́ı mohou obsahovat zbytečně
mnoho hluchých mı́st. V určitých př́ıpadech nezbývá než uznat, že mno-
horozměrné prostory nab́ızej́ı bohatš́ı geometrii než jednorozměrný. Proto se
přidáváme k názoru, že je vhodné uvažovat bohatš́ı množinu tvar̊u, než jsou
konvexńı množiny.

Opust́ıme-li tedy požadavek konvexity centrálńıch oblast́ı, muśıme se za-
myslet zda tento požadavek nějak nahrad́ıme. DasGupta a spol. navrhuj́ı
použ́ıvat hvězdicovité množiny, tedy zachovat alespoň vlastnost IV, pokles
hloubky podél paprsk̊u (navrhuj́ı ale použ́ıt jeden tvar množiny pro všechny
centrálńı oblasti daného rozděleńı, což je hodně omezuj́ıćı požadavek vzniklý
snad z výpočetně-optimalizačńıch d̊uvod̊u). Na druhé straně stoj́ı úrovňové
množiny, které mohou mı́t zcela libovolný tvar, nemuśı být ani souvislé, ne-
muśı být dokonce ani otevřené, ani uzavřené (nesplňuj́ı tedy apriori požadav-
ky IV, VI a VIII). Z analogie k jednorozměrným kvantil̊um se přirozeným
požadavkem ukazuje souvislost centrálńıch oblast́ı, alespoň v př́ıpadech uni-
modálńıch rozděleńı22. V každém př́ıpadě pro obecná rozděleńı se nezdá být
vhodné omezovat možné tvary centrálńıch oblast́ı. Sṕı̌se je podstatné vybrat
hloubkovou funkci, která z rozděleńı zachová a zvýrazńı ty vlastnosti, které
zkoumáme23.

4 Směrové hloubky

Chceme-li rozš́ı̌rit možné tvary centrálńıch oblast́ı na hvězdicovité množiny,
muśıme se zamyslet nad definićı hloubky, která tuto vlastnost zaruč́ı. Výše
jsme uvedli, že v článku [10] se hledá optimálńı tvar hvězdicovité množiny

22Tato vlastnost je pro unimodálńı rozděleńı úrovňovými množinami pochopitelně
splněna.

23Volba metody je dost subjektivńı—to by nás nemělo ve statistice překvapovat.
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pro dané rozděleńı. Existuje však definice hloubky, která př́ımo vede na
hvězdicovité množiny a nav́ıc α centrálńı oblasti mohou mı́t pro r̊uzná α
velmi odlǐsné tvary. Jedná se o směrovou hloubku.

4.1 Směrová hloubka na př́ımkách

Ve svém článku [52] definuje Wei směrové kvantily pomoćı rozděleńı na
př́ımkách procházej́ıćıch středem.

Definice 10. Uvažujme absolutně spojité rozděleńı pravděpodobnost́ı P na R
p

a jeho hustotu f . Bud’ S mnohorozměrný medián rozděleńı P . Pro libovolnou
př́ımku l tvaru l = S + tx, t ∈ R, kde x = (x1, x2, . . . , xp) je vektor délky 1
a xp ≥ 0 (l procháźı bodem S, x směřuje na

”
sever“) definujme podmı́něnou

hustotu fl(t) na R jako hustotu podmı́něného rozděleńı reálného parametru t
za podmı́nky, že X = S + tx (X lež́ı na př́ımce l). Pro (jednorozměrné)
rozděleńı s hustotou fl najdeme α/2 kvantil qα/2(l) a 1−α/2 kvantil q1−α/2(l).
Body S + qα/2(l)x a S + q1−α/2(l)x tvoř́ı α směrové kvantily pro př́ımku l.
Množina všech směrových α kvantil̊u tvoř́ı α kvantilovou konturu.24

Všimněme si, že směrové kvantily samy o sobě nedefinuj́ı střed. Ten muśı
být dodán zvenč́ı.

Samotná definice směrových kvantil̊u, tedy pomoćı podmı́něných rozdě-
leńı na př́ımkách, je afinně invariantńı. Př́ımka z̊ustane př́ımkou a pořad́ı
bod̊u na př́ımce se bud’ zachová, nebo převrát́ı. Pro afinńı invarianci je tedy
rozhoduj́ıćı afinńı invariance navrženého středu. Wei navrhuje použ́ıt mno-
horozměrný medián, který obecně afinně invariantńı neńı, proto doporučuje
nejprve provést standardizace diskutované výše.

Směrové kvantily na př́ımce maj́ı jednu zásadńı nevýhodu. Pro jednotlivé
př́ımky je medián q1/2(·) totožný se středem S jen velmi výjimečně (v př́ıpadě
středově symetrických rozděleńı). Může se proto snadno stát, že oba kvan-
tily, qα/2(l) a q1−α/2(l) lež́ı v̊uči středu S na stejné straně př́ımky l. T́ım
docháźı k nevhodnému zacykleńı kvantilových kontur, což je jen velmi obt́ıžně
vysvětlitelný fenomén. Zejména postaveńı středu S je v tomto př́ıpadě značně
podivné.

Daľśı otázkou je, jak poč́ıtat směrové kvantily pro empirická rozděleńı.
V tomto př́ıpadě skoro všechny př́ımky neobsahuj́ı žádné pozorováńı. Pro
určeńı směrových kvantil̊u proto muśıme použ́ıt nějakou lokálńı metodu.
Nab́ıźı se nahradit kvantily na př́ımce nějakým odhadem kvantilu na okoĺı
zkoumané př́ımky. Jinou možnost́ı je nejprve odhadnout rozděleńı, např́ıklad
pomoćı jádrového odhadu hustoty, a poté spoč́ıtat směrové kvantily pro od-
had hustoty. V každém př́ıpadě na volbě metody záviśı, zda empirické směrové
kvantily budou afinně invariantńı, př́ıpadně konzistentńı.

24Autor doufá, že zde přesně vystihl význam trochu vágněji napsané definice, kterou lze
naj́ıt v p̊uvodńım článku.
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Obrázek 15: Nezacyklená a zacyklená kvantilová kontura.

Pokud nedocháźı k zacykleńı kvantilových kontur, jsou směrové centrálńı
množiny přirozeně hvězdicovité. V opačném př́ıpadě pochopitelně nikoliv.
V článku [52] autor navrhuje zacyklenou oblast přidat do centrálńı množiny,
č́ımž se odstrańı (?!) uvedený defekt a centrálńı množina je hvězdicovitá.
Střed S v každém př́ıpadě z̊ustává na hranici všech zacyklených kvantilových
kontur.

4.2 Polárńı směrové kvantily—cykly u nás nevedeme

V diplomové práci [17] se objevuje jiná definice směrového kvantilu. Tentokrát
se nebudeme d́ıvat na př́ımky procházej́ıćı středem S, ale na polopř́ımky,
kterým je S počátkem.

Definice 11. Uvažujme absolutně spojité rozděleńı pravděpodobnost́ı P na R
p

s hustotou f . Bud’ S mnohorozměrný medián rozděleńı P . Pro libovolnou po-
lopř́ımku m tvaru m = S + tx, t ≥ 0, kde ‖x‖ = 1 definujme podmı́něné
rozděleńı fm(t) jako podmı́něné rozděleńı P za podmı́nky, že X lež́ı na po-
lopř́ımce m. Pro (jednorozměrné) rozděleńı s hustotou fml najdeme 1 − α
kvantil q1−α(m). Body S + q1−α(m)x tvoř́ı 1 − α směrové kvantily pro po-
lopř́ımku m. Množina všech směrových 1−α kvantil̊u tvoř́ı 1−α kvantilovou
konturu.

Ekvivalentńı a názorněǰśı je definice polopř́ımkového kvantilu pomoćı po-
lárńıch souřadnic v̊uči středu S.

Uvažujme absolutně spojité rozděleńı pravděpodobnost́ı P na R
p s hus-

totou f . Bud’ S mnohorozměrný medián rozděleńı P . Převed’me náhodnou
veličinu X s rozděleńım P na náhodnou veličinu Z = (D,A) vyjadřuj́ıćı hy-
persférické souřadnice X v̊uči S. Konkrétně D ≥ 0 je vzdálenost X od S
a A určuje směr25 X od S. Převod do sférických souřadnic v trojrozměrném
Euklidově prostoru lze přehledně nalézt např́ıklad v [41].

25V hypersférických souřadnićıch se jedná o vektor úhl̊u φ1 ∈ [0, 2π), φi ∈ [0, π),
i = 2, . . . , p − 1.
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Obrázek 16: Polopř́ımkový směrový kvantil a jeho výpočet pomoćı polárńıch
(hypersférických) souřadnic.

Označme Q rozděleńı náhodné veličiny Z, Q je opět absolutně spojité,
a označme g hustotu Q v̊uči Lebesgueově mı́̌re. Označme dále ga hustotu
podmı́něného rozděleńı Qa vzdálenosti D při podmı́nce A = a.

Definice 12. Polárńımi kvantily rozděleńı P v̊uči středu S rozumı́me kvantily
podmı́něných rozděleńı Qa.

Polárńı α kvantil ve směru a, označený q1−α(a), je definovaný jako 1−α
kvantil jednorozměrné náhodné veličiny D za podmı́nky A = a.

Po převedeńı hypersférických souřadnic (q1−α(A), A) zpět do kartézských
dostaneme stejné kvantilové kontury jako v definici 11. Z praktických d̊uvod̊u
dáváme přednost definici 12, protože názorně ukazuje cestu k výpočtu, viz
obrázek 16.

Stejně jako v př́ıpadě př́ımkového směrového kvantilu, i polárńı směrový
kvantil je afinně ekvivariantńı, je-li afinně ekvivariantńı volba středu S. Dı́ky
polárńım souřadnićım je možné poměrně snadno poč́ıtat podmı́něné kvantily
q1−α(a) ve směru a i pro empirická rozděleńı. Tato definice př́ımo vyb́ıźı
k použit́ı regresńıch kvantil̊u, které v tomto př́ıpadě muśı být ve správném
smyslu periodické. Vı́ce o tomto př́ıstupu lze nalézt v diplomové práci [26],
př́ıpadně v tomto svazku v př́ıspěvku [27].

Centrálńı oblasti polárńıch kvantil̊u jsou z definice přirozeně hvězdicovité
v̊uči středu S.

4.3 Porovnáńı obou př́ıstup̊u

V obou př́ıpadech se směrovými kvantily spojujeme přirozeně definovanou
směrovou hloubku. Pro př́ımkové směrové kvantily ji lze pro bod x lež́ıćı na
př́ımce l = S + tz definovat jako

H(P, x) = sup{α : x ∈ [S + qα/2(l)z, S + q1−α/2(l)z]}. (11)



Výpravy do hlubin dat 119

V př́ıpadě polárńıch směrových kvantil̊u je pro bod x lež́ıćı ve směru a od
středu S hloubkou hodnota

H(P, x) = sup{α : ‖x − S‖ ≤ q1−α(a)}. (12)

Jinými slovy, bod x má hloubku H(P, x), jestliže na př́ımce (polopř́ımce)
spojuj́ıćı x a S lež́ı uvnitř každé 1 − h kvantilové kontury pro h < H(P, x).

Velkou výhodou směrových kvantil̊u je fakt, že lze př́ımo určovat 1 − α
centrálńı oblasti. To vyplývá z faktu, že z podmı́něných rozděleńı ve směrech
(na př́ımkách, nebo v polárńıch souřadnićıch) určuje obyčejné jednorozměrné
kvantily, proto oblast vymezená kvantily pro daný směr má pravděpodobnost
1 − α a d́ıky větě o úplné pravděpodobnosti má př́ıslušná centrálńı oblast
pravděpodobnost 1 − α. Pro empirickou verzi toto plat́ı samozřejmě jen
přibližně. Tato vlastnost je velmi výjimečná, u všech ostatńıch uvedených
hloubek je nutné postupovat opačně. Pro úrovňové množiny hloubkové funkce
nejprve urč́ıme pravděpodobnost, za centrálńı oblast vybereme tu úrovňovou
množinu, která má předepsanou pravděpodobnost.

V obou př́ıpadech se jedná o výpočetně poměrně jednoduché postupy.
Domńıváme se, že náš postup pomoćı polárńıch souřadnic je dokonce ná-
zorněǰśı a př́ımočarý. Jediné, nač muśıme upozornit u polárńıch kvantil̊u je
nutnost periodicity (v́ıce v [26, 27]).

Směrové kvantily jsou teoreticky afinně ekvivariantńı. V obou př́ıpadech
ale tato vlastnost záviśı na volbě středu S (viz výše). Afinńı invariance
hloubky neplat́ı pro empirické verze, nebot’ je nutné nahradit př́ımky (po-
lopř́ımky) oblastmi s nenulovou Lebesgueovou mı́rou. Zvoĺıme-li takovou
oblast pevně, nemůže být afinně ekvivariantńı. Proto lze doporučit vhod-
nou standardizaci náhodného výběru předt́ım, než přistouṕıme k vlastńımu
výpočtu hloubky.

Na polárńıch směrových kvantilech je dobře vidět, že konzistence hloubky
je spjata s konzistenćı jednotlivých odhad̊u. Konzistentńı muśı být odhad
středu, odhad regresńıch kvantil̊u a, v př́ıpadě standardizece, odhad standar-
dizačńı transformace. V článku [52] je konzistence uvedena jako zřejmá.

4.4 Voĺıme střed

Jak zvolit ten nejvhodněǰśı střed pro směrové kvantily? Wei [52] navrhuje
použ́ıt afinně ekvivariantńı verzi mnohorozměrného mediánu (minimalizuj́ı-
ćıho středńı L1 vzdálenost). V tom př́ıpadě ale potřebujeme předpokládat
existenci konečného prvńıho momentu. Nav́ıc pro nekonvexńı nosič rozděleńı
nemuśı mnohorozměrný medián být uvnitř nosiče. Ideálńı kandidát na střed
směrových kvantil̊u by ale měl být obklopen oblast́ı s nenulovou pravděpo-
dobnost́ı ve všech směrech. Z podobných d̊uvod̊u nemuśı být vhodným kan-
didátem ani nejhlubš́ı bod v poloprostorové hloubce, př́ıpadně v L1 hloubce.

Zat́ımco při použit́ı př́ımkových směrových kvantil̊u střed mimo nosič
rozděleńı vede vždy k zacykleńı (všech) kvantilových kontur26, pro polárńı

26K zacykleńı může doj́ıt i v př́ıpadě, kdy střed je uvnitř nosiče
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Obrázek 17: Polopř́ımkový směrový kvantil; střed je na hranici všech
centrálńıch oblast́ı.

směrové kvantily k zacykleńı nemůže doj́ıt ani v tomto př́ıpadě. Přesto pře-
chod k polárńım kvantil̊um neńı všespásný. Stále z̊ustává faktem, že polárńı
směrové kvantily jsou vhodné pro hvězdicovitá rozděleńı. Nemůže sice na-
stat zacykleńı kvantilové kontury, ale střed může stále být na hranici všech
centrálńıch oblast́ı. Na obrázku 17 je proto znázorněno rozděleńı na banánu,
klasický př́ıklad odhaluj́ıćı slabiny mnoha hloubek.

Světle šedá oblast neosahuje žádné hodnoty náhodné veličiny, přesto je
zahrnuta do všech centrálńıch oblast́ı. Střed je na hranici všech centrálńıch
oblast́ı (je obsažen ve všech kvanitlových konturách). Problém je zjevně ve
volbě středu27. Přitom množina na obrázku 17 hvězdicovitá je v̊uči mnoha
bod̊um (což sice neznamená, že i rozděleńı s t́ımto nosičem je hvězdicovité,
ale předpokládejme, že ano), takže by vhodným středem mohl být některý
z těchto bod̊u.

V mnoha situaćıch by se nejlépe hodil modus rozděleńı. Modus se ale
nesnadno hledá a, což je podstatněǰśı, nemuśı být jediný28.

Ve standardńıch př́ıpadech symetrických rozděleńı je vesměs jedno, kte-
rou hloubku zvoĺıme pro hledáńı středu—nejhlubš́ıho bodu. Jsou ale situace,
kdy nemůžeme ř́ıci, který střed je ten pravý. Snad by stálo za úvahu použ́ıt
pro hledáńı vhodného středu podobný postup, jaký je v článku [10] navržen
pro hledáńı vhodného tvaru hvězdicovité množiny. Vybrat střed (definuje
př́ıslušnou hloubku a kvantilové kontury) podle nějakého vhodného kritéria
pro (vybrané) centrálńı oblasti.

27Ale co dělat, když např́ıklad medián po složkách, nebo poloprostorově nejhlubš́ı bod
takto vyjde?

28Modus ovšem může také ležet na hranici nosiče, jako je tomu např́ıklad pro expo-
nenciálńı rozděleńı
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Nezbytnost dosadit zvenč́ı střed S do definice směrové hloubky může vést
ke zvýšeńı výpočetńı náročnosti. Na druhou stranu, ani při použit́ı poloprosto-
rové hloubky neńı nutné poč́ıtat hloubku všech bod̊u k určeńı nejhlubš́ıho
bodu. Mezi rychlé algoritmy výpočtu empirického nejhlubš́ıho bodu patř́ı
např́ıklad postup popsaný v článku Jǐŕıho Matouška [36].

Poznámka 2. Směrová hloubka se hod́ı zejména na rozděleńı hvězdicovitého
typu. Oproti kvazikonkávńım hloubkám dostaneme širš́ı tř́ıdu možných tvar̊u
centrálńıch množin.

Přesto v některých př́ıpadech m̊užeme potřebovat ještě flexibilněǰśı tř́ıdu
možných centrálńıch oblast́ı. Např́ıklad pro směsi rozděleńı. Nechceme-li při-
tom použ́ıvat úrovňové množiny, muśıme nějakým zp̊usobem lokalizovat ně-
kterou z klasických definic hloubek.

5 Zobecněńı poloprostorové hloubky—vážená hloubka

Původně tato hloubka vznikla při hledáńı vhodného středu pro směrovou
hloubku. Ukázalo se ale, že má některé nečekané, ale zaj́ımavé vlastnosti,
viz [20, 50, 51]. Zejména oceňujeme možnost volit mezi zvýrazněńım či po-
tlačeńım lokálńıch a globálńıch vlastnost́ı zkoumaného rozděleńı.

5.1 Definice

Nejprve definujme váhovou funkci.

Definice 13. Funkce w+ : R
p → [0,∞) taková, že w+(x) = 0 pro x ∈

{(x1, . . . xp);xp < 0} se nazývá váhová funkce hloubky. Označme dále
w−(x) = w+(−x).

Z mnoha d̊uvod̊u se vyplat́ı použ́ıvat jen rozumné váhové funkce. Na-
př́ıklad takové, že jejich hodnota záviśı na vzdálenosti podél osy xp a na
vzdálenosti x2

1 + . . . x2
p−1 od osy xp. Tedy

w+(x1, . . . , xp−1, xp) = w(x2
1 + · · · + x2

p−1, xp), (13)

což je požadavek určité silné symetrie funkce w+ okolo osy xp. Slabš́ım
požadavkem je symetrie váhové funkce hloubky

w+(x1, x2, . . . , xp−1, xp) = w+(−x1,−x2, . . . ,−xp−1, xp). (14)

Někdy je vhodné předpokládat také směrovou homogenitu váhové funkce
hloubky

w+(x1, . . . , xp−1, xp) = w+(x1, . . . , xp−1, kxp), pro všechna k > 0, (15)

př́ıpadně úhlovou homogenitu ve tvaru

w+(x1, . . . , xp−1, xp) = w+(kx1, . . . , kxp−1, kxp), pro všechna k > 0. (16)
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w+w+

w−w−

x x

y

y

Obrázek 18: Výpočet vážené hloubky bodu x minimalizaćı přes všechny orto-
normálńı transformace rozděleńı.

Nebudeme-li váhovou funkci specifikovat, budeme dále požadovat jej́ı syme-
trii, po částech spojitost a w+(0, . . . , 0, xp) ≥ m > 0 pro xp ≥ 0. Př́ıkladem
vhodné váhové funkce může být např́ıklad pásová váhová funkce

w+(x) =

{
1

∑p−1
1 x2

i ≤ h, xp ≥ 0,

0 jinak.
(17)

Pásová váhová funkce je zřejmě silně symetrická a směrově homogenńı ve
smyslu (13) a (15).

Vektor (0, 0, . . . , 0, 1) má úlohu směru, kterým je zobecněná poloprosto-
rová hloubka orientována. Označme Op množinu všech ortonormálńıch trans-
formaćı (zachovávaj́ıćıch vzdálenosti a úhly) prostoru R

p.

Definice 14. Bud’ P rozděleńı pravděpodobnost́ı na prostoru R
p a w+ vhodná

váhová funkce hloubky. Definujme hloubku bodu x jako

D(P, x) = inf
A∈Op

EP w+

(
A(X − x)

)

EP w−

(
A(X − x)

) , (18)

kde pod́ıl 0/0 definujeme jako 1.

Na obrázku 18 je znázorněn postup poč́ıtáńı vážené hloubky. V bodě x je
poč́ıtána hloubka s využit́ım váhových funkćı w+ a w−. Provedeme všechny
ortonormálńı transformace které nezměńı bod x (na obrázku je znázorněno
otočeńı bodu y a celého rozděleńı) a pro každou takovou ortonormálńı trans-
formaci A spoč́ıtáme pod́ıl vah EP w+

(
A(X − x)

)
/EP w−

(
A(X − x).

Takto definovaná hloubka je invariantńı v̊uči posunut́ı i rotaćım. Obecně
však afinně invariantńı neńı, protože definice váhové množiny v sobě obvyk-
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Obrázek 19: Zavedeńı vah do poloprostorové hloubky kaźı afinńı invarianci.

le zahrnuje (byt’ skrytě) úhly mezi vektory. Např́ıklad pásová hloubková
funkce (17) nemůže definovat hloubku invariantńı v̊uči r̊uznému přenásobeńı
os, viz obrázek 19. Proto doporučujeme použ́ıt opět standardizaci pomoćı
vhodné transformace a teprve poté volit vhodnou hloubkovou funkci a poč́ıtat
hloubku.

5.2 Základńı vlastnosti a volba hloubkové funkce

Na rozd́ıl od většiny hloubek nemuśı existovat právě jeden bod s největš́ı
váženou hloubkou. V tom je vážená hloubka podobná úrovňovým množinám.
Centrálńı oblasti nemuśı být ani konvexńı, ani hvězdicovité, ba ani sou-
vislé množiny. Na druhou stranu, při volbě vhodné hloubky (symetrické,
př́ıpadě ještě homogenńı) lze snadno ukázat, že střed symetrických rozděleńı
(př́ıpadně angulárně symetrických rozděleńı) je jediným nejhlubš́ım bodem.
V př́ıpadě středově symetrických rozděleńı je i vážená hloubka středově sy-
metrická za předpokladu, že váhová funkce hloubky je symetrická.

Pro absolutně spojitá rozděleńı a rozumné váhové funkce je hloubka bodu
konzistentńı. Rozumné váhové funkce jsou takové, které jsou dostatečně spo-
jité (po částech spojité) a správně měřitelné. př́ıkladem může být funkce (17),
př́ıpadně nějaká jej́ı spojitá verze. Toto plat́ı až na některé patologické př́ı-
pady bod̊u na hranici nosiče hustoty při nevhodně zvolené váhové funkci.
Ukázka nekonzistence je na obrázku 2029. Představme si rovnoměrné roz-
děleńı na znázorněné množině. Přirozený střed ve vrcholu kužele teoreticky
má, d́ıky symetrii rozděleńı, hloubku jedna. Ale pro libovolný náhodný výběr
z tohoto rozděleńı existuje pozorováńı y takové, že při vhodném otočeńı ne-
zasáhne váhová funkce w+ žádné pozorováńı, zat́ımco váhová funkce w−

zasáhne právě pozorováńı y. Empirická hloubka vrcholu kuželu je 0/n−1 = 0
s pravděpodobnost́ı jedna, nemůže tak konvergovat k jedné.

29Jde o dost podivný, až patologický př́ıklad
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Obrázek 20: Vážená hloubka nemuśı být konzistentńı ve všech bodech. Teore-
ticky (vlevo) má vrchol kuželu hloubku jedna. Pro libovolně velký výběr má
vrchol s pravděpodobnost́ı jedna hloubku nula (vpravo).

Jde zřejmě o velmi umělý př́ıklad. Hloubka všech ostatńıch bod̊u v tomto
př́ıpadě konzistentńı je. Zde se sešly dvě neblahé skutečnosti; střed (vrchol
kuželu) neńı obklopen nosičem ze všech stran a váhové funkce w+ s w−

nepokrývaj́ı dohromady žádné okoĺı bodu 0, jen výseč tohoto okoĺı. Bud’ se
tedy smı́̌ŕıme s t́ım, že hloubka nemuśı být konzistentńı na hranici nosiče,
nebo zavedeme požadavek lokálńıho pokryt́ı váhové funkce. Tento požadavek
lze vyjádřit formálně

∃r > 0, ε > 0 tak, že ‖x‖ ≤ r, xp ≥ 0 ⇒ w+(x) ≥ ε > 0. (19)

Celkově lze ř́ıci, že vážená hloubka oproti poloprostorové hloubce zvý-
razňuje lokálńı vlastnosti rozděleńı. Z toho plyne i návod, jak volit váhovou
funkci. Volbou

w+(x) =

{
1 xp ≥ 0,

0 xp < 0

dostáváme ekvivalent poloprostorové hloubky. Č́ım v́ıce zužujeme nosič
hloubkové funkce k ose xp (viz např́ıklad vážená hloubka (17)), t́ım v́ıce vy-
zdvihujeme lokálńı vlastnosti rozděleńı. Na druhou stranu, empirická vážená
hloubka poč́ıtá jen s pozorováńım, které padne do nosiče váhové funkce. Ne-
spojitá váhová funkce má podobné dopady jako nespojité jádro v odhadu hus-
toty. Proto lze, zejména pro menš́ı rozsahy výběru, doporučit váhové funkce
spojité v R

p−1 × R
+.

5.3 Př́ıklady rozd́ıl̊u mezi poloprostorovou a váženou

hloubkou

Zaměřme se na situace, kdy vážená hloubka dává podstatně jiné výsledky než
poloprostorová hloubka. Použijme váhovou funkci (17). Připomeňme, že č́ım
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Obrázek 21: Centrálńı oblasti vážené (vlevo) a poloprostorové (vpravo)
hloubky pro rovnoměrné rozděleńı na čtverci.

větš́ı hodnotu h v (17) voĺıme, t́ım v́ıce se vážená hloubka bĺıž́ı poloprostorové
hloubce a naopak.

Na obrázku 21 vid́ıme schematicky znázorněné centrálńı oblasti pro rov-
noměrné rozděleńı na čtverci [0, a]2. Volbou váhové funkce (17), kde h je
relativně malé v̊uči délce strany a (např́ıklad h = a/20) dostáváme obrázek
vlevo. Na prvńı pohled centrálńı oblasti vážené hloubky mnohem v́ıce koṕıruj́ı
tvar nosiče hustoty. Zaobleńı v roźıch jsou zp̊usobena volbou š́ı̌rky pásu h.
Standardńı poloprostorová hloubka (vpravo) vede na centrálńı oblasti, které
jsou, protože jde o rovnoměrné rozděleńı, stejně velké v Lebesgueově mı́̌re
jako odpov́ıdaj́ıćı centrálńı oblasti vážené hloubky. Tvar centrálńıch oblast́ı
je hodně proměnlivý a jen pomalu se přibližuje nosiči hustoty. Připomeňme,
že úrovňové množiny jsou v tomto př́ıpadě jen tři, jmenovitě ∅, [0, a]2 a R

2.

Rovnoměrné rozděleńı neńı možná úplně typické. Na obrázku 22 máme
schematicky naznačeny centrálńı oblasti pro dvourozměrné rozděleńı s expo-
nenciálńımi marginálami a nezávislými složkami. Pro porovnáńı jsou do-
plněny vybrané vrstevnice hustoty (hranice úrovňových množin).

Vážená hloubka opět nab́ıźı centrálńı oblasti, které jsou mnohem bĺı̌ze
struktuře hustoty rozděleńı. Tyto centrálńı oblasti se př́ılǐs nelǐśı od úrovňo-
vých množin naznačených v obrázku. Centrálńı oblasti pro poloprostorovou
hloubku jsou př́ılǐs vypouklé a zbytečně objemné (v Lebesgueově mı́̌re), podle
našeho názoru nejsou moc vhodné30. Na tomto př́ıkladu je pěkně vidět, proč
o vážené hloubce tvrd́ıme, že je kompromisem mezi úrovňovými množinami
a poloprostorovou hloubkou.

Posledńı ilustraćı budiž př́ıpad směsi dvou normálńıch rozděleńı.
Na obrázku 23 máme schematicky nakreslené vrstevnice dvou normálńıch
rozděleńı, které kombinujeme s vahami 0,3 a 0,7. Uprostřed a vlevo jsou na-
značeny vrstevnice vážené, př́ıpadně poloprostorové hloubky a jejich centrálńı
oblasti.

30Nikomu ale náš názor nevnucujeme. Volba hloubky a posuzováńı jej́ıch vlastnost́ı je
velice subjektivńı.
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Obrázek 22: Centrálńı oblasti vážené (vlevo) a poloprostorové hloubky pro
dvourozměrné eponenciálńı rozděleńı. Čárkovaně jsou naznačeny úrovňové
množiny.

0,3

0,7

Obrázek 23: Centrálńı oblasti vážené (uprostřed) a poloprostorové (vpravo)
hloubky pro směs dvou normálńıch rozděleńı. Vlevo jsou naznačeny vrstevnice
obou složek a jejich váha ve směsi.

Opět vid́ıme již známý fenomén. Vážená hloubka v́ıce koṕıruje hustotu,
centrálńı oblasti poloprostorové hloubky jsou konvexńı a maj́ı zbytečně velkou
plochu. Centrálńı oblasti vážené hloubky naznačuj́ı existenci dvou oblast́ı,
podobně jako by tomu bylo u úrovňových množin. Zde se rýsuje možnost
použ́ıt váženou hloubku pro diskriminačńı a klasifikačńı účely.

Př́ımo se nab́ıźı otázka, zda množina všech kvantilových kontur, nebo ekvi-
valentně množina všech centrálńıch oblast́ı, může charakterizovat rozděleńı.
Pro poloprostorovou hloubku plat́ı, viz [46], že množina všech empirických
kvantilových kontur charakterizuje náhodný výběr, potažmo empirickou mı́-
ru. Podobný výsledek je znám i pro některé daľśı hloubky. Speciálně pro zo-
noidy [24] a pro simplexovou hloubku [25]. Pro váženou hloubku ještě obdob-
ný výsledek nemáme.
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6 Použ́ıváńı hloubky

Hloubka se uplatňuje např́ıklad v mnohorozměrných obdobách neparamet-
rických test̊u. Rozsáhlé shrnut́ı nab́ıźı článek [31], ve kterém se lze doč́ıst
o popisných statistikách, obdobách známých QQ diagramů, nebo o mnoho-
rozměrné variantě krabicových diagramů, slunečńıch grafech31. Jsou defi-
novány pojmy jako měř́ıtko a rozptyl, šikmost, špičatost coby obdoby zná-
mých charakteristik jednorozměrné náhodné veličiny. Pomoćı grafických me-
tod jsou potom testovány hodnoty těchto charakteristik, př́ıpadně porovná-
vány dva výběry. Zde se naskýtá mnoho př́ıležitost́ı pro odvozováńı daľśıch
variant a verźı neparametrických mnohorozměrných metod založených na
uspořádáńı hloubkou. Nověǰśı výsledky lze nalézt např́ıklad v člán-
ćıch [28, 33].

Daľśı z aplikaćı hloubek je v oblasti klasifikace dat. Velkou výhodou je
neparametrická podstata hloubky, čili klasifikačńı kriteria nejsou založena
na (obvyklém) předpokladu normality. Vı́ce informaćı lze źıskat v člán-
ćıch [15, 16, 22, 39].

Hloubka je ale zaj́ımavá i pro výzkumńıky v oblasti výpočetńı geometrie.
Zájemc̊um doporučujeme http://www.cs.tufts.edu/research/geometry.
Zde lze nalézt také odkaz na software Depth Explorer [21]. Ten pokrývá
zejména poloprostorovou hloubku a L1 hloubku a v současné době by měl už
být i ve verzi pro Linux.

Posledńı oblast́ı, kterou zmı́ńıme, je uplatněńı hloubky pro funkcionálńı
data, tedy pro nekonečněrozměrné výběrové prostory. V posledńı době se
objevuje několik praćı, zabývaj́ıćıch se touto problematikou, např́ı-
klad [8, 9, 34]. I zde je výzkum teprve v počátćıch. Proto se domńıváme,
že v oblasti hloubky a jej́ıch aplikaćı je spousta zaj́ımavých a nevyřešených
problémů, které čekaj́ı, až se jich někdo choṕı.
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Výpravy do hlubin dat 129

[21] Hugg J., Rafalin E., Seyboth K. Souvaine D. (2006). An experimental
study of old and new depth measures. In Workshop on Algorithms Engi-
neering and Experiments. Lecture Notes in Computer Sciences, Springer,
51–64.

[22] Jörnsten, R. (2004). Clustering and classification based on the L1 data
depth. Journal of Multivariate Analysis 90, 67 – 89.

[23] Koltchinskii, V. I. (1997). M-estimation, convexity and quantiles. Annals
of Statistics 25, 435 – 477.

[24] Koshevoy G., Mosler K. (1997). Zonoid trimming for multivariate dis-
tributions. Annals of Statistics 25, 1998 – 2017.

[25] Koshevoy, G. (1997). Multivariate depths and underlying distributions:
A uniqueness property. Technical report, Universität zu Köln.
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[36] Matoušek J. (1991). Computing the centre of planar point set. In Discrete
and Computational Geometry: Papers form the DIMACS Special Year
(Goodman, Pollack and Steiger, Eds.), American Mathematical Society,
221 – 230.

[37] Mosler K. (2002). Multivariate Dispersion, Central Regions and Depth;
The Lift Zonoid Approach. Springer.



130 Daniel Hlubinka

[38] Mosler, K. (2003). Central regions and dependency. Methodology and
Computing in Applied Probability 5, 5 – 21.

[39] Mosler K., Hoberg R. (2006). Data analysis and classification with the
zonoid depth. In Data Depth: Robust Multivariate Analysis, Compu-
tational Geometry and Applications (Liu, Serfling and Souvaine, Eds.),
American Mathematical Society, 49 – 60.

[40] Polonik W. (1997). Minimum volume sets and generalized quantile pro-
cesses. Stochastic Processes and their Applications 69, 1 – 24.
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