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Abstrakt: V ¢lanku je predstavena hloubka dat jako zobecnéni pojmu uspo-
fadani pro tcely mnohorozmérné statistické analyzy. Pro nahodné vektory
jsou zopakovany hlavni typy hloubek spolu s jejich vlastnostmi, vyhodami
inevyhodami. V druhé ¢asti ¢lanku jsou diskutovany dvé alternativni definice
hloubky, které umoznuji oproti béznym hloubkam zvyraznit lokalni vlastnosti
rozdéleni.

Abstract: The data depth is introduced as a generalization of ranking to be
used in the multivariate statistical analysis. The most common definitions of
depth are recalled together with their properties and both advantages and
disadvantages. I the second part of the paper two alternative definitions of
depth are discussed. These definitions allow to emphasize, in contrast to most
usual depths, the local behaviour of the underlying distribution.

1 Kbvantil a problém uspoiadani

Ve statistické analyze se obcas objevi chvile, kdy potfebujeme hovorit o oblas-
ti spolehlivosti, predikéni oblasti, kritické oblasti. V jednorozmérném ptipa-
dé si obvykle muzeme pomoci kvantily, ve vétsiné piipadu nejde o slozity
problém. Nemusime ale dlouho vzpominat, abychom si uvédomili, ze kvan-
til tak jak jej zndme je pojem uzce vazany na jednorozmeérnou ndhodnou
veli¢inu. Vétsina z nds bude velmi vahat s definici kvantilu pro dvou- a vice-
rozmeérnd rozdéleni. Jednou z vyjimek je mnohorozmérné normalni rozdélent,
kde existuji prirozené definované elipsoidy (definované pomoci stiedni hod-
noty a varianéni matice), které plné uspokoji nase pozadavky na uvedené
oblasti spolehlivosti. Jak se ale obejit bez predpokladu normality? V tomto
¢lanku budeme hledat néjaky vhodny neparametricky piistup k pojmu kvan-
til ve vice rozmérech. Napfed si ale pfipomenme, co vime o jednorozmérnych
kvantilech a mohlo by pfi nasem hledani byt uzite¢né.

Pro jednorozmérnou ndhodnou veli¢inu X je kvantil definovan ruznymi
zpusoby. Nejcastéji tak, ze hodnoty ndhodné veliciny kvantil g, rozdéluje na
mensi a vetsi; pritom plati zaroven

PX <qa] =z, PIX >qa] = -0,

a hodnota « € [0, 1] je predem pevné zvolend. Kvantil v RP musi byt p-roz-
meérny vektor. Zde je jadro problému pro ndhodné vektory—v prostoru R?
neni prirozené linearni usporddani. My ale musime byt schopni porovnat
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Obrézek 1: Inspirace krabicovym diagramem.

kazdé dvé hodnoty ndhodného vektoru, kaZdé dva vektory, jinak neni mozné
definovat oblast spolehlivosti analogicky jednorozmérnému piipadu.

Pro jednorozmérnou ndhodnou veli¢inu existuje néstroj, ktery nam muze
byt inspiraci i pro nahodné vektory. Podivejme se na znamy krabicovy dia-
gram, jednoduchy obrazek patiici do obycejné popisné statistiky. V ném po-
moci jednorozmeérnych kvantilu zobrazime podstatnou informaci o rozdéleni.
Zaujme nas prostredni bod, medidn, vnitrni krabicka, ohrani¢end dolnim
a hornim kvartilem, a tykadla—vousy, ukazujici k nejvyssi a nejnizsi hod-
noté!. N&s zrak je zde veden nejenom zleva doprava, od malych hodnot
k vétsim, ale spis zprostied ke krajum, od stfedovych hodnot ke vnéjsim.
Kazdé dvé hodnoty tak mohou byt porovnany s ohledem na wzddlenost od
sttedu, pricemz pojem wzdalenosti je pevné svazan s rozdélenim; v jedno-
rozmérném piipadé je piimo definovan pomoci kvantilu.

Zde se potkavaji dva koncepty. Na jedné strané je to mira odlehlosti od
stredu?. Na druhé strané to je naopak urcité obklopenost ostatnimi hodnotami
nahodné veliciny. Pro median je polovina realizaci ndhodné veli¢iny vétsich
a polovina mensich, je tedy wuprostred, nebo hluboko v rozdéleni. Pro dolni
kvartil jen c¢tvrtina realizaci nahodné velic¢iny je mensich, je tedy z této strany
mnohem méné obklopen rozdélenim nez median, je méné hluboko.

Takto se budeme divat i na mnohorozmérné nahodné vektory. Kazda hod-
nota muze byt s jinou porovnéna s ohledem na odlehlost od stfedu. Budeme
proto posuzovat, jak hluboko se urcity bod nachazi v daném rozdéleni. Ne-
boli zkoumame, jak je bod ve vybérovém prostoru obklopen ostatnimi body
s ohledem na pravdépodobnostni rozdéleni. Tomuto konceptu budeme tikat
hloubka, hloubka dat?®. Funkce, které bodim ve vybérovém prostoru piifazuji
jejich hloubku, nazveme hloubky, pripadné hloubkové funkce. Takovych funkci
je jisté cela tada. V prispévku nejprve pohlédneme na hloubku trochu z nad-
hledu, ujasnime si ¢im jsou hloubkové funkce inspirovany, jak se daji tiidit do
skupin, jaké jsou jejich zadouci a nezddouci vlastnosti. Také si pfedstavime
nékolik zndmych i méné zndmych hloublovych funkei i s jejich zakladnimi
vyhodami a nevyhodami. Ve druhé ¢asti ¢lanku se budeme vénovat dvéma
konceptum hloubky, které v soucasnosti podrobnéji zkoumame.

LObvykle se usekavaji v urcité vzdalenosti od krabicky, ale to kazdy dobfe zn4

2V angli¢ting se vétsinou pouzivd vyraz outlyingness

3 Anglicky termin je depth, data depth O hloubce dat hovofime proto, ze ptivodné tento
koncept vysel z popisné statistiky a byl aplikovdn na ndhodné vybéry.
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2 Kwvantil v 7isi vice rozmeéru

Jiz jsme uvedli, ze pro dvou- a vicerozmérné nahodné vektory misto usporada-
ni hodnot podle velikosti uzijeme linedrni kvaziusporadani podle odlehlosti*.
Formalné postupujeme takto. Oznac¢me P soubor vSech pravdépodobnostnich
rozdéleni na prostoru RP.

Definice 1. Hloubkovou funkci rozumime zobrazeni H : P x RP — RT.
Bod x € R? je pro rozdéleni P € P hlubsi nez bod y € R?, pokud H(P,x) >
H(P,y). Bod d € R? je pro rozdéleni P € P nejhlubsi, pokud H(P,d) >
H(P,z) pro vSechna = € RP. Oznaéme dp g = H(P,d) hloubku nejhlubsiho
bodu.

Nebude-li treba zdurazriovat rozdéleni P budeme psdat krdtce H(x) misto
H(P,x) a dig misto dp i, pripadné napiseme jesté strucénéji pouze d.

Dva ruzné body mohou mit stejnou hloubku, proto jde o kvaziusporadéni
a kazdé dva body jsou vzajemné porovnatelné s ohledem na svou hloubku,
proto se jednd o linedrni kvaziusporadani.

Nejhlubsi bod budeme chépat jako mnohorozmérnou obdobu medidnu.
Nemusi byt dan jednoznaé¢né, stejné jako nemusi byt jednoznaény medidn
v jednorozmérném piipadé. Diky hloubce lze definovat centrdlni oblasti pro
dané rozdéleni a kvantilovou konturu.

Definice 2. Pro dané rozdéleni P a hloubkovou funkci H definujeme a hlu-
bokou oblast

Rppu(a) ={z:HPzx)>a},0<a<dppy.

Hranice oblasti Rp, g se nazjvd a-hloubkovou konturou a budeme ji znacit
cpu(a). V pripadé, kdy nemize dojit k zaméné, znacime a hlubokou oblast
zkrdcené R(a), a hloubkovou konturu obdobné c(a).

Jak je vidét z definice, a hluboké oblasti, 0 < a < dp g jsou uroviiové
mnoziny hloubkové funkce H. Problematika uroviiovych mnozin je velmi
aktudlni tematikou soucasné matematiky a i my se k ni v tomto ¢lanku
strucéné vratime o néco pozdéji.

Poznamka 1. Pro jednorozmeérnou nahodnou velicinu X a jeji rozdélent mi-
zeme hloubku bodu x definovat
H(z) =1=2|F(z) —1/2|, (1)

kde F(z) je distribucni funkce X. Hloubka medidnu X je zrejmé 1 a hloubka
klesd v obou smérech od medidnu. Body se stejnou hodnotou distribucénd funkce
magji stejnou hloubku a a hlubokou oblasti je mnoZina

4767 muzeme ifkat uspofadani ve smyslu vnitini/vnéjsi, nebo centralni/odlehly, ...
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Obrézek 2: Centrdlni oblast (vlevo) a kvantilovd kontura. 0 < 8 < a < 1.

R(a) ={x:a/2 < F(x) <1-a/2}.

V pripadé spojité a rostouct distribucni funkce je
c(a) = {F~}(a/2), F7'(1 - a/2)},

a 2rejmeé
P[R(a)] =1—a, pro vdechna a € [0,1]. (2)

Obecné samoziejmé nemusi platit, Ze pro zvolenou hloubku H je hloubka
nejhlubsiho bodu rovna 1 pro vsechna P € P. Nemusi ani platit (a pro
vétsinu klasickych hloubek opravdu neplati) vztah (2) P[Rpg(a)] =1 — a.
Proto je nezbytné definovat centralni oblasti a kvantilové kontury rozdéleni P
v hloubce H.

Definice 3. Definujme
h(1—a) =hppu(l—a)=sup{a: P[Rpy(a)] >1—a}.

Oblast Qpu(l — o) = Rpu (hva(l - a)) nazveme 1 — « centrdlni oblasti.
Hranici gp (1 — o) oblasti Qp (1 — «) nazveme 1 — a kvantilovou kon-
turou.

Jak je vidét z definice oblasti Q(1 — «) a hodnoty h(1 — «), bude k jejich
ur¢eni obvykle nezbytné najit vsechny iroviiové mnoziny hloubkové funkce H
a jejich pravdépodobnosti. To pochopitelné neni snadny tkol. Pozdéji si
ukazeme, ze existuje moznost definovat specifickou hloubku tak, aby hod-
nota hloubky a pravdépodobnost a hluboké oblasti byly svdzané predpisem

P[H(P,X)>a]=1—a pro viechna « € [0, 1], (3)

¢imz se velmi usnadni hledani pozadovanych 1 — « centralnich oblasti.
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Obréazek 3: Je bod A hluboko? Je bod X hluboko?

Klasicky jednorozmérny kvantil umoziuje vytvaret centralni mnoziny ve
tvaru intervali. Nékdy jsou upfednostniovany troviiové mnoziny hustoty,
které mohou byt tvofeny sjednocenim intervalu. Ve vyssich rozmérech se
vice rozmeért, tim bohatsi tvary centralnich oblasti muzeme uvazovat. Presto
se dnes hlavni proud vyzkumu v oblasti hloubky omezuje jen na hloubkové
funkce, pro néz jsou centrélni oblasti (iroviiové mnoziny) konvexni.

Je dobré si pripomenout, ze kazdéd redukce informace o rozdéleni, v nasem
pripadé do nékolika centrdlnich oblasti, ndm jinym zpusobem poukazuje na
podstatu ndhody v uvazovaném modelu (pokusu). Kazdé hloubka svym zpu-
sobem zvyrazni ur¢ité rysy rozdéleni, zatimco ostatni vlastnosti rozdéleni
hodnotu hloubky v podstaté neovlivni. Kazda hloubka ma také své vypocetni
aspekty; jak pti vypoctu teoretické hloubky bodu pro dané rozdéleni (vesmeés
musime pouzivat numerické metody), tak i pri vypoctu hloubky bodu v né-
hodném vybéru. Podivejme se na obrazek 3. Na obou obrézcich bychom
o bodu A prohlasili, ze je hluboko. Bod X je na hornim obrazku ziejmé
mimo data, co vSak na dolnim?

Udélame-li si na dolnim diagramu v obrézku 3 marginélni rozdéleni (pro-
jekce do o0s), bude v obou piipadech bod X blizko medidnu. A dopadneme tak

5Mnohdy také jen tézko predstavitelnych.
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i v ptipadé projekce na libovolnou piimku. Neni proto mozné jednoznacéné
fici, zda X je ¢i neni hluboko. Tento ptriklad nam ukazuje, ze ponéti o tom,
ktery bod je hluboko a ktery neni hluboko v rozdéleni, zavisi na tom, co od
hloubky ocekavame.

3 Tisic podob hloubky

P¥iklad 1. Hloubka (1) jednorozmérné ndhodné wveliciny X definovand po-
moci distribuéni funkce Fx jako H(P,x) = 1 — 2|F(x) — 1/2| pro x € R
je funkci bodu a pravdépodobnostni miry. Na druhou stranu je zrejmé, Ze
pravdépodobnostni mira popisuje vnéjsi prostiedi, jinak do definice hloub-
kové funkce neprispivd. Nemeéni totiZ samotnou podstatu hloubky. Pro vsechna
rozdéleni je koncept H shodnyj.

Motiva¢éni piiklad 1 nds navadi k tomu, ze hloubkova funkce by méla
vychazet z néjaké obecné myslenky, ptricemz konkrétni pravdépodobnostni
rozdéleni tento koncept neméni. Jak by takovy piistup k hloubkové funkci
meél vypadat? Serfling v préci [45] navrhuje fadu Zddoucich vlastnosti hloubky,
potazmo hloubkové funkce.

3.1 Serflinguv pravodce vlastnostmi hloubky

1. Afinni invariance hloubky. Ozna¢me A néjakou afinni transformaci RP.
M4 platit H (P o A, A(z)) = H(P,z). Hloubka nezvisi na souradnico-
vém systému, hloubkové a kvantilové kontury jsou afinné ekvivariantni.

II. Mazimalita ve stredu. Je-li rozdéleni P v néjakém smyslu symetrické
kolem s € R?, pak H (P, s) je maximdlni. Neboli s je nejhlubsim bodem
pro P.

III. Prenos symetrie. Je-li rozdéleni P v néjakém smyslu symetrické kolem
s € RP, pak H(P,z) je odpovidajicim zpusobem symetrické kolem s.

IV. Pokles podél paprski. Je-li s nejhlubsi bod pro P, pak funkce H(P, )
je nerostouci na vsech polopiimkach s poc¢dtkem v s (ve sméru od s).

V. Zanedbatelnost v nekonecnu. Plati H(P,x) — 0 kdykoliv ||z|| — oo.
VI. Spojitost v prostoru. Zobrazeni x — H (P, x) je spojité, nebo shora po-
lospojité. Diky této vlastnosti jsou troviiové mnoziny H a tedy i a hlu-

boké oblasti a 1 — « centralni oblasti uzaviené.

VII. Spojitost na rozdélenich. Zobrazeni P +— D(P,x) je spojité vzhledem
ke slabé konvergenci mér.

VIII. Kvazikonkavita. Uroviiové mnoziny (a hloubkové oblasti, 1 —« centralni
oblasti) jsou konkavni.
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Uvedenym vlastnostem se budeme v ¢lanku prubézné vénovat. V tuto
chvili se pozastavime jen u pozadavku na symetrii. V bodech IT a ITI se hovoii
o symetrii v né€jakém smyslu, jejich splnéni je proto zavislé na formé uvazované
symetrie®. V bodé III je dobré specifikovat, jak se symetrie rozdéleni P m4
prenést na (a na jakou) symetrii hloubové funkce H.

3.2 Racte si vybrat ...

Na prikladech zndmych i méné znamych hloubek si ukazeme si, ze v jed-
notlivych definicich lze vysledovat nékolik zdkladnich piistupt k mnoho-
rozmérnym rozdélenim, na kterych jsou hloubkové funkce zalozené. Kromé
definice a nékterych zékladnich vlastnosti se pokusime alespoii trochu pohled”
na silné a slabé stranky studované hloubky.

bek (matkou hloubek). Jde o koncept, ktery predstavil ve svém ¢lanku [47]
John Tukey v roce 1975.

Definice 4. Bud P rozdéleni na RP. Definujme poloprostorovou hloubku®
bodu x jako

H(P,z) =inf{P(D) : D je uzavieny poloprostor ,x € D}. (4)
Zrejmé staci uwvazovat poloprostory, pro néz je x na hranici.

Tato definice je docela nazorna. Jde o pomérné jednoduché zobecnéni
kvantilu. V jednorozmérném piipadé mame pouhé dva sméry; hodnoty vétsi
nez x a hodnoty mensi nez z. V mnohorozmérném piipadé je sméru pocho-
pitelné nespocetné.

V dvourozmérném prostoru lze poloprostorovou hloubku nézorné defino-
vat také pomoci projekci na ptimku. Kazda piimka p prochézejici bodem x
je timto bodem rozdélena na dvé polopiimky p; a pp. Oznac¢me P, rozdéleni
vzniklé projekei pravdépodobnostni miry P na primku p. Hloubka bodu x je
v tomto pripadé

H(P,z) = inf{min{P,(p1), Py(p2)} : p je piimka, x € p}°.

Je ztejmé, ze v této definici nijak nezohlednujeme vzdalenosti ostatnich
bodu od x a svym zpusobem ani jejich polohu vuéi x. Tim se nékdy zbytecné
ochuzujeme o dulezitou informaci. Najdeme-li totiz poloprostor D takovy,

6Symetrif 1ze uvazovat celou fadu; muze jit o klasickou stiedovou symetrii, osovou sy-
metrii, stfedové-angularni symetrii, eliptickou symetrii, ale tfeba i o symetrii vuci otdceni
atd.

7znaéné subjektivni

8 Anglicky halfspace depth

9Ctenaf si muze sim domyslet, co by nastalo, kdyby misto vsech p¥imek obsahujicich
z uvazoval pro kazdy bod jen dvé pfimky rovnobézné s osami.
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Obrézek 4: Hledani poloprostorové hloubky.

.

S

Obrazek 5: Poloprostorova hloubka vyuziva jen ¢asteéné tvar nosice rozdéleni.

7ze x € D a P(D) je minimdlni, nevime, jak vypadd rozdéleni na D. Je
rozdil, je-li rozdéleni na D symetrické kolem normalového vektoru, nebo velmi
nesymetrické (viz obrazek 5).

Na druhou stranu, pro ndhodny vybér (empirickou miru) plati, ze znalost
vSech kvantilovych kontur charakterizuje tuto empirickou miru [46].

Zaméime se na nékteré zékladni vlastnosti poloprostorové hloubky. Afinni
invariance vyplyva z faktu, Ze poloprostor po afinni transformaci zustane po-
loprostorem. Vzajemnd poloha bodu se tak, z pohledu definice poloprostorové
hloubky, neméni.

Necht absolutné spojité rozdéleni P je stiedové symetrické kolem stie-
du 5%, pak s je nejhlub$im bodem. Jakykoliv uzavieny podprostor na jehoz
hranici lez{ s mus{ mit pravdépodobnost 1/2, takze hloubka H(P,s) = 1/2;

10Plat{ tedy P(s + A) = P(s — A) pro kazdy nahodny jev A.
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Obréazek 6: Poloprostorova hloubka klesd smérem od nejhlubsiho bodu a je
kvazikonkavni.

vétsi hloubku nemuze mit zadny bod pro libovolné spojité rozdéleni. Pro spo-
jita rozdéleni se souvislym nosicem lze dokazat i jednoznac¢nost nejhlubsiho
bodu. V diskrétnim piipadé (specidlné pro empirické miry) se muze stit, ze
existuje konvexni mnozina nejhlubsich bodu.

Pro stiedové symetricka rozdéleni plati symetrie hloubky kolem stiedu s,
neboli

H(P,(s+x)) = H(P,(s —z)) pro vechna z € R”.

Monotonie a kvazikonkavita poloprostorové hloubky jsou také piimym
dusledkem pouzivani poloprostoru. Na obrdzku 6 je znazornén bod x a D,
poloprostor s nejmensi pravdépodobnosti, na jehoz hranici = lezi. Zrejmé

max{H (P,y), H(P,z)} < P(D') < P(D) = H(P,z) < 1/2
a pro spojita rozdéleni se souvislym nosicem dokonce plati ostré nerovnosti
H(P,z) > 0= max{H(P,y),H(P,z)} < H(P,z).

Tim jsme dokézali pokles hloubky podél poloptimek s pocatkem v nej-
hlubsim bodé. Podobné dvahy pomohou i k dikazu konvexity centralnich
oblasti.

Poloprosotrova hloubka splnuje dalsi z pozadovanych vlastnosti, konzis-
tenci. Oznacéime-li H(P,, ) hloubku bodu z vzhledem k empirické mife P,
plati H(P,,z) — H(P,x) skoro jisté. Ctendie odkazujeme na klasicky cla-
nek [11], diky kterému se poloprostorovd hloubka stala velice populdrni.
V uvedené praci je diskutovana také robustnost poloprostorové hloubky a dal-
§1 zajimavé pokrocilé vlastnosti.

Velkou nevyhodou poloprostorové hloubky zustava jeji vypocetni naroc-
nost. I poéitani hloubky byt jen jediného bodu je s rostouci dimenzi a s ros-
toucim poctem pozorovani ¢asové velmi narocné. Nejcastéji pouzivané algo-
ritmy vyvinul Rousseeuw se spolupracovniky [42, 43].
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Obrézek 7: Ndhodné simplexy v R? a simplexova hloubka.

Na druhou stranu zajimavé rozsiteni poloprostorové hloubky ptinasi re-
gresni hloubka. Misto hloubky bodu je definovana (poloprostorova) hloubka
regresni piimky a tim i nejhlubsi regrese spolu s centralnimi oblastmi re-
gresnich piimek. Jde o zajimavy alternativni robustni pfistup k regresnim
ulohédm. Detailni rozbor regresn{ hloubky lze nalézt v ¢lanku [44].

3.2.2 Simplexova hloubka Tato hloubka se objevuje v ¢lancich Reginy
Y. Liu(ové) [29, 30]. Jde o hloubku, kterou muzeme zafadit do tfidy hlou-
bek zalozenych na pravdépodobnosti pokryti bodu nahodnou oblasti urcitého
tvaru. V pripadé simplexové hloubky je tim predepsanym tvarem simplez, ¢ili
konvexni obal p + 1 bodu z1,...,zp41 € RP.

Definice 5. Bud’ P rozdéleni na RP. Ndhodnym simplexem rozumime itvar
vznikly konvexnim obalenim bodu Vi,i = 1,...p + 1, kde V; jsou nezdvislé
ndhodné vektory s rozdélenim P. Definujme simplexovou hloubku'! bodu x
jako

H(P,x) = Plx € S], kde S je ndhodny simplex. (5)

Misto simplexu muzeme brat i jiné utvary definované nezavislym vybérem
k bodu z rozdéleni P. Tak muzeme uvazovat ndhodné koule, elipsoidy, mno-
hotihelniky.

Néhodné simplexy maji pied ostatnimi tvary zasadni vyhodu. Po afinni
transformaci zustava simplex simplexem, coz napiiklad pro koule a elipsoidy
neplati. Proto hloubka zalozend na simplexech afinné invariantni je, zatimco
ostatni obdobné hloubky afinné invariantni byt nemus? (a typicky nejsou).

Ackoliv jsou hloubky zaloZené na pravdépodobnosti pokryti nahodnym
Utvarem, podobné jako poloprostorova hloubka, velmi nazorné, jejich vlast-
nosti se tak snadno nedokazuji. Asymptotické chovani simplexové hloubky

1 Anglicky simplicial depth
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Obrazek 8: Loupani slupek.

je shrnuto v ¢ldnku [13]. Simplexovd hloubka je kvazikonkdvni, konzistentni,
afinné invariantni, spojita a ma spoustu dalsich vlastnosti.

Na druhou stranu je simplexova hloubka vypocetné velmi narocné. V te-
oretickych rozdélenich je téméf nemozné ji urcit. Pro empirickou miru jde
o vypocetné narocny tkol. Moznd i proto je simplexova hloubka ponékud
ve stinu slavnéjsi a oblibenéjsi poloprostorové hloubky. Piesto jeji vyvoj ne-
ustavd, jak lze zjistit napfiklad v ¢ldnku [4].

3.2.3 Konvexni slupky Piisné vzato nejde o hloubku, protoze neexistuje
definice pro spojitd rozdéleni, ale pouze pro vybéry ze spojitych rozdéleni,
tedy pro diskrétni rovnomérné rozdéleni. Jak jiz ndzev napovida, do hloubi
dat se vypravime skrze odstraiiovani konvexnich obaltl vybéru'?.

Definice 6. Bud’ P, empirickd mira prislusnd ndhodnému vijbéru X1,..., X,
o rozsahu n z rozdéleni P. Konvexni obal hloubky 1/n, oznaéme jej Cq, je
konvexnim uzdvérem extremdlnich bodu mnoziny X = {X1,...,X,}. Kon-
vexnd obal hloubky k/n,2 < k < n, oznacme jej Cy, je konvernim uzdvérem
extremdlnich bodu mnoZiny intCy_1, kde intC' oznacuje (relativni) vnitiek
mnoziny C. Definujme

H(P,,z) =k/n <=z € C;\ Cii1. (6)

Ptechod na obecnd diskrétni rozdéleni, nebo na teoretické spojita rozdéle-
ni nen{ u konvexnich slupek jasny. To je ovSem podstatna nevyhoda. Slabou
utéchou muze byt, ze se vypocetné jedna o vyrazné jednodussi verzi hloubky,
nez jsou simplexova hloubka a poloprostorovéa hloubka.

Z podstaty definice plyne, Zze centralni oblasti vymezené konvexnimi slup-
kami jsou konvexni. Konvexni slupky jsou také afinné ekvivariantni. O kon-

120dtud se vzal anglicky néazev covex hull peeling.
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Obrézek 9: Zonoidy a jejich definujici funkce.

zistenci se, pochopitelné, hovorit neda. Podobné problematické je mluvit o sy-
metrii, protoze ndhodny vybér ze symetrického rozdéleni tvoii symetrickou
empirickou miru s pravdépodobnost{ nula'?.

3.2.4 Zonoidy Jde o ptiklad hloubky, kterd misto medidnu zobeciiuje
stfedni hodnotu. Zonoidy definovali Koshevoy a Mosler v ¢lanku [24].

Definice 7. Bud « € [0,1]. Mnozina
Zo(P)={x€RP:3g:RP - [0,1/a],Epg(X) =1 a EpXg(X) =2} (7)

se nazyvd a zonoidem.
Zonoidovd hloubka bodu x je definovdana

H(P,x)=inf{a:z € Z,(P)} (8)

Poprvé se setkdvame s nerobustni definici hloubky. V definici zonoidu
predpokladame existenci prvniho momentu EX. Existuje-li kone¢na stredni
hodnota, je vzdy nejhlubsim bodem. Neexistuje-li konec¢né stiedni hodnota,
nelze obecné zonoidy definovat.

Pro a = 1 je zfejmeé jedinou volbou g = 1s.j. a Z1 = EX. Je-li a1 <o, pak
zjevné (viz obrédzek 9) plati Z,, D Z,,. Snadno lze nahlédnout, ze zonoidy
jsou konvexni. Sta¢f pouzit konvexni kombinaci ag; (z)+(1—a)g2(x) néjakych
dvou funkef g1, g2 : R? — [0,1/a]. Zonoidova hloubka je tedy kvazikonkdvni
a navic, jak lze ovérit primo z definice, afinné invariantni.

Empirickd zonoidova hloubka se d& pomérné rychle spocitat pro konkrétni
bod. Je ale mnohem slozitéjsi urcit vlastni zonoid pro dané a.. Algoritmus pro
dimenzi p = 2 lze najit v [14], jeho vypocetni ndrocnost pro rozsah vybéru n
je O(n?logn). Pro vyssi dimenze jde prakticky o nemozny tikol, stejné jako
pro teoreticka rozdéleni.

Dalsi vlastnosti a aplikace zonoidu lze najit v élanku [38] ¢ v knize [37].

13 Je samozfejmé pravda, Ze symetrickd empirickd mira vede na symetrickou hloubku—
takova situace ale asi v historii lidstva nebyla pozorovana
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Obrézek 10: Urcovani sméru a vypocet L; hloubky.

3.2.5 Lj hloubka Vypocetni naro¢nost spojenda s predchozimi definicemi
hloubky a s tim spojené obtize s ur¢ovanim centrélnich oblasti vedly k defi-
nicim novych hloubek. Ty ¢asto nespliuji uplné vsechny klasické pozadavky
na hloubku (viz ¢dst 3.1), ale zato jsou vypocetné mnohem snazsi. Jednou
z nich je L; hloubka uvedend v ¢lanku [49]. Podobneé jako v piipadé polo-
prostorové hloubky nezéavisi L; hloubka bodu z na vzdalenostech ostatnich
bodu. Na rozdil od poloprostorové hloubky ale zavisi na jejich vzdjemném
postaveni.

Na obrazku 10 vidime postup pro urceni empirické L; hloubky. Formalné
L; hloubku definujeme pomoci délky prumeérného smérového vektoru k ostat-
nim bodum.

Definice 8. Pro zvoleny bod x € RP urceme stredni hodnotu E(X —x)/ || X —
x||. Ly hloubkou bodu x nazveme hodnotu

X -z uU—
H(P,x)=1— s, kde s :Eiz/ ———P(du).  (9)
X —zll  Jro [Ju— =]

Vypocet hloubky je velmi snadny. Neni nutné pro kazdy bod prochézet
vSechny moznosti, sta¢i spocitat stfedni hodnotu jednoduché transformace
nahodného vektoru. Asi nejviditelnéjsi ztratou za tuto jednoduchost je ztrata
afinni invariance hloubky. Po afinni transformaci se muze zménit vzdjemné
postaveni bodu; v tomto piipadé jde o zménu tihli mezi dvojicemi vektoru.
Dalsi, mozn4 jesté horsi, vlastnosti Ly hloubky je fakt, ze ani vné konvexniho
uzavéru nosice rozdéleni neni hloubka nulova. Nulovd hloubka znamena, ze
s pravdépodobnosti jedna vsechny hodnoty ndhodného vektoru lezi v jediném
sméru od uvazovaného bodu. To ale obvykle neni mozné, takze nulovou
hloubku obvykle nemd zadny bod a plati pouze limitni vztah H(z) — 0,
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Obrazek 11: Zobecnéni kvantilu na mnohorozmérny M-kvantil. Vlevo
ztratové funkce, vpravo ukdzky volby smérovych funkci pro R2.
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jestlize ||z|| — oo. Velmi nevhodna je tato vlastnost pro ndhodné vektory,
jejichz nosic¢ neni cely prostor.

Pro empirické miry mohou centrédlni oblasti L; hloubky byt i nekonvexni.
Rozdil mezi centrélni oblasti a jejim konvexnim obalem je obvykle zanedba-
telny. Proto autori této metody doporucuji pouzit misto centralnich oblasti
jejich konvexni obaly'.

3.2.6 M-kvantily V souvislosti s mnohorozmérnymi kvantily se nabizi
zobecnéni zndmé definice jednorozmérného kvantilu. Zavedme funkci

o(z) = (1 —a)l(z < 0)|z| + al(z > 0)|z|,z € R.

Hodnota g, minimalizujici vyraz Eo(X —¢, ) je a kvantilem rozdéleni ndhodné
veliciny X'°. Piipomeiime, 7e g, neni definovdno jednoznaéné, ale miize jit
jak o jediny bod, tak o interval.

Funkci ¢ zobecnime do vice rozméru. Cilem je ziskat jakysi ,,naklonény
polokuzel“, obdobu funkce p. Misto indikdtoru I(x < 0) a I(z > 0) budeme
uvazovat smeérové funkce ¢s(x),s € RP,||s|| = 1. Funkce ¢4(x) je funkei dhlu
mezi x a S.

Také vzdalenost | v RP muzeme volit ruzné, nejcastéji se vyskytuji L, Lo
a Lo vzdélenosti.

Definujme v M-kvantil pro « € [0,1/2] ve sméru s jako libovolnou hod-
notu ¢q,s minimalizujici

Ga,s(P) = arg min Ep[(1—20)¢s(X —q) + al(X —q).

Volbou a = 1/2 ziskdme mnohorozmérny medidn 7, se zmensujici se hod-
notou « se pro pevné s a M-kvantil vzdaluje od medianu. Pripomenme, ze
takto definovany medidn (a potazmo M-kvantily) neni afinné ekvivariantni.

14 Jak uvidime déle, s touto nucenou konvexitou se nedokazeme tiplné ztotoznit. Stejné
jako s Zddouci vlastnosti hloubky VIII—v tom ale nejsme ojedinéli.
5 Existuje-li prvni moment ndhodné veliciny X
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Obrézek 12: Uroviiové mnoziny.

Na M-kvantily je navazana hloubka
H(P,z) =sup{a:z & {qp:(P);|ls| =1,8 > a},a €[0,1/2]}. (10)

M-kvantily se pravdépodobné poprvé objevuji v praci [2]. Poté jsou roz-
vijeny v ¢lancich [7, 3] a také u néds v prispévku [19] a v diplomové praci [17].
Velmi dukladny rozbor teoretickych vlastnosti M-kvantili a obecnéjsich
M-parametru mnohorozmérnych rozdéleni 1ze najit v ¢ldnku [23].

Pripomenme, ze M-kvantil je funkci sméru s a necentrality «. Praktické
pokusy ukazuji, ze empirické M-kvantily ¢, s pro pevné s a pro a € [0,1/2]
nelezi na pifmce od stfedu. V mnoha piipadech existuji dva ruzné sméry s
a t a hodnota a takové, ze empirické kvantily z, ¢n,s @ ¢q,+ lezi na pifmce,
tedy kvantilova kontura muze bijt zacyklend.

3.2.7 Mnoziny minimalnich objemt Posledni z mnoha definic hlou-
bek, které si ukazeme je zalozena na wurovriovych mnoZindch. Pfipomenme, ze
pro libovolnou funkei f : RP — R definujeme troviiové mnoziny' funkce f

Lo=Lu.(f)={x €RP: f(z) > a},a € R.

Hlavni vyhoda tdrovitovyrch mnozin je ziejm4. Bud X p-rozmérny ndhodny
vektor s absolutné spojitym rozdélenim P s hustotou v (z). Uvazujeme-li
uroviiovou mnozinu L, (1)) hustoty 1, pak plati

Ap(Lg) = min{\,(B); P(B) = P(L,)},

kde A, je p-rozmérna Lebesgueova mira. Proto hovoiime o mnoZindch mi-
nimdlniho objemu'” v néjaké tiidé mnozin, v tomto pifpadé mezi mnozinami
s danou pravdépodobnosti.

Hloubka bodu muze byt definovéana jednoduse jako hodnota hustoty v da-
ném bodé. Je viak vhodnéjsi definovat hloubku tak, aby byla v rozmezi [0, 1].

16 Anglicky termin je level-sets
17"Minimum volume sets
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Definice 9. Bud’ P absolutné spojité rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou 1.
Oznacéme Lq,a > 0 drovniové mnoziny hustoty 1. Definujme hloubku

H(P,z) =1—-min{P(Lq);z € Lo} =1 — P(Ly(z))-

Mé-li rozdélen{ P jeden modus (ptipadné vice stejné velkych modu, které
dohromady maji pravdépodobnost 0), pak modus je nejhlubsim bodem a jeho
hloubka je 1. Body mimo nosi¢ hustoty maji zfejmé hloubku 0. Jak je zfejmé
i ze schematického obrazku 12, nemusi byt centralni mnozina miniméalniho
objemu ani souvisla, natoz konvexni.

Empirickd verze troviiovych mnozin je vétSinou zalozena na vhodném
odhadu hustoty. Od vlastnosti téchto odhadu se odvijeji i vlastnosti empirické
hloubky, zejména moznd afinni invariance a asymptotické valstnosti. Tomuto
problému byla vénovdna fada praci, napiiklad [1, 40, 35].

3.3 Dvé tvare hloubky: tfidéni podle definice a podle
vlastnosti

Hloubkova funkce muze byt zalozena na nékolika ruznych napadech, pricemz
jsou vzdy zduraznény jiné globalni a jiné lokalni vlastnosti rozdéleni. Mezi
jednotlivymi ptistupy k hloubce nelze zcela libovolné prechézet, jedna neni
specialnim piipadem druhé, tézko by se hledalo zobecnéni zastiresujici ruzné
pristupy k hloubce. D4 se tedy tici, ze pii definici hloubky muzeme sledo-
vat pravdépodobnost néjakych ttvaru s referenénim bodem z (poloprosto-
rové hloubka), pravdépodobnost, ze z je pokryto néjakou mnozinou (sim-
plexovd hloubka), polohu z vuéi ostatnim bodum (L; hloubka, konvexni
slupky), fesit optimalizaéni dlohu (M-kvantily), vézat hloubku piimo na hus-
totu v daném bodé (droviiové mnoziny), nebo si vymyslet spoustu dalsich
konceptu. V kazdé této tfideé lze volit rizné varianty zakladni definice. Misto
nahodnych simplexu muze jit o ndhodné elipsoidy, misto poloprostoru o jiné
utvary (kuzele, pasy, ... ), zohlednit vzdélenost, zavést vahy.

Kromé rozttidéni hloubek na zakladé jejich definice 1ze také posuzovat
jejich jednotlivé vlastnosti. Pro stejnou tiidu hloubek se chovani hloubkové
funkce muze velmi lisit podle zvolené varianty definice. Typickym piikladem
byva afinni invariance, méné casto kvazikonkavita. Také konzistence empi-
rické hloubky se odviji od faktu, zda pouzita definice spliuje predpoklady
nékterého ze stejnomérnych zdkonu velkych ¢isel (pro asymptotickou norma-
litu pak ngjaké funkciondln{ centrdln{ limitn{ véty), které mohou byt nalezeny
napiiklad v [12, 48].

3.4 Jaké vlastnosti ma mit idealni hloubka?

Vyse jsme uvedli Serflinguiv seznam vlastnosti, které by méla spliiovat kazda
hloubka, hloubkova funkce.

Zacénéme bodem I, afinni invarianci. Vzhledem k tomu, ze hloubka pouka-
zuje na centralni oblasti a kvantilové kontury, coz jsou parametry polohy mno-
horozmeérného rozdéleni, je pozadavek afinni invariance prirozeny. Dodejme
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jesté, ze v jednorozmérném piipadé jsou kvantily ekvivariantni vuéi ryze mo-
noténnim transformacim (potazmo na kvantilech zalozend hloubka (1) je in-
variantn{). Obdoba takové vlastnosti nenf ve vice rozmérech obecné mozna'®.

Afinni invariance az na vyjimky plati pro otoceni, pireklopeni, posunuti.
Problém nastéva, jestlize zvolend transformace meéni ruzné méritko jednot-
livych os. Tim se totiz méni ihly mezi vektory a hloubka jejiz definice néjakym
zpusobem 1ihly mezi vektory zahrnuje, nemuze byt vuéi této transformaci in-
variantni. Typickym ptikladem je L; hloubka, ale i M-kvantily.

Asi nejvetsim zklamanim je skutecnost, ze pfirozeny kandiddt na mno-
horozmérny medidn, hodnota minimalizujici stfedni £1 odchylku E||X — al|y
nend afinné ekvivariantni'®. Proto existuji riizné postupy, jak definovat afinné
ekvivariantni median zalozeny na miniméln{ stfedni £, odchylce. Castym po-
stupem je standardizace dat, vypocet medianu a néslednd zpétnd transfor-
mace, viz napiiklad [5].

Pokud tedy hloubkova funkce neni afinné invariantni, doporucuje se zacit
vypocet hloubky vhodnou standardizaci dat?® a uréenim kvantilovych kontur
pro standardizovand data. Poté pomoci zpétné transformace uréime hloubku
a kvantilové kontury pro puvodni rozdéleni. Moznych FeSeni je spousta, vétsi-
na je zalozena na takové transformaci, aby standardizovand data méla shodny
parametr méritka pro vSechna marginalni rozdéleni a aby byla nekorelovana.
Této problematice se vénuji napiiklad ¢lanky [5, 6, 18].

Vlastnosti II a IIT hovoii o néjaké symetrii rozdéleni kolem bodu s € RP.
Bod, kolem kterého je rozdéleni symetrické ma byt nejhlubsi. To je urcité
rozumny pozadavek. Néekdy ale jsme pred tézkou volbou, zda bod, ktery neni
bodem symetrie, ale pfesto k nému mé v néjakém smyslu blizko, ma ¢i neméa
byt nejhlubsim bodem. Tato situace je ilustrovdna na obrazku 13. Obrazky
znazornuji nosice absolutné spojitého rozdéleni, pricemz predpokladame, ze
hustota klesa stejné ve vSech smérech od vyznaceného modu. V levém sloupci
vidime dvé situace, kde rozdéleni neni sttedové symetrické, ale presto bychom
oba vyznacené body mohli povazovat za nejhlubsi. V pravém sloupci obraz-
ku 13 jsou dveé stiedové symetrickd rozdéleni pro kterd vyznacené body bez
vahani oznac¢ime za nejhlubsi.

Vlastnost IV, klesani podél paprsku, probereme spolu s konvexitou, se
kterou c¢asteéné souvisi. Zanedbatelnost hloubky v nekoneénu, vlastnost V,
je pro rozdéleni nahodného vektoru také ptirozenym pozadavkem.

7 naseho hlediska je nejvice diskutabilni vlastnost VIII, kvazikonkavita
hloubky. Jedna se o velmi oblibenou vlastnost, ktera je jako pozitivni vy-
zdvihovana u nejcastéji pouzivanych hloubek. Je ale zfejmé, ze pro troviové
mnoziny je konvexita centralnich oblasti dosazitelna jen ve specidlnich ptipa-
dech. Takze diktdt konvexity neni tak uplny, jak se zda.

180pét se potykdme s neexistenci linedrniho uspoifddéni a tedy s nemoznosti definovat
rozumné ryzi monotonii zobrazeni z RP do R.

19 Afinné ekvivariantn{ nenf ani, na prvni pohled téz pfirozeny, medidn po slozkéch, tedy
vektor marginalnich mediant.

20Coz byva vhodné afinni vzdjemné jednoznaéné zobrazeni
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Obrézek 13: Nejhlubsi bod a stfed symetrie.

V préci [10] autofi navrhuji uvazovat unimodélni hvézdicovité rozdélent
a nahradit konvexni konfidenéni mnoziny mnozinami hvézdicovitymi. Pri-
pomenme, ze absolutné spojité unimodalni rozdéleni s modem v bodé 0 je
hvézdicovité kolem nuly, jestlize pro jeho hustotu f plati

0<s <t<oo= f(tr) < f(sz)

pro vSechny body x € RP. Mnozina M je hvézdicovitd vuéi bodu x, centru
hvézdicovité mnoziny M, jestlize plati

yeM=xyC M,

kde Ty znad¢f dsecku s koncovymi body x a y. Autori [10] navrhuji najit nej-
vhodnéjsi tvar konfidenéni mnoziny C' mezi vemi hvézdicovitymi mnozinami
se spoleénym centrem (modem rozdéleni) a poté konstruovat centralni oblas-
ti zvétSovanim a zmenSovanim optimalni mnoziny C. Za zminku stoji, ze
vsechny takto zkonstruované konfidenéni mnoziny maji stejny tvar.
Samoziejmé nechceme zpochybnovat opravnénost konvexnich centralnich
oblasti. Jsou pripady, kdy se jednd o nezpochybnitelnou volbu. Naptiklad
pro mnohorozmérné normélni rozdéleni bychom c¢ekali, ze vSechny definice
hloubky povedou ke zndmym (a stejnym) elipsoidum. Domnivédme se ale,
ze by kvazikonkavita hloubky, tedy konvexita centralnich oblasti, méla byt
pozadovéna jen v odivodnéngch pripadech®'. Na obrazku 14 je znizornéno,

21Jinak jsme svddéni k domnénce, ze kvazikonkavita hloubky je pouze z nouze ctnost,
protoze vychdazi u vSech hloubek z hlavniho proudu
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Obrazek 14: Konvexni a hvézdicovitda mnozina.

jak nucené konvexni tvary centralnich oblasti mohou obsahovat zbytecéné
mnoho hluchyjch mist. V uréitych pripadech nezbyva nez uznat, ze mno-
horozmeérné prostory nabizeji bohatsi geometrii nez jednorozmérny. Proto se
priddvame k nézoru, ze je vhodné uvazovat bohatsl mnozinu tvaru, nez jsou
konvexni mnoziny.

Opustime-li tedy pozadavek konvexity centralnich oblasti, musime se za-
myslet zda tento pozadavek néjak nahradime. DasGupta a spol. navrhuji
pouzivat hvézdicovité mnoziny, tedy zachovat alespon vlastnost IV, pokles
hloubky podél paprsku (navrhuji ale pouzit jeden tvar mnoziny pro vsechny
centralni oblasti daného rozdéleni, coz je hodné omezujici pozadavek vznikly
snad z vypocetné-optimalizaénich duvodu). Na druhé strané stoji droviiové
mnoziny, které mohou mit zcela libovolny tvar, nemusi byt ani souvislé, ne-
musi byt dokonce ani oteviené, ani uzaviené (nespliuji tedy apriori pozadav-
ky IV, VI a VIII). Z analogie k jednorozmérnym kvantilim se pfirozenym
pozadavkem ukazuje souvislost centralnich oblasti, alespon v piipadech uni-
modalnich rozdéleni??. V kazdém pifpadé pro obecnd rozdéleni se nezda byt
vhodné omezovat mozné tvary centralnich oblasti. SpiSe je podstatné vybrat
hloubkovou funkci, kterd z rozdéleni zachovd a zvyrazni ty vlastnosti, které

zkoumame?3.

4 Smérové hloubky

Chceme-li rozsitit mozné tvary centralnich oblasti na hvézdicovité mnoziny,
musime se zamyslet nad definici hloubky, kterd tuto vlastnost zaruci. Vyse
jsme uvedli, ze v ¢lanku [10] se hledd optimdlni tvar hvézdicovité mnoziny

22Tato vlastnost je pro unimodalni rozdéleni troviiovymi mnozinami pochopitelné
splnéna.
23Volba metody je dost subjektivni—to by nds nemélo ve statistice pfekvapovat.
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pro dané rozdéleni. Existuje vsak definice hloubky, ktera piimo vede na
hvézdicovité mnoziny a navic a centralni oblasti mohou mit pro rizna o
velmi odlisné tvary. Jedna se o smérovou hloubku.

4.1 Smeérova hloubka na primkach

Ve svém c¢lanku [52] definuje Wei smérové kvantily pomoci rozdéleni na
primkéch prochézejicich stredem.

Definice 10. Uvazujme absolutné spojité rozdélent pravdépodobnosti P na RP
a jeho hustotu f. Bud S mnohorozmérny medidn rozdéleni P. Pro libovolnou
primku | tvaru | = S +tx, t € R, kde x = (z1,22,...,2p) je vektor délky 1
a x, >0 (I prochdzi bodem S, x sméruje na ,sever®) definujme podminénou
hustotu fi(t) na R jako hustotu podminéného rozdéleni redlného parametru t
za podminky, Ze X = S + tx (X lezi na prémce 1). Pro (jednorozmérné)
rozdéleni s hustotou f; najdeme /2 kvantil g, 2(1) a 1—a /2 kvantil gy_q 2(1).
Body S + qo2(l)x a S+ q1—q/2(l)x tvori a smérové kvantily pro pifmku I.
MnoZina vsech smérovijch o kvantili tvori o kvantilovou konturu.2*

Vsimnéme si, ze smérové kvantily samy o sobé nedefinuji stied. Ten musi
byt dodan zvenci.

Samotnd definice smérovych kvantili, tedy pomoci podminénych rozdé-
leni na piimkéach, je afinné invariantni. Piimka zustane piimkou a poradi
bodii na pifmce se bud’ zachovd, nebo pfevrati. Pro afinn{ invarianci je tedy
rozhodujici afinni invariance navrzeného stiedu. Wei navrhuje pouzit mno-
horozmeérny medidn, ktery obecné afinné invariantni neni, proto doporucuje
nejprve provést standardizace diskutované vyse.

Smeérové kvantily na pfimce maji jednu zdsadni nevyhodu. Pro jednotlivé
pifmky je medidn ¢y /5(-) totozny se stfedem S jen velmi vyjimecné (v piipadé
stfedoveé symetrickych rozdélen{). Muze se proto snadno stét, ze oba kvan-
tily, ga/2(l) a qi_q/2(l) lezi vici stiedu S na stejné strané piimky [. Tim
dochazi k nevhodnému zacykleni kvantilovych kontur, coz je jen velmi obtizné
vysvétlitelny fenomén. Zejména postaveni stiedu S je v tomto pripadé znacné
podivné.

Dalsi otazkou je, jak pocitat smérové kvantily pro empirickd rozdéleni.
V tomto ptipadé skoro vSechny pifimky neobsahuji zadné pozorovani. Pro
urceni smérovych kvantila proto musime pouzit néjakou lokalni metodu.
Nabizi se nahradit kvantily na piimce néjakym odhadem kvantilu na okoli
zkoumané primky. Jinou moznosti je nejprve odhadnout rozdéleni, naptiklad
pomoci jadrového odhadu hustoty, a poté spocitat smérové kvantily pro od-
had hustoty. V kazdém ptipadé na volbé metody zavisi, zda empirické smérové
kvantily budou afinné invariantni, ptipadné konzistentni.

24 Autor doufs, Ze zde pFesné vystihl vyznam trochu végnéji napsané definice, kterou lze
najit v puvodnim ¢lanku.
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Obrazek 15: Nezacyklena a zacyklena kvantilova kontura.

Pokud nedochézi k zacykleni kvantilovych kontur, jsou smérové centralni
mnoziny prirozené hvézdicovité. V opacném piipadé pochopitelné nikoliv.
V ¢lénku [52] autor navrhuje zacyklenou oblast pridat do centralni mnoziny,
¢imz se odstrani (?!) uvedeny defekt a centrdlni mnozina je hvézdicovita.
Stied S v kazdém piipadé zustdva na hranici vSech zacyklenych kvantilovych
kontur.

4.2 Polarni smérové kvantily—cykly u nas nevedeme

V diplomové préaci [17] se objevuje jind definice smérového kvantilu. Tentokrat
se nebudeme divat na primky prochazejici sttedem S, ale na polopiimky,
kterym je S pocatkem.

Definice 11. Uvazujme absolutné spojité rozdélent pravdépodobnosti P na RP
s hustotou f. Bud' S mmnohorozmérny medidn rozdéleni P. Pro libovolnou po-
loprimku m tvaru m = S +tx, t > 0, kde ||z|| = 1 definujme podminéné
rozdéleni fn,(t) jako podminéné rozdéleni P za podminky, Ze X leZl na po-
lopTimece m. Pro (jednorozmérné) rozdéleni s hustotou f,,l najdeme 1 — «
kvantil q1—o(m). Body S 4+ q1—o(m)z tvori 1 — a smérové kvantily pro po-
loptimku m. MnoZina vsech smérovych 1 — « kvantilu tvori 1 — a kvantilovou
konturu.

Ekvivalentni a nazornéjsi je definice poloprimkového kvantilu pomoci po-
larnich souradnic vudi stiedu S.

Uvazujme absolutné spojité rozdéleni pravdépodobnosti P na RP s hus-
totou f. Bud S mnohorozmérny median rozdéleni P. Pfeved me ndhodnou
velicinu X s rozdélenim P na ndhodnou velicinu Z = (D, A) vyjadiujici hy-
persférické soutadnice X vuci S. Konkrétné D > 0 je vzddlenost X od S
a A uréuje smér?® X od S. Pfevod do sférickych soufadnic v trojrozmérném
Euklidové prostoru lze piehledné nalézt napiiklad v [41].

25V hypersférickych soufadnicich se jednd o vektor thli ¢1 € [0,27), ¢; € [0,7),
1 =2,...,p— 1.
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Obrézek 16: Polopifimkovy smérovy kvantil a jeho vypocet pomoci polarnich
(hyperstérickych) souradnic.

Oznac¢me @ rozdéleni ndhodné veliciny Z, @ je opét absolutné spojité,
a oznacme g hustotu ) vuci Lebesgueové mire. Ozna¢me déle g, hustotu
podminéného rozdéleni @, vzddlenosti D pii podmince A = a.

Definice 12. Polarnimi kvantily rozdéleni P vici stiedu S rozumime kvantily
podminényjch rozdéleni Q..

Poldrni a kvantil ve sméru a, oznaceny q1—q(a), je definovany jako 1 —
kvantil jednorozmeérné ndahodné veliciny D za podminky A = a.

Po pieveden{ hypersférickych souradnic (¢1-(A4), A) zpét do kartézskych
dostaneme stejné kvantilové kontury jako v definici 11. Z praktickych duvodu
davame prednost definici 12, protoze nazorné ukazuje cestu k vypoctu, viz
obrazek 16.

Stejné jako v pripadé primkového smérového kvantilu, i polarni smérovy
kvantil je afinné ekvivariantni, je-li afinné ekvivariantni volba stiedu S. Diky
polarnim soufadnicim je mozné pomérné snadno pocitat podminéné kvantily
¢1—-a(a) ve sméru a i pro empirickd rozdéleni. Tato definice pifmo vybizi
k pouziti regresnich kvantili, které v tomto piipadé musi byt ve spravném
smyslu periodické. Vice o tomto pifstupu lze nalézt v diplomové préci [26],
piipadné v tomto svazku v piispévku [27].

Centralni oblasti polarnich kvantilu jsou z definice pfirozené hvézdicovité
vuéi stredu S.

4.3 Porovnani obou pristupu

V obou piipadech se smérovymi kvantily spojujeme prirozené definovanou
smerovou hloubku. Pro piimkové smérové kvantily ji 1ze pro bod z lezici na
piimce | = S + tz definovat jako

H(P,z) =sup{a:x €[S+ qa/2()2, S + q1—a/2(1)2]}. (11)
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V pripadé polarnich smérovych kvantili je pro bod x lezici ve sméru a od
sttedu S hloubkou hodnota

H(P,x) = sup{a: | - S|| < qi—a(a)}. (12)

Jinymi slovy, bod = méa hloubku H(P,z), jestlize na piimce (polopiimce)
spojujici x a S lezi uvnitt kazdé 1 — h kvantilové kontury pro h < H(P, ).

Velkou vyhodou smérovych kvantilu je fakt, ze lze pfimo urcovat 1 — «
centralni oblasti. To vyplyva z faktu, ze z podminénych rozdéleni ve smérech
(na primkéch, nebo v poldrnich soutadnicich) uréuje obycejné jednorozmérné
kvantily, proto oblast vymezena kvantily pro dany smér m& pravdépodobnost
1 — a a diky vété o upiné pravdépodobnosti ma prislusnd centrdlni oblast
pravdépodobnost 1 — «. Pro empirickou verzi toto plati samoziejmé jen
priblizné. Tato vlastnost je velmi vyjimeénda, u vsech ostatnich uvedenyjch
hloubek je nutné postupovat opa¢né. Pro uroviiové mnoziny hloubkové funkce
nejprve urcime pravdépodobnost, za centralni oblast vybereme tu troviiovou
mnozinu, kterd ma predepsanou pravdépodobnost.

V obou pripadech se jednd o vypocetné pomérné jednoduché postupy.
Domnivame se, ze nas postup pomoci polarnich souradnic je dokonce na-
zorngjsi a pifmocary. Jediné, na¢ musime upozornit u polarnich kvantilu je
nutnost periodicity (vice v [26, 27]).

Smeérové kvantily jsou teoreticky afinné ekvivariantni. V obou piipadech
ale tato vlastnost zdvisi na volbé stfedu S (viz vyse). Afinni invariance
hloubky neplati pro empirické verze, nebot je nutné nahradit pifmky (po-
lopifmky) oblastmi s nenulovou Lebesgueovou mirou. Zvolime-li takovou
oblast pevné, nemuze byt afinné ekvivariantni. Proto lze doporucit vhod-
nou standardizaci ndhodného vybéru predtim, nez pristoupime k vlastnimu
vypoctu hloubky.

Na polarnich smérovych kvantilech je dobte vidét, ze konzistence hloubky
je spjata s konzistenci jednotlivych odhadu. Konzistentni musi byt odhad
sttedu, odhad regresnich kvantilu a, v ptipadé standardizece, odhad standar-
dizacni transformace. V ¢lanku [52] je konzistence uvedena jako zrejmd.

4.4 Volime stred

Jak zvolit ten nejvhodngjsi stfed pro smérové kvantily? Wei [52] navrhuje
pouzit afinné ekvivariantni verzi mnohorozmérného medidnu (minimalizuji-
cfho stredni £ vzddlenost). V tom piipadé ale potiebujeme predpokladat
existenci kone¢ného prvniho momentu. Navic pro nekonvexni nosi¢ rozdéleni
nemusi mnohorozmérny medidn byt uwvniti nosice. Idealni kandidat na stied
smérovych kvantili by ale mél byt obklopen oblasti s nenulovou pravdépo-
dobnosti ve vSech smérech. Z podobnych duvodu nemusi byt vhodnym kan-
diddtem ani nejhlubsi bod v poloprostorové hloubce, pripadné v Ly hloubce.

Zatimco pii pouziti piimkovych smérovych kvantilu stfed mimo nosi¢
rozdéleni vede vzdy k zacykleni (vSech) kvantilovych kontur?®, pro poldrni

26K zacyklenf mtize dojit i v piipadé, kdy stfed je uvnitf nosice
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Obréazek 17: Polopiimkovy smérovy kvantil; stfed je na hranici vsech
centralnich oblasti.

smérové kvantily k zacykleni nemuze dojit ani v tomto pripadé. Presto pre-
chod k polarnim kvantilim neni vSespasny. Stale zustava faktem, ze polarni
smérové kvantily jsou vhodné pro hvézdicovitd rozdéleni. Nemuze sice na-
stat zacykleni kvantilové kontury, ale stfed muze stale byt na hranici vsech
centralnich oblasti. Na obrézku 17 je proto znazornéno rozdéleni na bandnu,
klasicky priklad odhalujici slabiny mnoha hloubek.

Svétle sedd oblast neosahuje zadné hodnoty ndhodné veli¢iny, presto je
zahrnuta do v8ech centralnich oblasti. Stfed je na hranici vSech centralnich
oblasti (je obsazen ve vSech kvanitlovych konturdch). Problém je zjevné ve
volbé stiedu?”. Pfitom mnozina na obrézku 17 hvézdicovitd je viiéi mnoha
bodum (coz sice neznamend, ze i rozdéleni s timto nosicem je hvézdicovité,
ale predpoklddejme, Zze ano), takze by vhodnym stfedem mohl byt néktery
z téchto bodu.

V mnoha situacich by se nejlépe hodil modus rozdéleni. Modus se ale
nesnadno hled4 a, coZ je podstatnéjsi, nemusi byt jediny?®.

Ve standardnich piipadech symetrickych rozdéleni je vesmeés jedno, kte-
rou hloubku zvolime pro hledani stfedu—mnejhlubsiho bodu. Jsou ale situace,
kdy nemuzeme ftici, ktery stfed je ten pravy. Snad by stélo za uvahu pouzit
pro hledéni vhodného stiedu podobny postup, jaky je v ¢ldnku [10] navrzen
pro hledédni vhodného tvaru hvézdicovité mnoziny. Vybrat stied (definuje
pifslusnou hloubku a kvantilové kontury) podle néjakého vhodného kritéria
pro (vybrané) centrélni oblasti.

27 Ale co délat, kdyz napiiklad medidn po slozkéch, nebo poloprostorové nejhlubsi bod
takto vyjde?

28Modus ovéem miuze také lezet na hranici nosice, jako je tomu napiiklad pro expo-
nencialni rozdéleni
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Nezbytnost dosadit zvendi stied S do definice smérové hloubky muze vést
ke zvysSeni vypocetni naro¢nosti. Na druhou stranu, ani pti pouziti poloprosto-
rové hloubky neni nutné poéitat hloubku wsech bodu k urceni nejhlubsiho
bodu. Mezi rychlé algoritmy vypoctu empirického nejhlubsiho bodu patii
naptiklad postup popsany v ¢lanku Jiftho Matouska [36].

Poznamka 2. Smérovd hloubka se hodi zejména na rozdéleni hvézdicovitého
typu. Oproti kvazikonkdvnim hloubkdm dostaneme Sirsi tridu moznych tvari
centrdalnich mnozin.

Presto v nékteryjch pripadech muzeme potrebovat jeste flexibilnéjsi tridu
moznych centralnich oblasti. Napriklad pro smést rozdéleni. Nechceme-li pri-
tom pouZivat drovriové mnoziny, musime néjakym zpusobem lokalizovat né-
kterou z klasickijch definic hloubek.

5 Zobecnéni poloprostorové hloubky—vazena hloubka

Puvodné tato hloubka vznikla pfi hledani vhodného stfedu pro smérovou
hloubku. Ukézalo se ale, ze méa nékteré necekané, ale zajimavé vlastnosti,
viz [20, 50, 51]. Zejména ocenujeme moznost volit mezi zvyraznénim ¢i po-
tlacenim lokalnich a globalnich vlastnosti zkoumaného rozdéleni.

5.1 Definice
Nejprve definujme vahovou funkci.
Definice 13. Funkce wy : RP — [0,00) takovd, Ze wy(xz) = 0 pro xz €

{(z1,...2p);2p, <0} se nazyvd vihovd funkce hloubky. Oznacme ddle
w_(z) = wy(—x).

Z mnoha duvodu se vyplati pouzivat jen rozumné vahové funkce. Na-
priklad takové, Ze jejich hodnota zdvisi na wzddlenosti podél osy z, a na
vzdalenosti 23 + ... 27 ; od osy x,. Tedy
w+($17~-~7$p—1,$p)Zw($%+"'+$§_1v%)a (13)

coz je pozadavek urcité silné symetrie funkce w, okolo osy z,. Slabsim
pozadavkem je symetrie vahové funkce hloubky

Wi (21, T2, .., Tpo1,Lp) = Wi (—T1, —T2, ..., —Tp_1,Tp). (14)

Nékdy je vhodné predpokladat také smérovou homogenitu vahové funkce
hloubky

W (1, .oy Tp_1,Tp) = Wi (T1,...,Tp_1,kxp), pro véechna k >0, (15)
pripadné whlovou homogenitu ve tvaru

W (21, ..., Tp_1,Tp) = wi(kxq, ..., kxp_1,kzy), pro véechna k > 0. (16)
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Obrazek 18: Vypocet vazené hloubky bodu x minimalizaci ptes vSechny orto-
normalni transformace rozdéleni.

Nebudeme-li vahovou funkci specifikovat, budeme déle pozadovat jeji syme-
trii, po éastech spojitost a w4 (0,...,0,2,) > m > 0 pro x, > 0. Piikladem
vhodné vahové funkce muze byt napriklad pdsovd vahovd funkce

w+<w>={1 S et < by 20 (1)
0 jinak.
Péasova vahova funkce je ziejmé silné symetrickd a smérové homogenni ve
smyslu (13) a (15).

Vektor (0,0,...,0,1) ma tlohu sméru, kterym je zobecnénd poloprosto-
rové hloubka orientovédna. Ozna¢me O, mnozinu vsech ortonormdlnich trans-
formacti (zachovavajicich vzdélenosti a ihly) prostoru RP.

Definice 14. Bud’ P rozdéleni pravdépodobnosti na prostoru RP a w, vhodnd
vahovd funkce hloubky. Definujme hloubku bodu x jako

Epwy (A(X —z))

D(P,z) = A2 T (AX — )’

(18)

kde podil 0/0 definujeme jako 1.

Na obrazku 18 je zndzornén postup pocitani vazené hloubky. V bodé x je
pocitana hloubka s vyuzitim védhovych funkef wi a w_. Provedeme vSechny
ortonorméln{ transformace které nezmeéni bod x (na obrazku je zndzornéno
otoceni bodu y a celého rozdeéleni) a pro kazdou takovou ortonormalni trans-
formaci A spoéitame podil vah Epw, (A(X —z))/Epw_ (A(X — z).

Takto definovana hloubka je invariantni vaéi posunuti i rotacim. Obecné
vsak afinné invariantni neni, protoze definice vahové mnoziny v sobé obvyk-
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Obrazek 19: Zavedeni vah do poloprostorové hloubky kazi afinni invarianci.

le zahrnuje (byf skryté) dhly mezi vektory. Napifklad pasovd hloubkova
funkce (17) nemuze definovat hloubku invariantni vaéi riznému prendsobeni
o0s, viz obrazek 19. Proto doporucujeme pouzit opét standardizaci pomoci
vhodné transformace a teprve poté volit vhodnou hloubkovou funkeci a pocitat
hloubku.

5.2 Zakladni vlastnosti a volba hloubkové funkce

Na rozdil od vétsiny hloubek nemusi existovat pravé jeden bod s nejveétsi
véazenou hloubkou. V tom je vazenda hloubka podobnd troviovym mnozinam.
Centralni oblasti nemusi byt ani konvexni, ani hvézdicovité, ba ani sou-
vislé mnoziny. Na druhou stranu, pii volbé vhodné hloubky (symetrické,
pifpadé jesté homogenni) lze snadno ukdzat, ze stred symetrickych rozdélen{
(piipadné anguldrné symetrickych rozdéleni) je jedinym nejhlubsim bodem.
V pripadé sttedové symetrickych rozdéleni je i vazend hloubka stfedové sy-
metrickd za predpokladu, ze vdhova funkce hloubky je symetricka.

Pro absolutné spojita rozdéleni a rozumné vadhové funkce je hloubka bodu
konzistentni. Rozumné vdahové funkce jsou takové, které jsou dostatecné spo-
jité (po ¢dstech spojité) a spravné méritelné. pifkladem muze byt funkee (17),
pripadné néjaka jeji spojitd verze. Toto plati az na nékteré patologické pri-
pady bodu na hranici nosi¢e hustoty pii nevhodné zvolené vdhové funkci.
Ukézka nekonzistence je na obrazku 20%°. Pfedstavme si rovnomérné roz-
déleni na znazornéné mnoziné. Ptirozeny stied ve vrcholu kuzele teoreticky
mé, diky symetrii rozdéleni, hloubku jedna. Ale pro libovolny ndhodny vybér
z tohoto rozdéleni existuje pozorovani y takové, ze pri vhodném otoceni ne-
zasahne vahova funkce wy zadné pozorovani, zatimco vahova funkce w_
zaséhne prdvé pozorovani y. Empirickd hloubka vrcholu kuzelu je 0/n~! = 0
s pravdépodobnosti jedna, nemuze tak konvergovat k jedné.

29]Jde o dost podivny, az patologicky piiklad
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Obrazek 20: Vazena hloubka nemusi byt konzistentni ve vsech bodech. Teore-
ticky (vlevo) mé vrchol kuzelu hloubku jedna. Pro libovolné velky vybér ma
vrchol s pravdépodobnosti jedna hloubku nula (vpravo).

Jde ziejmé o velmi umély piiklad. Hloubka v8ech ostatnich bodu v tomto
pripadé konzistentni je. Zde se seSly dvé neblahé skutecnosti; stied (vrchol
kuzelu) neni obklopen nosi¢em ze wvsech stran a véhové funkce wy s w_
nepokryvaji dohromady Zddné okoli bodu 0, jen vyse¢ tohoto okoli. Bud' se
tedy smifime s tim, ze hloubka nemusi byt konzistentni na hranici nosice,
nebo zavedeme pozadavek lokdlniho pokryti vihové funkce. Tento pozadavek
Ize vyjadiit formalné

Ir >0, e >0 tak, ze ||z| <r,zp, > 0= wi(zr) >e>0. (19)

Celkové lze tici, ze vazena hloubka oproti poloprostorové hloubce zvy-
raznuje lokalni vlastnosti rozdéleni. Z toho plyne i navod, jak volit vahovou

funkci. Volbou
1 x,>0,
wy(z) = {O g
T, <0

dostavame ekvivalent poloprostorové hloubky. Cim vice zuzujeme nosié
hloubkové funkce k ose x,, (viz napiiklad vézend hloubka (17)), tim vice vy-
zdvihujeme lokalni vlastnosti rozdéleni. Na druhou stranu, empirickd vazend
hloubka pocita jen s pozorovanim, které padne do nosice vahové funkce. Ne-
spojitd vahové funkce mé podobné dopady jako nespojité jadro v odhadu hus-
toty. Proto lze, zejména pro mensi rozsahy vybéru, doporucit vahové funkce
spojité v RP~1 x RT.

5.3 Priklady rozdilt mezi poloprostorovou a vazenou
hloubkou

Zamérme se na situace, kdy vazena hloubka davé podstatneé jiné vysledky nez
poloprostorova hloubka. Pouzijme véhovou funkci (17). Piipomerime, ze ¢im
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Obrazek 21: Centrélni{ oblasti vézené (vlevo) a poloprostorové (vpravo)
hloubky pro rovnomérné rozdéleni na ¢tverci.

vétsi hodnotu h v (17) volime, tim vice se vazend hloubka blizi poloprostorové
hloubce a naopak.

Na obrazku 21 vidime schematicky znazornéné centralni oblasti pro rov-
nomérné rozdéleni na ¢tverci [0,a]?. Volbou vdhové funkce (17), kde h je
relativné malé vuci délce strany a (napifklad h = a/20) dostdvame obréazek
vlevo. Na prvni pohled centrdlni oblasti vdzené hloubky mnohem vice kopiruji
tvar nosic¢e hustoty. Zaobleni v rozich jsou zpusobena volbou §itky pasu h.
Standardni poloprostorova hloubka (vpravo) vede na centréln{ oblasti, které
jsou, protoze jde o rovnomérné rozdéleni, stejné velké v Lebesgueové mite
jako odpovidajici centralni oblasti vazené hloubky. Tvar centralnich oblasti
je hodné promeénlivy a jen pomalu se ptiblizuje nosi¢i hustoty. Pripomenme,
7e iroviiové mnoziny jsou v tomto pifpadé jen tii, jmenovité 0, [0,a]? a R2.

Rovnomérné rozdéleni neni moznd tplné typické. Na obrazku 22 mame
schematicky naznaceny centralni oblasti pro dvourozmérné rozdéleni s expo-
nencidlnimi margindlami a nezdvislymi slozkami. Pro porovnani jsou do-
plnény vybrané vrstevnice hustoty (hranice uroviiovych mnozin).

Véazena hloubka opét nabizi centralni oblasti, které jsou mnohem bliZe
struktutre hustoty rozdéleni. Tyto centralni oblasti se pfilis nelisi od irovino-
vych mnozin naznacenych v obréazku. Centralni oblasti pro poloprostorovou
hloubku jsou prilis vypouklé a zbytecné objemné (v Lebesgueoveé miie), podle
naseho nézoru nejsou moc vhodné®’. Na tomto pifkladu je pékné vidét, pro¢
o vazené hloubce tvrdime, ze je kompromisem mezi uroviovymi mnoZinami
a poloprostorovou hloubkou.

Posledni ilustraci budiz piipad smési dvou normélnich rozdéleni.
Na obrazku 23 mame schematicky nakreslené vrstevnice dvou normalnich
rozdéleni, které kombinujeme s vahami 0,3 a 0,7. Uprostred a vlevo jsou na-
znaceny vrstevnice vazené, pripadné poloprostorové hloubky a jejich centralni
oblasti.

30Nikomu ale n4s nazor nevnucujeme. Volba hloubky a posuzovani jejich vlastnost{ je
velice subjektivni.
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Obrazek 22: Centréln{ oblasti vdzené (vlevo) a poloprostorové hloubky pro
dvourozmérné eponencialni rozdéleni. Carkované jsou naznaceny uroviové
mnoziny.

Obrazek 23: Centralni oblasti vazené (uprostied) a poloprostorové (vpravo)
hloubky pro smés dvou normélnich rozdéleni. Vlevo jsou naznaceny vrstevnice
obou slozek a jejich vdha ve smési.

Opét vidime jiz znamy fenomén. Vazena hloubka vice kopiruje hustotu,
centralni oblasti poloprostorové hloubky jsou konvexni a maji zbytecné velkou
plochu. Centralni oblasti vazené hloubky naznacuji existenci dvou oblasti,
podobné jako by tomu bylo u uroviovych mnozin. Zde se rysuje moznost
pouzit vazenou hloubku pro diskriminac¢ni a klasifika¢ni tcely.

Ptimo se nabizi otazka, zda mnozina vsech kvantilovych kontur, nebo ekvi-
valentné mnozina vSech centralnich oblasti, muze charakterizovat rozdéleni.
Pro poloprostorovou hloubku plati, viz [46], ze mnozina vsech empirickych
kvantilovych kontur charakterizuje nadhodny vybér, potazmo empirickou mi-
ru. Podobny vysledek je znam i pro nékteré dalsi hloubky. Specidlné pro zo-
noidy [24] a pro simplexovou hloubku [25]. Pro vdzenou hloubku jesté obdob-
ny vysledek nemame.
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6 Pouzivani hloubky

Hloubka se uplatnuje napiiklad v mnohorozmérnych obdobach neparamet-
rickych testu. Rozsdhlé shrnuti nabizi ¢lanek [31], ve kterém se lze docist
o popisnych statistikdch, obdobach zndmych QQ diagramu, nebo o mnoho-
rozmérné varianté krabicovych diagrami, slunecnich grafech®'. Jsou defi-
novany pojmy jako meéritko a rozptyl, sikmost, Spicatost coby obdoby zné-
mych charakteristik jednorozmérné ndhodné veli¢iny. Pomoci grafickych me-
tod jsou potom testovany hodnoty téchto charakteristik, piipadné porovna-
vany dva vybéry. Zde se naskytd mnoho ptilezitosti pro odvozovani dalsich
variant a verz{ neparametrickych mnohorozmérnych metod zalozenych na
usporadani hloubkou. Novéjsi vysledky Ize nalézt napiiklad v ¢lan-
cich 28, 33].

Dalsi z aplikaci hloubek je v oblasti klasifikace dat. Velkou vyhodou je
neparametrickd podstata hloubky, ¢ili klasifika¢ni kriteria nejsou zalozena
na (obvyklém) predpokladu normality. Vice informaci lze ziskat v ¢lén-
cich [15, 16, 22, 39].

Hloubka je ale zajimava i pro vyzkumniky v oblasti vypocetni geometrie.
Zajemcum doporucujeme http://www.cs.tufts.edu/research/geometry.
Zde lze nalézt také odkaz na software Depth Explorer [21]. Ten pokryva
zejména poloprostorovou hloubku a L; hloubku a v sou¢asné dobé by mél uz
byt i ve verzi pro Linux.

Posledni oblasti, kterou zminime, je uplatnéni hloubky pro funkciondlni
data, tedy pro nekonec¢nérozmérné vybérové prostory. V posledni dobé se
objevuje nékolik praci, zabyvajicich se touto problematikou, napti-
klad [8, 9, 34]. I zde je vyzkum teprve v pocétcich. Proto se domnivame,
ze v oblasti hloubky a jejich aplikaci je spousta zajimavych a nevyfeSenych
problému, které ¢ekaji, az se jich nékdo chopi.
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