NMAI059 Pravdépodobnost a statistika
Piirucka k pfednasce.
22. fijna 2019

Jak pouzivat tuto pfiruc¢ku. Jde o postupné vznikajici text, ktery ma obsahovat vSechny defi-
nice a véty z pfednasky. AZ na vyjimky bude obsahovat jen stru¢nd vysvétleni, dopliujici pfiklady,
dtikazy nemusi byt vSechny a tiplné. Proto tato p¥irucka nemuiZe nahradit Gi€ast na prednasce
a neni tak zamyslena.

Definice a véty se snazim pojmenovat a strukturovat co nejvice. Na pfednésce se pokusim to-
hoto drzet, ale zaroven se budu snazit vysvétlovat vyznam jednotlivych pojmi a jejich pouZzivani.
Zde by vSe mlo byt korektné (prestoZe preklepy se vyskytnou s pravdépodobnosti 1), zatimco na
pfednésce obcas dojde k chybé (nejsem robot) a pfipadné pouZiji intuitivni vyklad k lepsimu
pochopeni. Text mé slouZit hlavné k tomu, abyste méli k dispozici zékladni pozndmky a ty si
poté porovnali s poznamkami z pfednések.

Nékteré ¢asti textu jsou psdny malym pismem. To jsou €4sti, které pro prvni ¢teni pfedstavuji
dopliikkovou informaci. Je to proto, Ze plné matematicky rigor6zni vyklad by vyZadoval vétsi
rozsah pfednasky a vice pojm, nez je pro zakladni pochopeni v danou chvili nutné. Zajemci
o matematickou pfesnost a diikladnost tak nejsou ochuzeni, tyto poznambky si prectou a budou
o nich pfemyslet, ostatni se k nim vrati pfi druhém cteni pfirucky.

1. AXIOMY; PRAVDEPODOBNOSTN{ PROSTOR; NAHODNE JEVY

1.1. Axiomatika. Intuitivni vyklad pravdépodobnosti: NemtiZeme predem fici, jak néjaky po-

kus dopadne, ze zkuSenosti vime, Ze vysledek zavisi na mnoha faktorech a nemdme moZznost jej

presné vypocitat. Vysledek tedy chapeme jako ndhodny. Pravdépodobnost je mira ,Cetnosti“:

budeme-li opakovat stejny pokus za stejnych podminek a vysledky jednotlivych pokusii se navzdjem

neovlivriuji, pak podil jednotlivych vysledkii na celkovém poctu pokusti se bliZi teoretické pravdépodobnosti.
Takto o pravdépodobnosti uvazujeme intuitivné. Rigor6zni matematicky model v roce 1933

zavedl Andrej N. Kolmogorov.

Definice 1 (Pravdépodobnostni prostor). Méjme neprazdnou mnozinu 2 a na ni systém jeva
(podmnozin) F uzavieny na dopliikky a spocetna sjednoceni a navic 2 € F. Na F uvazujme
pravdépodobnostni miru P, tedy zobrazeni P : 7 — [0, 1] spliiujici

1) P(Q) =1

(2) pro libovolné po dvou disjunktni A, As, ..., A, € F plati

() - S

(konec€na aditivita)
(3) pro libovolné po dvou disjunktni A;, A, --- € F plati

(spocetna , neboli o-aditivita)

Pro tuto chvili jsme ponechali otazku F otevienou. Z definice vSak vidime, Ze je tfeba, aby sjednoceni po dvou
disjunktnich mnozZin z ¥ byla opét mnozina v F. Jsou i dal$i poZadavky na F, které spliuje o-algebra mnoZin.

Definice (o-algebra). Necht Q je neprazdna mnozina. T¥{du podmnoZin  oznacena JF nazveme o -algebrou pokud

1) DeFQeF.
2 Ae F=Q\AeF.
3) Al,AQ,-'-E}—:}UioilAiE]:.

Vidite, Ze kromé spocetné aditivity chceme jesté pritomnost dopliiku a celé mnoziny.
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Definice 2 (Klasicky pravdépodobnostni prostor). Bud  neprazdné kone¢nd mnozina, F =
29, Definujeme P(A) = % VA C Q. Potom (2, F,P) nazyvame klasicky pravdépodobnostni
prostor.

Definice 3 (Diskrétni pravdépodobnostni prostor). Bud Q neprazdné kone¢na nebo spocetna
mnozina, F = 2. Bud p : w — R takovd funkce, Ze p(w) € [0,1] Vw € Qa Y ., p(w) = 1. Dale
definujme P(A) = 3 _, p(w). Potom (2, F, P) nazyvame diskrétni pravdépodobnostni prostor.

Definice 4 (Reélny spojity pravdépodobnostni prostor). Bud (2 omezeny ¢i neomezeny realny
interval, F necht obsahuje vSechny oteviené i uzaviené podmnoiiny Q a jejich spocetna sjed-

noceni a doplﬁky Bud f w — R takova funkce, Ze f(w) > 0a [, f(w)dw = 1. Ddle pro A € F
definujme P(A) = [, f(w)dw. Potom (Q, 7, P) nazyvame realnyspoply pravdépodobnostni pro-
stor.

V poslednim piipadé miiZe byt 2 i podmnozinou R* pro k£ > 1.V tom pifpadé je nutné uvazovat ndsobné integraly.
Pro cely tohoto sezndmeni s pravdépodobnosti ndm budou stacit jen dvoundsobné integrély, ale rozsifeni neni tak
sloZité, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

1.2. Zakladni nazvoslovi a pocetni véty pro pravdépodobnost.

e w € () se nazyva elementdrni jev. A € F se nazyva ndhodny jev.
e Jestlize P(A) = 1, potom A je jev jisty.

o Jestlize P(A) = 0, potom A je jev nemozny.

e Je-li A ndhodny jev, pak A€ = Q\ A je doplrikovy jev jevu A.

Véta 1 (Zakladni vypocetni vzorce). Bud P pravdépodobnostni mira na F, tedy P kaZdému
ndhodnému jevu A priradi jeho pravdépodobnost.

(1) P(A)=1-P(A)VAeF

(2) A\ Be F: AC B,pakP(A) <P(B)aP(B\ A) =P(B)—P(A4)

Diikaz. Jednotlivé body:
(1) P(AU A°) = P(4)
miry P(2) =1, P(4
@ ACB=B=AU(B
P(B\ A) > P(A).

P(A°). Jelikoz A U A¢ = Q a podle vlastnosti pravdépodobnostni
P(A%) = 1.
N A°). To jsou dvé disjunktni mnoZiny. Potom P(B) = P(A4) +

+P(
)+

O

Dtilezitou vlastnosti pravdépodobnostni miry je jeji spojitost. My ji vyuZzijeme jenom v diikazu spojitosti distribu¢ni
funkce zprava, proto je zde uvedena jako poznamka.

Vezméme si systém {A4;}5°, C F takovy, ze A; C A;y1. Potom pro A = (72, A; piSeme A; ~ A afiikdme, Ze
systém {A;}5°, konverguje monoténné (vzhtiru) k A.

Analogicky systém, pro ktery plati A; O A; 1 konverguje monoténné (dol) k A = (72, A;, coZ zapisujeme A; \
A. Uvédomme si, Ze v obou pfipadech je A € F, protoZe F je o-algebra.

Véta (Spojitost pravdépodobnostni miry). Necht mdame {A;}52, C F takovou, Ze A; \, 0. Pak

1—> 00
Diikaz. Vime, ze P((:2; A;) = P(0) = 0. Toje ekvivalentnis 1 — P(((N2; 4:)¢) = 1 - P(U;2; Af) = 1. Dale vime, Ze
A; 2 Ay adiky tomu AS C A, |, tedy AF * Q. Nadefinujme si posloupnost By = A§, Bi11 = Af, | \ Af. Ziejmé
B; jsou disjunktni, [ J72, B = QaP(U;2, Bi) = P(Q) = 1aproto 3 72, P(B;) = 1. Posledni soucet rozlozime na
dva a pro n — oo dostaneme

=> PB)+ Y P(B
i=1 i=n+1
—_— ——
—1 —0
coZ je disledkem konec¢nosti a o-aditivity pravdépodobnosti. Z definice B; a z vlastnosti A; plyne P(U;, B;) =
P(UL; AS) =1 —-P(N7L, A;) =1 — P(Ay,). Vime, Ze leva strana konverguje k 1, tedy proto P(A,) — 0. O



Véta 2 (Inkluze a exkluze). Méjme Ay, ..., A, ndhodné jevy. Pak

P(JA) =) _PA)— DY PAnA)+ D PANANA) -+ (=1)"'P([) A)

i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1

Diikaz. Matematickou indukci.

Prvni krok pron = 2: zftejmé A = (A\ B)U (AN B), B= (B \ A) U(AN B) aproto
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB).

Indukéni krok pron — 1 — n:
n n—1 n—1 n—1
P(|JAi) =P((|J 4)UA4,) =P(| 4) +P(4,) — P(|J (4 N 4,))
j i=1 i=1 i=1
n—1 n—1
=Y P(A)— D) PANA) 4.+ ()P A) + P(An)
i=1 1<i<j<n-—1 i=1
— > PANA) 4.+ (-1)"P([) 4A)
1<i<j<n—1 i=1
odkud po vhodném preuspoirddéni a seCteni dostaneme
S P(A) - > PANA)+..+(-1)"P([) A)
i=1 1<i<j<n i=1

O

Nez piikro¢ime k dal§im tfem vyznamnym vypocetnim vétam, musime zavést podminénou
pravdépodobnost.

Reknéme, Ze jev A nastane s pravdépodobnosti P(A) nebo nenastane s P(A¢) = 1—|Pr(A).
Nyni dostaneme informaci o tom, Ze nastal jev B nastal. PomiiZe nam tato informace zpfesnit
pfedstavu o pravdépodobnosti jevu A? Trividlné ano v téchto pfipadech:

o Jestlize B C A.

e Jestlize BN A = (.
V prvnim pfipadé jev A nastat musi, protoZe vime, Ze se stal jev B. Ve druhém piipadé jev A
nemitiZe nastat, jev B jej vylucuje. V ostatnich pfipadech to vSsak muze byt vselijaké.

Definice 5 (Podminénd pravdépodobnost). Méjmejevy A, B € F,P(B) > 0. Definujeme podminénou

pravdépodobnost jevu A pfi B jako P(A|B) = ngzgf) .

Rozmyslete. Ukazte, Ze podminénd pravdépodobnost spliiuje vlastnosti pfedepsané pro pravdépodobnosti
miry.
Neplati ale P(A|B U C) # P(A|B) + P(A|C). Najdéte protiptiklad.
Podminéné pravdépodobnost za podminky B udavé pravdépodobnost pfi dodate¢né infor-
maci, Ze pozorovany (i kdyZ nezndmy) elementarni jev w spliiuje w € B. VSimnéte si, Ze plati
P(A|Q?) = P(A). Intuitivné, znalost faktuw € Q je totiZ trividlni a nedava Zadnou dalsi informaci.

Véta3 (O postupném podminovani, o ndsobeni pravdépodobnosti). Méjme Ay, ..., A, ndhodné
jevy (prvky F) takové, ZeP((;_, A;) > 0. Potom
P(()Ai) = P(Ai] () Ai) - P(A2| () Ai) -+ P(An_1|An) - P(Ay).
i=1 =2 =3

Ditkaz. Matematickou indukci. O

Definice 6 (Disjunktni rozklad). Konecny ¢i spocetny systém ndhodnych jeva {B;}2, ¢ F
nazveme disjunktnim rozkladem 2, pokud:
(1) BinB; =0Vi#j



) U, B; = Q(staci P(, B;) = 1).
(3) P(B;) >0Vi

Véta 4 (O uplné pravdépodobnosti). Méjme A ndhodny jev a {B;} disjunktni rozklad. Pak
P(A) = P(A|B;)-P(B))
Diikaz. Vime, ze AN B;,i = 1,2,... jsou po dvou disjunktni mnoZiny, proto | J, AN B; = AN
U; Bi=ANQ = A. Odtud
P(A)=P(JA NB;) =) P(ANB;)=> P(A|B;)-P(B;)
(]

Véta 5 (Bayesova). Méjme A ndhodny jev a {B;}; disjunkini rozklad ), nechf také P(A) > 0.
Potom

P(A|Bi) - P(B;)
P(B;|A) = .
>, P(A[B;)) - P(B;)
Diikaz. Vyuzijeme definici podminéné pravdépodobnosti a vétu o tiplné pravdépodobnosti.
O

Véta 3 nam dava presny vypocet pravdépodobnosti soucasného vyskytu n ndhodnych jevil. V
praxi vSak mtize byt vypocet podminénych pravdépodobnosti ve vété 3 velmi narocny. V teorii
pravdépodobnosti se proto pouzivaji i rizné odhady pravdépodobnosti sloZzitych jev(. Uve-
deme zde jen jednu z nich.

Véta 6 (Bonferroniho nerovnost). Méjme A4, ..., A, ndhodné jevy. Pak

P A4) > 1- 3 (1~ P(4)
i=1

i=1

Ditkaz. P(Ny A) = 1= P((MLy A)€) = 1= P(UIL, AF) 2 1=, PIAS) = 1= 51, (1-

=1

P(A;)). O

1.3. Nezavislost. Nezavislost (stochastickd nezavislost) ndhodnych jevli znamend, Ze vyskyt
jednoho ndhodného jevu neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého ndhodného jevu.

Definice 7 (Nezavislost). Jevy A, B € F jsou nezdvislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B).

Tato definice je v souladu s intuitivnim popisem nezavislosti. KdyZ jevy A, B jsou nezavislé,
potom
P(A)P(B)
P(B)
a naopak, tato rovnost implikuje nezavislost. O nezavislosti v§ak miizeme hovorit i u jevi s
nulovou pravdépodobnosti (které jsme zatim z podminiovani vyloucili).
Nezavislost ale potfebujeme definovat i pro vice nez dva jevy.

P(A|B) = = P(A)

Definice 8 (Vzdjemnd nezavislost). Bud'te A;, ... A, ndhodné jevy, pak A; jsou vzdjemné nezdvisle,
pokud Viy, ..., i C {1,...,n} plati

k k
P (ﬂ Aij) =[] P4

V této definici si vS§imnéte, Ze rovnost musi platit pro vsechny podmnoZziny indexil.

Rozmyslete. Najdéte trojici ndhodnych jevii A, B a C takovych, Ze kazdé dva jevy jsou nezavislé,
ale ptitom P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C).

K tomu staci uvazovat jen klasicky pravdépodobnostni prostor s nékolika elementarnimi
jevy wi,...,w, a vhodné volit A, B a C. Jakou nejmensi mohutnost (2 jste ke svému pfikladu
potfebovali?



Nékdy potfebujeme rozsitit pojem nezavislosti na libovolny pocet ndhodnych jevl. Pak samoziejmé nemtizeme
pozadovat platnost definujici rovnosti z véty 8 pro nekonecné (zvlasté pak i nespocetné) priniky. Nezavislost je ale
dobfte definovana pomoci vsech konecnych indexovych podmnozin. Jesté se k tomuto vratime u nezévislosti nahodnych
veli¢in.

Uvédomte si, jaké (zjednodusujici) dlisledky ma nezavislost na vypocty pravdépodobnosti—
viz vy$e uvedené vypocetni véty.

2. NAHODNE VELICINY A VEKTORY

2.1. Nahodna veli¢ina a jeji rozdéleni. Spocitat pravdépodobnost néjakého jevu je jedna véc.
Jiny problém je ale pracovat s obecné neznamym, ale ndhodnym vysledkem. K tomu slouzi
nahodn4 veliina (a je tfeba si dobfe rozmyslet, co znamenad).

Definice 9. Mé&me (2, F,P) pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X : Q@ — R takové, Ze
X1 (~00,a] = {w, X (w) < a} € FVa € R se nazyva ndhodna veli¢ina.

Diky definici ndhodné veliciny a diky vlastnostem pravdépodobnostni miry P tak dovedeme
pro jakykoliv interval fici, s jakou pravdépodobnosti je hodnota ndhodné veliCiny v tomfo in-
tervalu.

Matematicky jde o pozadavek meéritelnosti zobrazeni X . Tim dostavame do rukou silny néstroj, ktery ndm umozni
odvozovani nejriznéjsich vlastnosti ndhodné veli¢iny, korektni definice charakteristik a dalsi. Pro zakladni pochopeni
to vSak neni nezbytné. Dokud se budeme vénovat diskrétni nahodné veli¢iné, mtizeme se bez pojmu méfitelnost obejit
(témér) tplné.

Definice 10 (Rozdéleni ndhodné veli¢iny). Bud X : Q — R ndhodna veli¢ina. Pravdépodobnostni
mira Px definovand na R pfedpisem Px(—oco,a] = P[X < a] se nazyva rozdéleni ndhodné
veliciny X.

Pravdépodobnostni prostor je tak svétem, ve kterém se uskute¢niuje ndhoda a ndhodné velic¢ina
je modelem, ktery zviditeliiuje ndhodu vysledky v realnych ¢islech. Na jednom pravdépodobnostnim
prostoru miiZeme definovat vice nahodnych veli¢in. K tomu se dostaneme zanedlouho. Diky
nihodné veli¢iné ndm vznikéd kanonicky pravdépodobnostni prostor (R, 5, Px), kde B obsa-

huje vSechny oteviené i uzaviené redlné mnoziny, jejich spocCetna sjednoceni a dopliiky.
Priklad. Méjme
1
Q=1{1,2,3,4,5,6}*, F =22, P({w}) = %
Definujme
Xy (w1, w2) = wi, Xo(wi,wz) = wo, Y (w1, w2) = w1 +wa.
Potom X; a X, maji stejné rozdéleni, ale jsou rizné, a X; a Y maji riznd rozdéleni. Na jed-
nom pravdépodobnosntim prostoru tedy mtizeme definovat vice rliznych modeld, piipadné
rtiznych ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim.
Urcete rozdéleni X; aY.

Pro jaké mnoziny A C R umime najit Px?
(1) (oo,q]
2) (a,bl,a <b=(—00,b]\ (—o0,d]
(3) (a,6) = U2, (a,b— 1]
(4) Vsechny oteviené mnoziny
(5) AcB= X" ¢ Fproviechny A € B, X je Borelovsky méFitelnd

Definice (Ndhodné jevy generované X). Méjme X nahodnou veli¢inu, oznacme mnoZzinu Fx takovou, Ze Fx = {B :
B = X~ 1(A) pro ngjakou A € B}.

Véta. F, je také o-algebra ndhodnych jevii generovanych v X.

Fx jeo-algebraa Fx C F.Potom
Px(A) =P[X € A]=P (X1 (4)).
N——

eEFx CF
Na levé strané je mira na (R, ), na pravé strané je mira na (9, F).



Z definice 10 je vidét, Ze k jednozna¢nému uréeni (pravdépodobnostniho) rozdéleni Py ndhodné
veli¢iny X staci znat pravdépodobnosti mnozin typu (—oo, a] pro vSechna a € R. To nés vede
k definici distribu¢ni funkce.

Definice 11. Bud X nahodnd veli¢ina a Py jeji rozdéleni. Funkce Fy : R — [0, 1] definovana
jako Fx (z) = Px|—o00,z] = P[X < z] se nazyva distribucni funkce ndhodné veliCiny X.

Distribu¢ni funkce F plné popisuje rozdéleni P v tom smyslu, Ze maji-li dvé ndhodné veli¢iny
stejnou distribucni funkci, jsou stejné rozdeélené.

Véta 7 (Vlastnosti distribuc¢ni funkce). Méjme ndhodnou velicinu X ajeji distribucni funkci Fx .
Pak

(1) limy—y oo Fx(z) =0

(2) limg 0o Fx(z) =1

(3) Fx jeneklesajici a zprava spojita

Diikaz. Plyne z vlastnosti pravdépodobnostni miry.
K diikazu vlastnosti distribu¢ni funkce ovsem potiebujeme spojitost pravdépodobnostni miry v prdzdné mnoziné
a proto se zde omezime na konstatovani, ze tomu tak je. Zdjemci si najdou poznamku o spojitosti pravdépodobnostni
miry vyse. U
Je tomu ale i naopak. Kazda funkce, kterd ma vlastnosti distribu¢ni funkce je distribu¢ni
funkci.

Véta 8. Nechl F spliiuje vlastnosti z véty 7. Pak existuje pravdépodobnosini prostor (0, F,P) a
ndhodnd velicina X takové, Ze F je distribucni funkci ndhodné veliciny X .

Diikaz. Volme 2 = R, F systém obsahujici vSechny oteviené mnoziny, jejich spocetna sjedno-
ceni i priniky a vSechny dopliiky, P volme jako miru na F definovanou piredpisem P(—oo, x] =

Nyni definujme X : 2 — R takové, Ze X (w) = w. Potom Fx(a) = P[X < a] = P(—o0,a] =
F(a).
Jde o takzvanou kanonickou konstrukci, zde jsme ukazali hlavni krok. O

2.2. Nahodny vektor a jeho rozdéleni. V nasledujicim budeme uzivat pro jakékoliv dva vek-
tory a, b € R? umluvu

a<bsa; SbiVi:1,2,...,d

a<bsa; <b;Vi=1,2,...,d, aexistuje j: a; < b;.

Definice 12 (Ndhodny vektor). Zobrazeni X : Q — R?, kde (Q, F,P) je pravdépodobnostni
prostor, d € N, d > 2 takové, Ze {w : X (w) < a} € F Ya € R? nazveme ndhodny vektor.

Opét jde o pozadavek méfitelnosti zobrazeni X .

Definice 13 (Rozdéleni a distribu¢ni funkce ndhodného vektoru). Bud X d-rozmérny ndhodny
vektor. Pravdépodobnostni mira Px definovana na R? predpisem
d d
Px (JJ(=o0,ai)) = P[X < a] =P(([Xi < a;))
1=1 =1

nazveme rozdéleni ndhodného vektoru.

Funkce Fx : R? — [0,1] definovana Fx(a) = P[X < a] se nazyva distribucni funkce
ndhodného vektoru X.

Pravdépodobnostni mira Px samozfejmé musi byt definovana i na viech otevienych podmnozinach R¢. Toto
roz§iteni z uvedenych intervall typu (—oo, a] je v8ak jednoznacné a proto je postacujici k popisu rozdéleni pravé dis-
tribu¢ni funkce. Pro ndhodné vektory v§ak byvé i distribu¢ni funkce nékdy velmi slozita.

Zavedme si znateni: Pro a < b bud Aj(a,b) mnozina téch ¢, pro které existuje pravé k
indexti i1, ia, . . . , iy takovych, Ze ¢;; = a;, a pro zbytek indexti je ¢; = b;.

Tedynapf‘ﬂ(lad proa = (al, as, a3), b= (bl, bg, bg) je Al(a, b) = {(al, bg, bg), (bl, as, bg), (bl, bg, ag)}.
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Véta 9 (Vlastnosti distribu¢ni funkce). Bud Fx distribucni funkce ndhodného vektoru X . Pak:
(1) limg, oo Fx(a) =0 pro libovolnéi.
) limg, o0 vi Fx(a) = 1.
(3) Vkazdé sloZce argumentu je Fx zprava spojitd a neklesajict
(4) Va < bplati Y _o(~1)F Cecar(as) Fx(€) 2 0

Podivejme se na ¢tvrtou podminku pro a = (aj,a2),b = (b1, b2). Pak tato podminka tik4,
Ze pro a < b plati, Ze Fx(b1,b2) — Fx(a1,b2) — Fx(b1,a2) + Fx(a1,a2) > 0.]Jednd se tedy
o pravdépodobnost obdélniku (a1, b;] x (a2, b2] a ta musi byt pochopitelné nezdporna.

I zde plati, Ze funkce splnujici vlastnosti (1)-(4) véty 9 je distribu¢ni funkci néjaké ndhodné veli¢iny. Rozmyslete si,
Ze vlastnost (4) neplyne z vlastnosti (3) a je pro distribu¢ni funkci podstatnd—tedy funkce splnujici jen (1)-(3) nemusi
odpovidat pravdépodobnostni mife, nebot mtize dévat néjaké mnoZziné zdpornou miru.

Definice 14 (Marginalni rozdéleni). Bud X ndhodny vektor a Px jeho rozdéleni. Rozdéleni
Px, takové, Ze Px,(—00,a] = limg; o0 ji PX(XJ“L1 (—00, a;]) se nazyva margindlni rozdeéleni X,
a Fx, = limg, 00 j#i F'x (a) se nazyva jeho margindlni distribucni funkce X;.

Terminologie: Ndhodny vektor (veli¢ina) X, je diskrétni, pokud nabyva nejvyse spocetné mnoha
hodnot. V tom ptipadé existuje nejvySe spoCetnd mnoZina S a nezaporné hodnoty ps, s € S ta-
kové, ze P[X = s] = p;aP[€A] = ) 4 ps. Jinymi slovy X (w) € S Vw.

Néhodny vektor (veli¢ina) X je spojity, pokud pro libovolnou hodnotu plati P[X = a] =0 a
existuje-li nezdpornd funkce f takovd, ze P[X € A] = [, f(z)dz=.

Dohodnéme se, Ze pro nase tcely postaci, pokud diskrétni ndhodny vektor nabyva hodnoty
vzdy v podmnoziné N¢, nefekneme-li jinak.

Rozdéleni diskrétniho ndhodného vektoru X je zcela charakterizovdno souborem hodnot
{ps}ses, rozdéleni spojitého nahodného vektoru je plné charakterizovano funkci f. Hodnoty p,
v piipadé diskrétniho nahodného vektoru a funkci f v pfipadé spojitého nahodného vektoru
nazveme hustotou nadhodného vektoru X.

Rozmyslete. Jisté musi platit

pr =1, /Rd flx)dx = 1.

xeS
Uvédomte si, Ze uvedeny integral je nasobny, coZ je podobné, jako ndsobné sumy. Nejprve
se musi vycislit vnitfni integral a postupné se jde az ke vnéjsimu.
VSimnéte si také, Ze pro spojity vektor nezdvisi na tom, zménime-Ili hustotu f v kone¢né
mnoha bodech.

V anglictiné se distribu¢ni funkce nazyva cummulative distribution function a zkracuje obvykle cdf. U hustoty ob-
vykle doddvame, viici jaké referenéni mite tato hustota je definovana. Zde jde o aritmetickou = ¢itaci miru u diskrétnich
a o Lebesgueovu miru v pfipadé spojitych nahodnych vektort. V angli¢tiné se hustota nazyva probability density
function a zkracuje pdf.

Svét vSak neni tak prehledny. Ndhodné vektroy mohou mit jak kombinované spojité i diskrétni slozky, dokonce
i ndhodna veli¢ina mtize mit diskrétni a posjitou ¢ast—napiiklad denni ihrn srazek. Jesté jinou moznosti je ndhodna
velicina, kterd neni diskrétni, ani spojitd: nabyva nespocetné mnoha hodnot, ale neexistuje zadnd f takova, ze by P[ X €
Al = fA f(@)d.
Priklad. Zékladnimi modely rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny jsou:
(1) Alternativni (Bernoulliho). X nabyva hodnot z mnoziny {0,1}, P[X = 1] = P,({1}) =
p € (0,1) aP[X = 0] = 1 — p. Parametr p je interpretovan jako pravdépodobnost
uspéchu. Znacime Alt(p).
(2) Binomické. Rozdéleni poctu uspéchii do n nezévislych pokust. P[X = k] = (})p*(1 —
p)" %, znatime Bi(n, p).
(3) Geometrické. Pocet netispéchii pfed prvnim tspéchem v nezavislych pokusech. P[X =
k] = p(1 — p)*, znatime Geom(p).
(4) Poissonovo. Pocet udalostivjednotkovém ¢asovém intervalu. P[X = k] = exp(—A\)\¥/k!,
kde A > 0,k =0,1,....Znacime Po()\)
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Priklad. Zakladnimi modely rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny jsou:
(1) Rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b), —o0o < a < b < co. Jeho hustota je

Toto rozdéleni modeluje nulovou informaci o vyskytu hodnoty v daném intervalu a
znacCime jej U(a, b).
(2) Exponencialni rozdéleni je dano hustotou

I

kde A > 0 je parametrem tohoto rozdéleni. Toto rozdéleni je zdkladnim modelem pro
dobu do udalosti. Jeho oznaceni je Exp(\).
(3) Normélni rozdéleni je ddno hustotou

flx) = \/21776)@ (W) ,x €R.

Zde i1 € R ao? > 0jsou parametry. Normdlni rozdéleni se téZ nazyva Gaussovo a je
zékladnim modelem pro spojité ndhodné veli¢iny (nékdy az naduzivanym). Zna¢ime
jej N(u, o?).

V piipadé, Zze = 0 a 0? = 1, mluvime o standardnim ¢i normovaném normalnim
rozdéleni, znacime N(0, 1) a jeho distribu¢ni fumkce a hustota se oznacuji ¢, pfipadné
¢. Tim se dava najevo dtleZitost postaveni tohoto rozdéleni v pravdépodobnosti a sta-
tistice.

Priklad. Pro ndhodné vektory uved me jedno diskrétni a jedno spojité rozdéleni.
(1) Multinomické rozdéleni je mnohorozmérnou obdobou binomického. Bud n pocet po-
kusti vnichz miize dojit kjednomu z k vysledkd. Vysledek i ma v kazdém pokusu pravdépodobnost
Diy Zle = 1, vysledky pokusti se nijak neovliviiuji. Nahodny vektor X = (X1, Xo, ..., Xj)
zachycujici pocty vysledkt v n pokusech ma rozdéleni s hustotou

n

! ny, N k —
P[X = (n1,ne ng| = {"1’";~-.nk!p11p22 Pt mi €No Y lini=n
) ) ]

0 jinak.
Toto rozdéleni oznacujeme zkratkou Mult(n, py, . . ., pr).
(2) Mnohorozmérné (zde d-rozmérné) normélni rozdéleni je dano hustotou
f@) = — exp (—1(91: C TS (e — u)) . meRY
(2m)4/2\/det B 2

a parametry rozdéleni jsou i € R? a ¥ symetricka pozitivné definitni matice typu d x d.
Oznaceni tohoto rozdéleni je N4(u, X).

P

Pro dalsi acely postaci, pokud se budeme vénovat dvourozmérnym spojitym ndhodnym vek-
toriim. VSe podstatné na nich Ize pochopit a omezime se tak ,jen na dvoundsobné integrovani
(kterého se neboijte!!). V tom pfipadé je mozné omezit se na dvourozmérné normalni rozdéleni
a zkoumat jeho vlastnosti.

Priklad (Dvourozmérné normalni rozdéleni). Uved me si zakladni tii varianty tohoto rozdéleni.

(1) Standardni normované dvourozmérné normalni rozdéleni je charakterizovdno u = 0 a
¥ = I, jednotkova matice. Jeho hustota mé tedy jednoduchy tvar

@) = 5o (et + o).



(2) Vpripadé, kdy p = 0 a matice ¥ ma speciélni tvar

_ (1 »r
E(p 1),kde|p|<1

pak mluvime Casto také o normovaném normdlnim rozdéleni a jeho hustota ma tvar
(odvod'te si z obecného normalniho rozdéleni)

)= —A— e (- 7~ 2prira f ‘"”)

Coam/i- g 21 %)
(o)

(3) Vobecném ptipadé, je hustota ddna vzorcem

1
r)=————¢ ——(x1 — p1, 22 — »!
f(z) S Xp( 2( 1= f1, T2 — fi2)

2.3. Nezavislost, nahodny vybér a empirické rozdéleni. Zacnéme jednoduchym pozorovanim.

Véta 10 (O marginalnim rozdéleni). Mdme-li ndhodny vektor X a jeho rozdéleni Px, pak mar-
gindlni rozdéleni slozek X1, . .., X, jsou jednoznacné urceny rozdélenim Px.
Diikaz. Ocividné. O

Rozmyslete. Naopak ale tvrzeni neplati.
Hod'me dvéma kostkami. Jejich vysledky jsou A, B. Ddle mé&me C = A — 1 pro B sudé a
C = A + 1 pro B liché. ZapiSme si je do tabulky:

AP 1 2 3 4 5 6 A9 1 2 3 4 5 6
1/1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36|¢ 1] 0 1/12 0 0 0 1/12] ¢
2|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 L /12 0 1/12 0 0 0 |1
311/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 3] /12 0 1/12 0 0 |1
411/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 o4l o 0 1/12 0 1/12 0 i
5(1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 5| 0 0 0 1/12 0 1/12 i
6|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 % 6(1/12 0 0 0 1/12 0 %
/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Vidime, Ze pro ndhodné vektory (4, B) a
sdruzend rozdéleni jsou velmi odlisna.

A, C) jsou jejich marginalni rozdéleni stejnd, ale

Je krasnym matematickym vysledkem, ze jakékoliv mnohorozmérné rozdéleni je slozeno ze svych marginalnich po-
moci (vjistém smyslu jednoznaéné dané) funkce zvané kopula a to nasledovné. Bud Fx sdruZena distribuéni funkce a
bud'te Fx,,i = 1, ..., djeji margindlni distribu¢ni funkce. Pak existuje (v jistém smyslu jedind, pro spojité F'x opravdu
jedind) funkce C : [0,1]% — [0, 1] takov4, Ze

FX (:I!) = C(F1 (af:l), FQ(mg), ey Fd(ajd)).
Funkce C je sama distirbucni funkci, jejiz marginalni rozdéleni jsou rovhomérnd na intervalu (0, 1). Modelovani a
odhadovani funkce C je pfedmétem mnoha studii.

Sdruzené rozdéleni nahodného vektoru X urcuje, jaky stochasticky vztah mezi sebou maiji

jednotlivé ndhodné velic¢iny v X . Pfi jednom specidlnim vztahu ale plati, Ze sdruZené rozdéleni
z margindlniho ur¢ime vzdy.

Definice 15 (Nezavislost ndhodnych veli¢in). Méjme X, Xo, ..., X ndhodné veli¢iny defino-
vané na (2, F, P). Tyto veliCiny jsou (stochasticky) vzdjemné nezdvislé, pokud plati

k
Fx(.CL‘) = HFXi(J}i)Vw = (1,‘1,...

i=1

,x) € R¥,

kde X = (X1,...,X).

Véta 11 (Rozdéleni nezavislych nahodnych veli¢in). Ndhodné veliciny X1, . .
kdyZvA,, ..., A plati

., X, jsou nezavislé,

k k
P (ﬂ[Xi € Ai]> = [[ Pxi € A4,
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Diikaz. Plyne z charakterizace rozdéleni ndhodného vektoru pomoci distribu¢ni funkce. O

Spréavné bychom meéli uvazovat jen A; € B, protoze pro neméfitelné mnoziny nejsou hodnoty pravdépodobnosti
definovany a dostali bychom se do velkych potizi. Ale s neméfitelnymi mnozinami se zde nebudeme potykat.

Véta 12 (Ekvivalentni podminky nezavislosti). Diskrétni ndhodné veliciny X1, ..., X}, jsou nezdvislé
pravé tehdy, kdyZpx (a1, . .., ax) = [11—, px, (a:).
Spojité nahodné veliciny X1, . . . , Xy, jsou nezdvislé prave tehdy, kdyz fx (z1, ..., x) = Hle fx.(x4).

Diikaz. Plyne ze vztahu mezi hustotou a distribu¢ni funkci. O

Problém: Modely pro ndhodné veli¢iny a vektory jsou jen teoretické konstrukty. Nékdy mo-
hou byt velmi blizké (binomické rozdéleni, pokud mame ,zaruc¢enu“—ale jak?—nezavislost a
homogenitu pokusti), nékdy prosté ,jen rozumné“.

Obvykle se snazime model najit, navrhnout, posoudit, odhadnout, otestovat podle empi-
rickych zkuSenosti. K tomu ale potfebujeme zkuSenost ziskat a to 1ze opakovanym pozorovanim
nidhodného jevu ¢i vektoru o kterém chceme néco zjistit.

Zakladnim modelem je ndhodny vybeér. Jeho podstatou je, Ze stejnou ,nédhodnost‘ pozoru-
jeme v nezavislych opakovanich a z téchto pak mizeme zevSeobecnovat.

Definice 16 (Ndhodny vybér). Posloupnost X, Xs, ..., X,, ndhodnych veli¢in ¢i vektort ta-
kovych, Ze jsou nezdvislé a maji stejné rozdéleni P, nazvéme ndhodny vybér velikosti n z rozdéleni
P. Ve zkratce fikame, Ze X3, ..., X, jsou iid (independent and identically distributed).

Vratme se k problematice nezavislosti a porovnejme nezavislost ndhodnych veliin a jevil. Pro nahodné jevy jsme
potfebovali rovnost mezi pravdépodobnosti priniku a sou¢inem pravdépodobnosti pro vsechny podmnoZziny indexii.
Pro ndhodné veli¢iny je toto nahrazeno pozadavkem na distribu¢ni funkci.

I zde se miizeme ptat na nezavislost libovolné mnoziny ndhodnych veli¢in. A i zde ji 1ze definovat pomoci nezavislosti
vsech konecnych podmnoZin. Pro nas ale bude stacit jediné: nezavislost ndhodnych veli¢in X1, X, ..., coZ budeme
potiebovat pfi limitnich vétach a jejich pouziti. K tomu ale staci, aby pro jakékoliv kone¢né n byly nezavislé nahodné
veli¢iny X1,..., Xp.

Na zakladé nahodného vybéru mtzeme hledat vhodné modely a odhady pro nezndmé rozdéleni
ndhodné velic¢iny. Naptiklad jednoduse 1ze definovat odhad distribu¢ni funkce.

Definice 17 (Empirickd distribu¢ni funkce). Bud Xi,..., X, nahodny vybér z rozdéleni P s dis-
tribu¢ni funkci F. Pak F,(z) = 2 3" | v(X; < z), kde x je indikdtorova funkce, se nazyva em-

piricka distribucni funkce. !
Empirickd distribu¢ni funkce je docela dobrym odhadem skutecné distribu¢ni funkce ndhodné

veliCiny. NeZ vSak budeme moci fici, co to znamena byti dobrym odhadem a proC tomu tak je,
musime si pro ndhodné veliciny zavést dalsi charakteristiky.

Pozndmka. Zde vidime viznam pojmu ndhodn4 veli¢ina. Empirickd distribu¢ni funkce je funkci
nahodnych veli¢in a proto je sama ndhodnou veli¢inou (to si rozmyslete!). Mdme tedy vzorec,

ktery pracuje s predem nezndmymi hodnotami (ndhodnou veli¢inou) a pfi opakovanych expe-

rimentech (ndhodych vybérech) dava razné vysledky, jejichz rozdéleni se také da odvodit. Coz

¢astecné hned udélame.

Véta 13 (Rozdéleni empirické distribu¢ni funkce I). Bud X1, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni
P s distribucni funkci F' a zvolme pevné x. Pak F,,(x) md rozdéleni dané predpisem

p|Fie) = 5| = () (Fa) 1= Py

n

Diikaz. Jisté plati, ze nﬁ;(x) = k, kdyZ pravé k z n hodnot v ndhodném vybéru je nejvyse x. Pro
vSechny ndhodné veli¢iny X; z ndhodného vybéru plati
Px(Xi <) =1] = P[X; <2] = F(z) = 1 = P[x(X; < 2) = 0],

proto soucet Y " | x(X; < z) md binomické rozdéleni a z toho jiZ tvrzeni véty snadno plyne. [
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3. STREDNf HODNOTA A DALSf MOMENTY

Definujme cCiselné charakteristiky, které dostatecé vypovidaji o chovani ndhodné veliciny.
K ¢emu je pottebujeme, kdyZ chovani nahodné veliCiny piné popisuje jeji rozdéleni? Néktera
pouziti uvidime pozdéji, ale jeden z diivodd je i ten, Ze rozdéleni (provdépodobnostni mira ¢i
distribuéni funkce) jsou pomérné neprehledné a hodné slozité pojmy. Ciselné charakteristiky
umoziuji snazsi porovnavani a interpretaci nahodnych velicin.

Definice 18 (Stfedni hodnota, matematick4 definice). Bud X nihodn4 veli¢ina definovan4 na
pravdépodobnostnim prostoru (2, 7, P). Hodnotu

EX = / X(w)dP(w)
Q
nazveme stredni hodnotou X, ma-li integrél vpravo smysl.
V praxi se vSak stfedni hodnota pocita pomoci rozdéleni ndhodné veliCiny.

Véta 14 (Sttedni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny). Bud X diskrétni ndhodnd velicina s hod-
notami vS a s hustotou px s. Pak

EX = ZSP[X =s]= Z = ZSPX(S)»
sES s€S s€S
ma-li soucet vpravo smysl.

Diikaz. VyuZijeme definici: E X. Mnoziny A, := {w : X(w) = s} tvoii disjunktni rozklad Q.
Proto

EX = o X (w)dP(w) = %/ASX(w)dP(w)
=>» s dP(w)=) sP(A4y)
= ZSP[X = s].
seS

O

Véta 15 (Stredni hodnota spojité ndhodné veli¢iny). Bud X spojitd nahodnd velicina s hustotou
fX{I?. Pak

EX:/ zfx(z)dx,
mad-li integrdl vpravo smysl.

Pozndmka. Stiedni hodnota mé smysl, i kdyZ je nokonecna. Vyjde-li tedy integral v definici 18
nekonecny (f+o00), ma ndhodn4 veli¢ina X nekonecnou stfedni hodnotu. Integrdl nema smysl,
je-litypu ,00 —o0“. Tedy [, 1dz smyslma (i kdyZ je integral nekone¢ny), zatimco [, z~'dx smysl
nema.

Rozmyslete. Zkuste najit funkcipx (s), s € Z takovou, Ze:

(1) px(s) =0

@) Xezpx(s) =1

(3) Es>0 pr(S) = 00, Es<0 SpX(S) = -
Pro tuto funkci neexistuje stfedni hodnota, jelikoZ mame nedefinovanou sumu (co — co). Najit
hustotu fx tak, aby neexistovala stfedni hodnota je podobné snadné.

Pozndmka (Terminologie a trividlni pozorovani). e Pokud E X existuje a je konecnd, pak
mluvime o ndhodné veli¢iné s konecnou stiedni hodnotou.
e Pokud P[X > b] = 1 pro b néjakou kone¢nou konstantu, pak E X existujea EX > b.
Speciélné, nezapornd ndhodn4 veli¢ina ma nezdpornou stfedni hodnotu. (Analogicky
pro opacnou nerovnost.)
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e Pokud Ja,bkone¢néa Pla < X <b] =1, pak E X existuje koneCndaa < EX <b.
e Definujme E |X| = [, |X(w)| dP(w), ktera existuje vzdy. Pokud E |X| < oo, pak X €
L,(P) avtom piipadé existuje i konec¢na stfedni hodnota X, tedy | E X| < co.

vy,

Mtizeme definovat i momenty funkce ndhodné veli¢iny a momenty vyssich rada.

Definice 19 (Obecné momenty ndhodné veli¢iny). Bud X ndhodnd velicinaa g : R — R. Pak
Eg(X) = [, 9(X(w))dP(w), ma-li integral vpravo smysl.

Véta 16 (Vypocet stfedni hodnoty). Bud X diskrétni nahodnd velicina s hodnotami vS a s hus-
totoupxs, bud g : R — R. Pak

Eg(X) =) g(s)PIX =s] =3 = g(s)px(s),
seS sES s€ES
ma-li soucet vpravo smysl.
Bud X spojitd ndhodnd velicina s hustotou fxx. Pak

Eg(X) = / " g(@) fx(@)de,

—00

md-li integrdl vpravo smysl.

Véta 17 (Linearita sttedni hodnoty). Bud X ndhodnd velicina s konecnou stredni hodnotou. Pak
E(a+bX)=a+bEX,Va,beR.

Diikaz. Plyne piimo z definice stfedni hodnoty a jejiho vypoctu. O

Véta 18 (Jensenova nerovnost). Bud X ndhodnd veli¢ina s konecnou stiedni hodnotou E X .
Bud ¢ konvexni funkce. Pak E p(z) > o(E X).

Diikaz. Protoze je funkce ¢ konvexni, pro kazdé zvolené a existuje konstatna A takova, ze ¢(x) >
o(a) + A(z — a). Volbou a = E X tak dostdvame

P(X) =2 p(EX) + A(X —EX).

Vzhledem k tomu, Ze stfedni hodnota nezaporné ndhodné veli¢iny je nezdpornd a E(X —E X) =
0, tvrzeni véty jiz snadno plati. d

Uvédomme si, Ze (redlnd) funkce ndhodné veli¢iny je opét nahodnou veli¢inou, jen pokud spliiuje pozadavky z de-
finice 9. To ale bézné pouzivané funkce spliuji, v jazyce teorie miry pozadujeme, aby uvazovana funkce byla méfitelna.

Definice 20 (Vyznamné momenty a momentova vytvorujici funkce). Bud X nahodna veli¢ina
auvazujme r € N. Pak

(1) EX" je r-ty moment X.

(2) E|X|" je r-ty absolutni moment X.

(3) pror e NE(X — EX)" je r-ty centrdlni moment X.

(4) pror =2 mémq varz = E(X — E X)? rozptyl (variance) X.

(5) p3 = % je sikmost rozdéleni, méfi asymetrii.

(6) Ux(t) = Ee!X je momentova vytvorujici funkce definovana pro ta t, pro kterd ma smysl

pravé strana. Vzdy plati U x (0) = 1.

Vsechny uvedené charakteristiky jsou definovény tehdy, maji-li pfislusné integrély a soucty
smyslL

Pozndmka (Vyznam a zakladni vlastnosti moment1). Momenty shrnuji nékteré vlastnosti ndhodnych
veli¢in a jejich rozdéleni. Existuji mezi nimi i nékteré zédkladni vztahy.
e Stfedni hodnota E X je charakteristikou polohy ndhodné velic¢iny.
e Rozptylje charakteristikou variability, jde o sttedni ¢tvercovou odchylku od stfedni hod-
noty.
¢ Jinou charakteristikou variability je naptiklad prvni absolutni centralni moment E | X —
EX]|.
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e Budte 0 < s < r.Jestlize E|X|" < oo, pak E|X|* < oo a |[EX"| < oo ma-li druhy
vyraz smysl (napfiklad pro » € N). Dokonce plati (E |X|s)1/s <(E |X|T)1/T, specialné
BIX| < (B|XP)"” < (Blx[%)"".

o Existuje-li 0 > 0 takové, Ze momentova vytvorujici funkcey x (¢) existuje konecnd v|t| <
0.PakvVr e NEX" = §§)(0) (r-t4 derivace ¢ x (t) v bodé 0).

Véta 19 (Vypocet a vlastnosti rozptylu). Bud X ndhodna veli¢ina s konecnym rozptylem. Pak
varX =EX’ - (EX)? =E(X(X -1)) —EX(EX —1).
Pro jakékoliv konstanty a a b plati
var(a + bX) = b* var X.
Diikaz. Primy vypocet. U
Poznamka. Rozptyl je stfedni hodnotou nezdporné funkce, ¢ili je nezdporny. Proto musi byt
E X? > (E X)2. To plyne také z Jensenovy nerovnosti.
Nyni pfiddme momenty ndhodného vektoru. V podstaté je dilezity jen jeden, ostatni jiz
mame piipravené.
Definice 21 (Stfedni hodnota ndhodného vektoru). Bud X nahodny vektor. Potom definujeme:
1) EX=(EX,....,EXy)T
(2) Necht g : R? — R (takova, Ze g(X) je ndhodna veli¢ina). Pak definujeme E g(X) =
Jo 9(X (w)) dP(w), pokud vSechny integrély existuji.
Véta 20. Je-li X diskrétni s hodnotami v N¢, pak E g(X) = ZzeNg 9(2)P[X = z], existuje-li
fada napravo.

Je-li X spojity s hodnotami vRR® a s hustotou fx, pak E g(X) = [,. 9(2) fx (2)dz, existuje-li
integral napravo.

V obou uvedenych pfipadech jde o ndsobné scitani i integrovani, které se provadi postupné
po slozkach z.

Véta 21 (Linearita stfedni hodnoty I). Bud X = (X1,..., X4) ndhodny vektor a konstanty a €
R,bl,...,bd S RaE|X1| < oo Vi. Pak
d

d
i=1

=1
Diikaz. Jen pro diskrétni ndhodny vektor, indukci.
Vezméme si (Xl, Xg) aa, bl, bs. Potom

E(a+ b1 X1 + b2 X5) = Z (@ +biz1 + bozo)P[X = 21, X = 25]

z€eNZ
= Z aP[X1 = Z17X2 = ZQ] —+ Z blzlP[Xl = Zl,Xg = 22] —+ Z ngQP[Xl = Zl,XQ = 2’2]
zeNg zeNg zeNg
=a Z P[Xlzzl,XQZZQ]—f—bl Z 21 Z P[X12217X2222]+b2 Z 22 Z P[Xlzzl,XQZZQ]
zeNd z1€ENg  22€Np 226Ny z1€Np
1 P[X1=2] P[X2=22]
:a+b1 Z 21P[X1221]+b2 Z ZQP[XQZZQ]:a+b1EX1+b2EX2.
z1€Ng 22€Np
Takto mtizeme pokracovat indukci. O

Definice 22 (Kovariance a korelace). Bud (X, X,) ndhodny vektor takovy, Ze var X; < oo, var X, <
0.
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(1) Kovariance X; a X5 je definovana cov(X;, Xs) = E(X; — E X;)(X2 — E X»).
(2) Korelace X, a X, je definovéna

cov(X1, Xo)
v/ var Xy var Xo

Vyznam kovariance: X; — EX;, X5 — EX> jsou odchylky od pfislusnych stifednich hodnot.
Proto soucin (X; — EX;)(X2 — EX5) je kladny, kdyZ ndsobime odchylky stejného znaménka.
Soucin je naopak zaporné, kdyz odchylky maji riizné znaménko. TakzZe stredni hodnota je kladna,
pokud ,castéji“ maji odchylky od stfednich hodnot shodné znaménko a naopak. Ale pozor, ko-
variance je jen indikator, rozdéleni ndhodného vektoru je slozité a jedna hodnota nemize po-
stihnout vSechny moZznosti zavislosti X; a X,. Korelaci zavddime proto, abychom ziskali hod-
notu nezavislou na ,jednotkach®. Plati totiz

cov(aX,Y) =acov(X,Y), ale corr(aX,Y) = sign(a) corr(X,Y).

COIY(Xl, XQ) =

Rozmyslete (VypocCet kovariance). K vypoctu kovariance miizeme vyuzit pfimou definici. Ta
vSak nemusi byt iplné vhodné.
Podobné jako pro rozptyl mtizeme tento vzorecek zjednodusit:

E((X;—EX))(X2—-EXy)) = E(X; Xa— X; EX, - X2 EX; +E X, EX,) = E(X, X5) ~E X, E X,

Véta 22 (Nezavislost a korelace). Necht ndahodné veliciny X a'Y jsou nezdvislé a maji konecny
rozptyl. Pak cov(X,Y) = corr(X,Y) = 0, neboli X aY jso nekorelované.

Opatna implikace NEPLATI!!!

Diikaz. Uvedeme pro diskrétni nahodny vektor (X,Y’), pro spojity jde o analogicky postup.
Pfimo z vypoctu sttedni hodnoty funkce g(X,Y) = XY a z nezavislosti X a Y plyne

EXY = ZZmnPX m,Y =n] = ZZmnPX m|P[Y = n]

—ZmPX mZnP —EXEY.

Kovariance je tedy nulovd a proto i korelace je nulova. O

Véta 23 (Rozptyl sou¢tu ndhodnych velicin). Bud X = (X1, ..., X ) ndhodny vektor s konecnymi
rozptyly. Pak

d
ar (ZXl> ZvarX + Z cov(X;, X;) ZvarX + 2 Z cov(X;, Xj)
i=1

1<i#j<d 1<i<j<d

Specidlné, jsou-li X, ..., X4 nezavislé, pak

d d
ar <Z XZ-> = Zvar X;.
i=1 i=1

Diikaz. Podle definice rozepiSeme a postupnou tipravou:

(%)

d d 2 d
:E(Z}Q—E(Z}Q)) =B (> (Xi-EX))’+2 ) (Xi—-EX)(X;-EX;)

=1 1<i<j<d

—ZvarX + 2 Z cov(X;, Xj;).

1<i<j<d
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Definice 23 (Varian¢ni a korelacni matice). Bud X = (Xi,..., X ) ndhodny vektor, var X; <
oo Vi = 1,...,d. Potom varian¢ni matice je Var X = {cov(X;, X;)},; a korelacni matice je
Corr X = {corr(X;, X;)}i ;.

Varian¢ni matice Var X ma diky definici na diagondle pravé var X,;. Podobné korela¢ni ma-
tice ma na diagonéle samé jednicky.

Véta 24 (Vlastnosti kovariance a korelace). Budte X ndhodny vektor s variacni matici Var X
(kterd existuje a mad konecné prvky). Ddle méjme X,Y ndhodné veliciny s konecnym rozptylem.
Potom:

(1) =1 <corr(X,Y) <1,corr(X,X) =1

(2) |corr(X,Y)|=1<3a#0,b€R: X =aY + b (Korelace méri miru linedrni zdvislosti X

aY.)

(3) cov(aX + ¢,bY +d) = abcov(X,Y)

(4) corr(aX + ¢, bY + d) = sign(ab) corr(X,Y)

(5) Var X, Corr X jsou symetrické pozitivné semidefinitni

6) VA e R>*4 B e R, X € RY: Var(AX + B) = A(Var X)AT

Podivame-li se na vzorec pro rozptyl souctu ndhodnych velicin, vidime, Ze plati
var Z X; =17 var X1,
kde 1 je vektor slozeny ze samych jednicek. Ve stejném duchu je mozné psat maticove i
var Z a; X; =a” Var Xa,

pro libovolny vektor a. Protoze vyraz nalevé strané je nezdporny, plyne odtud i pozitivni semidefinitnost matice Var X.

Odtud jiz snadno plyne zavér véty pro | corr(X,Y)| = 1.V tomto piipadé plati, Ze cov?(X,Y) = var X var Y. Proto

var X ++v/var X var Y
++vvar X varY varyY ’

je symetrickd matice, znaménko na vedlejsi diagonale odpovid4d znaménku korelace a tato matice je singuldrni. Existuje
tedy vektor, konkrétné napiiklad a” = (var Y, F+/var X varY), takovy, Ze

a® Var(X,Y)a = 0.

Var(X,Y) = (

To ovSem znamen4, Ze ndhodna veli¢ina a1 X + a2Y ma nulovy rozptyl a proto je skoro jisté konstantni.

4. KRATKA ODBOCKA KE KONVERGENCI

Nez pokroc¢ime déle, bude dobré zadefinovat dva typy konvergence ndhodnych veli¢in. Pfipomernime,
Ze ndhodna veli¢ina je zobrazeni X : {2 — R a tedy pojem konvergence toto musi zohlednit.

Definice 24 (Konvergence v pravdépodobnosti). Bud'te X ndahodna veli¢ina a X;, X, ... po-
sloupnost ndahodnych veli¢in definovanych na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Rekneme,
Ze X,, konverguje v pravdépodobnosti k X, pokud

Ve > OP[|X,, — X| > ¢] —— 0.

n—oo
. » P
Tuto konvergenci zna¢ime X,, — X.

Pozndmka. Limitni ndhodna veli¢ina X v predchozi definici miize byt (a Casto bude) konstan-
tou.

ZapiSeme-li pfedchozi konvergenci s vyuZzitim zamlcenych proménnych w, dostaneme
PlweQ: |X,(w) — X(w)| >e} —— 0.
n— oo
To znamen4, Ze se zvétSujicim se n se ,zmensuje“ (alespon v pravdépodobnostnim smyslu)
mnoZina téch elementarnich jevl, pro néz se X,, a X lisi o vice neZ ,zanedbatelnou“ hodnotu.

Uvédomme si vSak, Ze mnozina Q. := {w € Q : | X, (w) — X(w)| > e} zavisi na n a obecné tyto
mnoziny netvoii monoténni do sebe vnofenou posoupnost.
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Definice 25 (Konvergence v rozdéleni). Bud'te X nahodna veli¢ina a X, X5, ... posloupnost
nzhodnych veli¢in definovanych na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Rekneme, Ze X,
konverguje v rozdeleni (v distribuci) k X, pokud

Fx, (x) = P[X,, < 2] —— P[X < z] = Fx(z) pro vSechna z, kde Fx je spojita.

n—roo
. o d
Tuto konvergenci zna¢ime X,, — X.

Zde vlastné nekonverguji X,,, ale ,jen“ jejich rozdéleni. Pravdépodobnostni chovani ndhodnych

veli¢in X, se blizi chovani ndhodné veli¢iny X.

5. ODHADY MOMENTU A ODHADY PARAMETRU MOMENTOVOU METODOU

Rozdéleni ndahodného vektoru obvykle nezndme. Daji se rozlisit dvé zdkladni situace (nedélejme
si ovSem iluze o Uplnosti tohoto vyctu):

(1) Parametrické modelovani: O rozdéleni mame néjakou predstavu, obvykle kladenou
na hustotu rozdéleni. Pfedpokldddme, Ze ndhodn4 veliCina méa rozdéleni, které patii do
néjaké tfidy popsatelné az na konecny (maly) pocet parametrii. Piikladem mtize byt
pocet tispéchi v néjakém poctu pokusti. Model binomického rozdéleni je naprosto vy-
hovujici, mtizeme-li povaZovat tispéchy v jednotlivych pokusech za nezavislé a nastavajici
se stejnou pravdépodobnosti. V tomto pfipadé obvykle potfebujeme néco rici o nezndmych
parametrech.

(2) Neparametricky pristup: O rozdéleni (hustoté) pfedpokladame jen celkem malo. Napiiklad
existence nékterych momentti a spojitost rozdéleni jsou typické slabé pozadavky kla-
dené narozdéleni. Vtomto piipadé obvykle chceme néco rici o charakteristikdch rozdélent,
jeho konkrétni tvar nds moc nezajima. Castou otazkou tohoto typu je, zda dvé nahodné
veli¢iny maji stejné stfedni hodnoty (rozptyl, ...), nebo zda jsou nezavislé (nekorelo-
vané).

5.1. Nahodny vybér a odhad. Nejcastéjsim nastrojem k hledani odpovédi na otazky tykajici se
nahodnych veliin a vektor(i (parametricky i neparametricky) je ndhodny vybér. Opakovanym
pozorovanim nezavislych vysledkd experimentu (vysledky nahodného vybéru) dostavame data,
ve kterych mame ukrytou dostupnou informaci o rozdéleni. Jiz vime, jak odhadnout distribu¢ni
funkci pomoci empirické distribu¢ni funkce. Nyni budeme odhadovat momenty a parametry.

Definice 26 (Bodovy odhad). Bud X, X, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni funkci
Fx. Funkci g, : R" — 0, jejiZ pfedpis nezavisi na rozdéleni Fx (ani jeho parametrech), na-
zveme bodovy odhad.

Pozndmka. Bodovy odhad, ale ceho? V zasadé cehokoliv, parametru, momentu, hustoty, pravdépodobnosti,
distribuc¢ni funkce. Dtilezité je, Ze predpis g, nezavisi na neznamém—rozdéleni ¢i parametru,

ale je funkci jen hodnot ndhodného vybéru. VSimnéme si, Ze predpis g,, obvykle zavisi na roz-

sahu n ndhodného vybéru (pfipomeriite si definici 17). Z toho ovSem plyne dilezity zavér: odhad

sam je ndhodnou velic¢inou.

Odhadovat mtizeme bud né&jaky parametr (napfiklad p v binomickém rozdéleni, ;1 vnormalnim
rozdéleni), nebo jinou hodnotu svdzanou s rozdélenim (pravdépodobnost néjaké hodnoty ¢i
intervalu, stfedni hodnotu, distribuéni funkci ¢i hustotu v néjakém bodé). V souladu se zvyk-
lostmi oznacime symbolem 6 hodnotu, kterou odhadujeme, pokud nebude specikovdna pfesnéji.
Odhad hodnoty 6 zaloZeny na ndhodném vybéru o rozsahu n se obvykle znaci 0.

Pozndmbka. Ctenaf v tuto chvili miZe byt zmaten a ptat se ,Co je tedy vlastné odhad, jak jej
mam spocitat, jaky je vzorec?”. Podstatné je co odhadujeme a také jak posuzujeme chybu odhadu—
a k té zdkonité dochazi, nebot odhad je ndhodna veli¢ina a odhadujeme obvykle redlné ¢islo
(vektor).
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5.2. Kvalita odhadu. Jednou z zddanych vlastnosti odhadu je jeho nestrannost. Tedy aby se v
priimeéru rovnal odhadované hodnoté.

Definice 27 (Nestrannost odhadu). Bud X, X», ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni Fy a bud

# odhadovany parametr. Bodovy odhad 6,, nazveme nestrannym, pokud V# € © plati Ef, =0
je-1i 6 skute¢nou hodnotou parametru.

Chceme tedy, aby stfedni hodnota odhadu byla onou neznamou odhadovanou hodnotou. Je
jisté Zadouci, aby odhad netrpél systematickou chybou.

Druhy dobrym pozadavkem je, aby se odhad bliZil odhadované hodnoté. Tomu se fik4 kon-
zistence.

Definice 28 (Konzistence odhadu). Bud X, X», ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni Fx a bud 6

odhadovany parametr. Bodovy odhad 6,, nazveme konzistentnim, pokud Vo € © plati b, 2 0
je-1i 6 skute¢nou hodnotou parametru.

Konec¢né poslednim ¢astym pozZadavkem je asymptotickd normalita, tedy aby se chovani
vhodné upraveného odhadu bliZilo standardnimu normalnimu rozdéleni. O tom si vSak povime
az pozdéji

Zvidavy Ctendf si jisté klade spoustu otazek: jak médme zaruceno, Ze existuje nekonecné mnoho nezavislych ndhodnych

veli¢in se stejnym rozdélenim a na stejném pravdépodobnostnim prostoru? Spokojme se s tim, Ze takovy prostor lze
bezesporné zkonstruovat a tedy je to mozné, pokud dokdzeme zkonstruovat nekonecné rozmérny soucinovy prostor a
na ném soucinovou miru.

Jinou otdzkou je, co znamena ,pro kazdy parametr 6, je-li § skutecny parametr“, kdyz preci  nezndme. Znamena to,
7e predpis pro 0,, musi byt takovy, Ze nezavisi na 6, ale jen na hodnotach ndhodného vybéru (obvykle na hodnotéach v
R™, kde n je rozsah vybéru (tedy pro kazdé n mame trochu jiny pfedpis pro 0,,. Jelikoz rozdéleni odhadu 6,, je odvozené
od rozdéleni ndhodného vybéru, zavisi toto rozdéleni také na 0. Proto dosadime-li libovolné 6 do rozdéleni an, musi
ném vyjit to, co chceme.

5.3. Vybérové momenty. V této sturcné kapitole jen ukdazeme jak pocitat vibérové momenty a
proc.

Definice 29 (Vybérovy primér a vybérovy rozptyl). Bud X1, ..., X, ndhodny vybér. Vybérovym
primérem nazveme X,, a vybérovym rozptylem S2 definované

Yn = %zn:xia 5721 = ! i(Xl _E)Q
i=1

n—14
i=1
Véta 25 (Nestrannost vybérového primeéru, rozptylu a empirické distribu¢ni funkce). Je-li X1, ..., X,
ndhodny vybér z rozdélent s distribucni funkci Fx, pak F, (x) je nestrannym odhadem F(x) v
kazdém bodé x. o
Je-li X4, ..., X, ndhodny vybér z rozdeleni s konecnou stredni hodnotou E X, pak X ,, je ne-
strannym odhademE X .
Je-li X1, ..., X, nahodny vybér z rozdéleni s konecnym rozptylemvar X, pak S? je nestrannym
odhadem var X .
Definice 30 (Vybérové momenty). Bud Xj, ..., X,, ndhodny vybér. Pak
Exr— 2 zn: X7
= !
i=1
se nazyva r-ty vybérovy moment.
Véta 26 (Nestrannost vibérovych momentt). Je-li X1, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni s konecnym

r-tym momentem E X", pak E X" je nestrannym odhademE X".
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5.4. Odhady metodou momentii. Abychom si pfeci jen ukazali néjaky zptisob konstrukce od-
hadu, ukaZme momentovou metodu, kterd nepotiebuje Zadné dalsi teoretické kapitoly.
Pfedpokladejme, Ze ditribuéni funkce F' (rozdéleni P) zavisi na nezndmém parametru. Pak
obvykle i momenty ndhodné veliCiny s timto rozdélenim zaviseji na téchto parametrech (vzpomente
si na piiklady jednotlivych rozdéleni).
Pfedpokladejme, Ze chceme odhadnout nezndmy parametr ¢, jehoz hodnoty se nachézeji v
mnoziné © C R? (¢asto d = 1, 2. Necht momenty ndhodné veli¢iny X existuji alespori do fadu
d a zaviseji na parametru 6, tedy necht plati

EX" =pu.(0),r=1,2,...,d,

kde zndme funkce p,-(6). Levou stranu nahradime vybérovymi momenty a fe§ime soustavu rov-
nic -
EX"= MT(en)ar = 1727 T 7d7

¢ili hledame 6, spliujici tyto rovnice. Obvykle je pr d-rozmérny parametr potifeba praveé d téchto
momentovych rovnic, nékdy vsak miize staCit méne.
Obecné odhady momentovou metodou nemusi byt nestranné, nékdy je mozné je na ne-
stranné upravit. Hlavni vihodou této metody e jednoduchost a pochopitelnost.
6. LIMITNI VETY

V této dtilezité kapitole si predstavime nékteré nerovnosti a limitni véty pro pravépodobnost
a pro ndhodny vybér.

Véta 27 (Markovova nerovnost I). Bud X nezdpornd ndhodnd velicina. Potom
EX
PX>e]<— Ve>0
€

Diikaz. Ukéazeme si pro X spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f, ale Ize i obecné.
_ BX
-—

T

P[ng]=/> 1f(a:)da:§/> - f(a;)dxg/ooo gf(x)dx
e SN

vzdy kladné

Véta 28 (Markovova nerovnost I). Bud X nezdpornd ndhodnd velicina. Potom

E(X*
P[X >¢] < (5k) Ve >0,k >0

Véta 29 (Cebysevova nerovnost). Bud X ndhodnd velicinaaE|X| < oo. Pak
var X

PIX —EX| > <
(3

Diikaz. Véta28 pouzitina |X —EX|ak = 2. O
Cebysevova nerovnost muize byt zajimavé zesilena Kolmogorovovou nerovnosti.

Véta 30 (Kolmogorovova nerovnost). Budte Xy, Xs, ... nezdvislé ndhodné veliciny a E | X;| <

oo Vi. Pak
k

max Z;(Xi ~EX))
1=

P =

S E] < S varX;

Diikaz. Oznacme si S, = Zle(Xi — EX;). Potom ES;, = 0 avarS, = Zle var Xy, diky
nezavislosti. Hledame tedy pravdépodobnost P[max;<i<p |Sk| > €]
Zadefinujme si mnozinu 4, = {w : |S;(w)| < €,j < k,|Sk(w)| > ¢}, kde Sy = 0. MliZeme si
vS§imnout, Ze Ay, jsou po dvou disjunktni, jde ted yo disjunktni rozklad jevu [max;<x<n |Sk| > €].
Nyni predpokladejme, Ze ndhodné veliciny X jsou spojité, tedy i |Sk| jsou spojité s hustotou
s (opét lze dokézat obecné). Plati
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P[lrél]?é(n\Sﬂ > ¢] ZP [Ax] < Z Ex(A)SE,

kde k posledni nerovnosti vyuZijeme Markovovu nerovnost. Pouzijme dale identitu
EX(Ag)S: = Ex(Ar)(Sn — Sk + Sk)? = ExAk(Sn — Sk)* + 2 E X (Ak) Sk (Sn — Sk) + E x(Ax)(Sk)*
a zaméime se na stiedni ¢len. Diky nezavislosti X; dostavdme nezavislost x(Ax)Sk a (S, — Sk),
z ¢ehoZ plyne

E X(Ax)2(Sn — Sk) - Sk = E(Sn — Sk)ESkxa, = 0.
Celkové E x(A4;)(Sk)? < Ex(Ax)S? a dosazenim do piedchoziho dostaneme

n

S 1 2 1 2 1 2

—

Postaci si uvédomit, ze E S2 = var S, protoze E S,, = 0. O

Nyni lze ukéazat, Ze odhady momentt i odhad distribu¢ni funkce pomoci empirické dis-
tribu¢ni funkce jsou konzistentni. Nejprve pouzijeme vhodné nerovnosti na sou¢ty nédhodnych
veli¢in a odvodime obecny vysledek, ktery pak budeme pouZzivat na jednotlivé ptipady.

Véta 31 ((Slaby) Zakon velkych ¢isel). Budte X1, X, ... iid ndhodné veliciny s konecnou stredni
hodnotouE X = p a s konecnym rozptylemvar X, = 2. Pro libovolnées > 0

1 n

Diikaz. 7 véty 26 vime, Ze aritmeticky primér je nestrannym odhadem své sttedni hodnoty p,
existuje-li tato. S vyuzitim CebySevovy nerovnosti

var X,

P[[X, — p| > €]

IN

gz’
coz spolu se skute¢nosti

var X,

_ 1 1 1
var X,, = varEZXi = ﬁvarZXi = —nvar Xy =

2 0’
n

n n—00

kde pfedposledni rovnost plati diky nezavislosti a stejnému rozdéleni X;, dava poZadovanou
konvergenci. O

Disledek 1. Budte X, Xs, ... iid ndhodné veli¢iny s konecnym 2r-tym momentem E X?". Pak
pro libovolnés > 0

ZXT EXT| >e| —— 0.

n— 00
i=1

Ve skutecnosti lze predchozi vétu dokézat i silnéji. Zaprvé nepotfebujeme nezavislost a staci nekorelovanost, protoze

v tom piipadé také plati, Ze
varZX ZvarX +Zcov X, X5) ZvarXi.
i i#£j —,—« i

Dokonce staci pozadovat jesté méné a to aby kovariance byly dostatecné rychle mizejici se vzdélenosti indext ¢ a j,
aby n=2var )", X; konvergovalo k nule pfi n rostoucim do nekonecna. Zadruhé, pokud si ponechdme nezavislost,
muzeme naopak pozadavek na existenci ,druhého“ momentu nahradit pozadavkem E | X | < oo (ve vété 31, pfipadné
E |X|" < oo v disledku) a véta zlstane v platnosti. Dokonce lze i zesilit smysl konvergence na konvergenci ve vsech w
az na mnozinu pravdépodobnosti 0. Takovému vysledku pak fikdme silny zdkon velkych ¢isel. Praktici ¢asto povazuji
rozdil mezi silnym a slabym ZVC za zanedbatelny a z hlediska pouZivéni a interpretace nezajimavy, teoretici naopak
velmi Ipéji na jejich rozliSovani a jejich snahou je pokud mozno dokazat silny zédkon (konvergenci skoro vSude). V
nasem textu vS§ak neméame techniky pro dtikaz silného zédkona, zajemci si laskavé vyhledaji piislusné vysledky v bohaté
dostupné literatufe.
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Dusledek 2. Bud F,(z) empirickd distribucni funkce. Pak plati F,(z) SR F(x) pro kazdé

n— oo
z e R.

Dokazali jsme tedy konzistenci odhadt momenti ndhodnych veli¢in a odhadu distribu¢ni
funkce. Pokud jsou parametry odhadované pomoci metody momentt spojitymi funkcemi mo-
mentd (a jednoznacné urCenymi), pak ze spojitosti a konvergence dostaneme i konzistenci od-
hadt vytvofenych momentovou metodou (tedy tfeba i takto odhadnuté distribu¢ni funkce).
Zéakladem muze byt jednoduché tvrzeni, které uvedeme bez Cisla a bez dikazu.

Véta (Konvergence spojité transformace). Bud X1, X, ... posloupnost nahodnych velicin a a
konstanta takovd, Ze P|| X,, — a| > €] — 0 pro libovolné e > 0. Bud ¢ spojitd funkce. Pak

Pll¢(X,) — ¢(a)] > ] —— 0 Ve >0.
n—oo
Dalsi moZznou modifikaci zdkona velkych €isel je vynechani pozadavku na stejné rozdéleni ndhodnych veli€in. Pak

je samozfejmeé otdzkou, k jaké hodnoté konverguje aritmeticky priimér a za jakych podminek. Opét se vyskytuje vice
variant odpovédi, ale nam bude stacit jen jednoducha varianta.

Véta. Budte X1, Xo, ... iid ndhodné veliciny s konecnou stiedni hodnotouE X; = p; as omezenym rozptylemvar X; =
cr? < K. Pak
1 n

i=1
Pokudn=' 3", w; konverguje k hodnoté p prin rostoucim nade vSechny meze, pak plati

1 n

Ted jiz mZeme u kazdého odhadu rozhodovat o jeho nestrannosti (asymptotické nestran-
nosti) a konzistenci. Mnohem hlubsi vysledek ndm poskytuje centrdlni limitni véta (CLV). Jeji
duikaz v3ak je bud velice zdlouhavy, nebo vyzaduje pokrocilejsi techniky, takZe se spokojime se
znénim.

> E:| — 0.
n— oo

Véta 32 (Centralni limitini véta). Budte X, X, ... nezdvislé a stejné rozdélené nahodné veliciny
s konecnou stiedni hodnotou E X, = p a konecnym kladnym rozptylem var X, = o2 > 0. Pak

X, —
P [\/ﬁ'u Sm] —— ®(z), VzeR,
o

n—oo

kde ® je distribucni funkce standardniho normdlniho rozdéleni N (0, 1).
Ekvivalentné miizeme rict
~ n
JAn T A 01 nebo 2= T 4 n0 1 nebo /i (X — 1) & N(0,02).
o Vno?

Pouziti CLV jsou vSude. Vyuzijeme je ke konstrukci (asymptotickych) intervalovych odhadd,
asymptotickych predik¢nich interval(, testovani, ...Zde se naplno ukazuje vyznam postaveni
normalniho rozdéleni: mnoho navzdjem nezavislych vlivii se poscit4, extrémy se vyrusi a vysledkem
je normalni (Gaussovo) rozdéleni.

I zde je mozné zeslabit pozadavky a tak neni tfeba ani stejné rozdéleni, ani Gplna nezavislost. Jde vsak o velmi
specializovand tvrzeni, tak se jim vyhneme a nauc¢ime se pouzivat CLV alespon v tomto zdkladnim tvaru.

Priklad (Ptiklady pouZiti CLV). Centrélnilimitni véta se obvykle pouzivé k uréeni pravdépodobnosti,
k ur€eni intervalu ¢i k urCeni potfebného poctu pozorovani. Jednotlivé tlohy v podstaté od-
povidaji hledani jedné neznamé v rovnici odvozené pomoci CLV.
(1) Chceme védét, s jakou pravdépodobnosti bude pocet Gspéchti v Bernoulliovskych po-
kusech vy3si, nez a. Mdme X, . . ., X, nezavislé stejné rozdélené s alternativhim rozdélenim
s parametrem p. Kolik bude P} X; > al?
Pouzijeme CLV a stejné tipravy na obé strany. Cilem je ziskat jeden z tvart uvedenych
ve vete 32.

P} X >a] =P > Xi—np a—np :1_P[..,<,..]z1_q><a_”p>

Vnp(1 —p) g Vvnp(1 —p) np(l —p)
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(2) Urceni poctu pokusti. Chceme védét, kolik pokusti mame udélat, aby se relativni pocet
Gspéchti v Bernoulliovskych pokusech (tedy podil tispéchti k poctu pokusty) lisil od
teoretické pravdépodobnosti nejvysSe o € s pravdépodobnosti nejvyse «. Jinymi slovy
hledame n tak, aby P[| X,, — p| > ¢] < a.

Znova vyuzijeme CLV a upravujeme. Obdobnymi ipravami jako vySe dostaneme

X, — X, — X, —

P \/ﬁM >a|l =1-P \/ﬁnip >a \/ﬁnip < —a| =1-®(a)+P(—a).

p(1—p) p(1—p) p(1—p)
S vyuZitim symetrie normalniho rozdéleni, jmenovité ®(a) = 1 — ®(—a), posledni
vyraz upravime na 2(1 — ®(a)). To znamen4, Ze hleddme a tvaru Ve tak, aby 2(1 —

®(a)) < o, tedya > ¢! (1 — ¢). Z tohoto a potom vypolteme potiebné n.

(3) Urc€eni intervalu. Kazdy z n Gcastnik(i korespondencniho seminafe dokon¢i vSechny
ukoly—a dostane darek—s pravdépodobnosti p (nezavisle na ostatnich). Kolik musi mit
poradatelé v zasobé dark, chtéji-li s pravdépodobnosti 0,99 mit darek pro kazdého
Uspésného fesitele?

Trividlni odpovéd je n. Pak mame jistotu, ze se dostane na kazdého. Ale zédroven s
pravdépodobnosti 1 — p” (a ta mize byt hodné velkd) ndm néjaky darek zbyde.

Oznacime-li X; nahodnou veli¢inu ,icastnik uspél“, pak > X; je pocet dark, které
potiebujeme. Okamzité vidime, Ze miizeme vyuzit CLV a po nékolika Gpravach dospét
k asymptotické rovnosti

cgop|2Ximw a—np | _.gf_a-np

Posledni vyraz ma byt nejméné 0,99, z CehoZ pak plyne nerovnice

+P

a—np
np(1l —p)
Alespon tolik darki musime mit pfipraveno.

> ®710,99) = a > np + /np(1 — p)@~1(0,99).

Jiz jsme vidéli, Ze konvergence v pravdépodobnosti ,prezije“ transformaci spojitou funkci. U
centrélni limitni véty mame podobny vysledek, jen je tfeba spravné urcit asymptoticky rozptyl.
K tomu slouZi takzvana delta-metoda.

Véta 33 (Delta). Bud Y1,Ys,... posloupnost ndhodnych velicin takovych, Ze /n(Y, — p) 4,

N(0,0?) a diferencovatelnou funkci g. Pak

Vi (g(Ya) — g(1) & N (0, (¢ (1))%0?)

Delta véta dava velmi univerzalni a mocny néstroj. UkaZme si jeji pouZiti na pfikladu Pois-
sonova rozdéleni.

Priklad. Predpokladejme, Ze mame Poissonovo rozdéleni s parametrem A a ndhodny vybér
X1,...,X, z tohoto rozdéleni. Pak vime, ze EX = var X = ). Z CLV vime, Ze /n(X,, — \) LN
N(0,)). Déle vime, Ze P[X = 0] = e~ = g(\).

Delta véta nam dava asymptotické normalni rozdéleni pro P[X = 0] ve tvaru y/n(e <» —
e) L N(0,A(g'(\)2) = N(0, he=2).

7. ASYMPTOTICKE INTERVALOVE ODHADY

Pfedchozi ptfiklady nds mohou snadno navést na myslenku napiiklad pro Bernoulliho po-
kusy priblizné urcit i neznamou pravdépodobnost p. Vime-li, kolik pokusti n jsme ucinili a ko-
lik ispéchti © jsme zaznamenali, pak pro kazdé p vime, jaké je pravdépodobnost, Ze ndhodna
veli¢ina U (pocet tispéchii) bude ,blizko" zaznamenané hodnoty . Co to vSak znamena blizko?

Zvolime-li pevné délku 2d intervalu (a — d, a + d), pak v normélnim rozdéleni N (0, 1) se jako

Vv,

nejpravdépodobnéjsi ukazuje byt interval (—d, d) s pravdépodobnosti ®(d) — ®(—d) = 2®(d)—1.
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Ma-li tento interval mit pfedepsanou pravdépodobnost alespon 1 — «, pak d zvolime s ohledem
na tento pozadavek, tedy d = ®~1(1 — a/2). Asymptoticky dostavame

— d2
P —dgiU 1P <d —>1—0¢:>P[(U—p)2§p(1—p) —>1-a
np(l —p) n n

Odtud dostavame po obvyklych tpravach kone¢ny vysledek

U U+ d?
P <p< —1—oa.
[n+d2pn+d2] “

Uvédomme si hlavné, Ze nahodnou velicinou je zde U, ¢ili ndhodné jsou meze intervalu [U/(n+
d?), (U+d?)/(1+d?)]. Tento interval v sobé tedy obsahuje nezndmou hodnotu p s pravdépodobnosti
blizici se 1 — «, jde tedy o néjaky intevalovy odhad.

Zde jsme pouzili znalost centralni limitni véty pro alternativni rozdéleni a z toho plynouci
znalost rozptylu. To vSak neni vZzdy moZzné. Nejprve

Definice 31 (Intervalovy odhad). Bud X1, ..., X,, ndhodny vybér z Py, § neznamy parametr a
O C R. Intervalovym odhadem nazveme dvojici funkci L(X7,..., X,) - RaU(Xy,...,X,) —
R, jejichz pfedpis nezavisi na 6 a které spliuji P[L(X4,...,X,) <0 < U(Xy,....X,)]| > 1 -«
(Interval spolehlivosti s hladinou spolehlivosti 1 — a) pro kazdé 0, je-1i 6 skutecnou hodnotou
parametru.

Najit obecné intervalovy odhad neni snadné. My si ukdzeme jen asymptotickou cestu k od-
hadu stfedni hodnoty.
Obecny postup k ziskani intervalového odhadu asi popsat nejde. Jeden z moznych postupt je tento:
(1) Najdeme funkciH : (X1,..., Xn,0),jejizrozdéleni nezavisi na 6. (nebo alespon nezavisi asympto-
ticky). Obvykle pomtze Centralni limitni véta. Pfikladem je X1, . . ., X, s alternativnim rozdélenim

zavislém na p, odhadem muize byt 22:="2 % N (0, 1) nezavislé na p.
\V/np(1—p) ’

(2) Najdeme kvantily I(«), u(«) rozdéleni H takové, ze P[l(«) < H < u(a)] > 1 — . Je-li (asympto-
tické) rozdéleni H normalni N (0, 1), pak pouzijeme kvantily i(o) = q(a/2) = @ '($) au(a) =
ql—a/Z = (1)71(1 — %)

(3) Osvobozeni parametru riznymi algebraickymi tipravami dojdeme k nerovnostem i(a) < H <
u(a) prave, kdyz L(Xy, ..., Xn,l,u) < 0 < U(X4,..., X, 1, u) je-li to mozZné. AvSak nékdy jesté
musime zapojit Cramérovu—Sluckého vétu.

Uvazujme ndhodny vybér X1, ..., X,, z rozdéleni s konetnym rozptylem o2 a se stfedni hod-
notou E X. Vyjdeme-li s CLV, pak dostdvame

2
X, -EXx| </ Za! (1—0‘)] S1-a
n 2

Pan— 7 p1 (1—3)gEX§X7+ 0:@_1(1—(;)] Sl-—a

P

odkud po tpravach plyne

Tento intervalovy odhad ale zéavisi na nezndmé hodnoté rozptylu o2. V nékterych ptipadech je
rozptyl jen funkci stfedni hodnoty (zndme Bernoulliovo, Poissonovo, exponencidlni, geomet-
rické rozdéleni, kde tomu tak je) a nerovnosti lze fesit, nebo nékdy alesponi numericky fesit. V
obecném piipadé vSak E X a o2 nemuseji souviset. Nastésti mdme dobry odhad pro o2 a néstroj
v podobé Sluckého (Cramérovy—Sluckého) véty.

Véta 34 (Sluckého véta). Bud X,, % N(0,1),U, 2> aaZ, 2 s > 0. Pak
Zo X+ Uy % N(a, s2)
Diikaz. Ukéazeme si zakladni myslenku dtikazu jen pro U,,, a = 0. Pro libovolné ¢ > 0 plati

P[Z. X, <z] =P[Z, X, <z,|Z, —s| <e]+P[Z, X, <z,|Z, —s| > €]
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Druhd pravdépodobnost s roztoucim n jde k nule. Prvni pravdépodobnost je omezena

P[(1+€)Xn <, |Zn — 8| <] < P[ZnXn <, |Zn — 5| <] <P[(1— )Xy < a,|Zn — 5| <é]

sy 2

pficemz krajni pravdépodobnosti se blizi ® (z/(1+¢)), pfipadné ®(z/(1—¢)). Ditkaz dokon¢ime
poukazem na skute¢nosti, Ze ¢ > 0 muze byt libovolné malé a distribu¢ni funkce @ je spojita.
(]

Tato véta se nejcastéji pouziva, kdyz nezname rozptyl nebo je préace s rozptylem pfilis obtizna.
V tom piipadé potom vime, ze diky CLV \/ﬁ% 4N (0,1) a také ze zdkona velkych cisel
Sn 2y 1 pokud 0 < 02 < oo,

Diky Sluckého vété pak \/ﬁxig;/“a/ Z = \/ﬁ% 4 N(0,1), tedy jsme nahradili rozptyl jeho
vybérovym odhadem.

Priklad. Méjme nahodny vybér X;,..., X, z nezndmého rozdéleni s kone¢nym rozptylem.
Chceme najit intevalovy odhad o spolehlivosti 1 — « pro nezndmou stfedni hodnotu .
Kombinaci CLV a Sluckého véty dostdvame

n

P {ng Eon < 4 - O(x).

Podobné jako vyse tedy miizeme po nahrazeni neznamého rozptylu jeho konzistentnim odha-

dem odvodit
. 2 . 2
X,L—\/i®‘1(1—9>§EX§Xn+ &@_1(1_9) S1—a
n 2 n 2

vvvvvv

P

Sluckého véty, pripadné delta-véty je porovnani stfednich hodnot dvou ndhodnych vybért.
Obvyklé pfedpoklady a znaceni jsou:
(1) Existuji dvé populace (skupiny) u nichZ se zajimdme o néjakou hodnotu—nahodnou
veli¢inu. Napfiklad kvalitu piva, rychlost vipocCtu, rozmér, krevni tlak, ...

(2) Ndhodny vybérzpopulace 1 ozna¢ime X3, ..., X,,, ndhodny vybér z populace 2 oznacime
Y1,...,Y,.Obecnélze uvazovat i rozdilné rozsahy vymérti n a m, ale toto vede k ur¢itému
ztiZeni ulohy.

(3) Predpokladame, Ze oba vybéry pochdzi ze stejného typu rozdéleni, lisiciho se jen svymi
parametry. Znacime px stfedni hodnotu X; a py stfedni hodnotu Y;, podobné o% roz-
ptyl X; a 0% rozptyl Y;. Obvykly pfedpoklad je, Ze odlisné mohou byt pouze stfedni
hodnoty, ale i tyto pfedpoklady je moZné omezovat.

Vime, Ze X — Y je ndhodna veli¢ina se stiedni hodnotou ux — py a s rozptylem o% + o%..
Zaroven plati > (X; — Y;) = > X; — > Y;. Pouzitim CLV dostaneme

X, —Y;)— — X,-Y,— —

p > (X i) — (ux — py) —Pp n L — (px IUY)\/HS 2| = o(2).
n(ox +oy) Vox +oy

Nezname-li (a obvykle to nezname) hodnotu rozptyli 0% a o, pak mizeme pouzit jejich kon-

zistentni odhady S% a S% a Sluckého vétu a dostaneme

Yn—?n—(MX—/W)
P n<x
l \V/S% + 5% vn<

Odtud jiz snadno odvodime intervalovy odhad na hladiné spolehlivosti 1—« pro rozdil sttednich
hodnot ux — py

<z

— O(x).

. S2 G2 L 52 52
P[Xn—Yn— PX OV (1—9)gux—uygxn—yn+ OX O g1 (1—0‘)] S l-a.
n 2 n 2

Jak tento odhad pouzit? Jedna z moZnosti je pfi rozhodovéni o shodé stfednich hodnot.
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Priklad (Statistické rozhodnuti). Uvazujme dvé mésta. Mame rozhodnout, zda déti zobou mést
maji stejnou Sanci zvladnout test. Nasim pfedpokladem je, Ze ano a tento pfedpoklad chceme
Jpotvrdit‘. ProtoZe vime, Ze naSe rozhodnuti je zaloZené na ndhodnych veliCindch, stanovime
si hladinu oo maximalni pfipustné pravdépodobnosti chybného rozhodnuti. Hodnotu « obvykle
volime 0, 05 (pfipadné vrozmezi 0,01 — —0, 1, ale volba « je samostatny problém).

Vybereme n déti zjednoho mésta a n déti z druhého mésta. Musi jit o ndhodny vybér. VSechny
déti budou psat test. V prvnim mésté dostaneme vysledky X3, ..., X,, (body za test), ve druhém
mésté Y7y, ...,Y,. Rozptyl vysledkli nezndme a musime jej odhadnout. Odhadneme téz stiedni
bodové zisky v obou méstech:

K=o XSk = s S - X Yn:;;nﬂ%: LS wi-Te

‘ n—1 n—1
=1

Spocitame intervalovy odhad pro pux — py na hladiné spolehlivosti 1 — «. JiZ vime, co to zna-
mend. Nasi hypotézou je, Ze ux — uy = 0. Nepokryva-li tedy intervalovy odhad hodnotu 0,
pak zavrhneme nasi hypotézu a fekneme, ze déti z téchto mést nemaji Sanci zvladnout test

stejné dobfe (a dodédvame ,se statistickou vyznamnosti o, ¢imz sdélujeme podstoupené riziko
chybného zavrZeni predpokladu px — puy = 0).

Rozmyslete. Samoziejmé mlizeme rozhodovat o libovolném rozdilu strednich hodnot. Budeme-
li pfredpokladat, ze ux — py = 0, pak tuto hypotézu zamitneme s hladinou vyznamnosti «,
pokud v intervalovém odhadu pro px — py neni obsazena hodnota 4.

7.2. Odhady pravdépodobnosti. Chceme-li odhadnout v podstaté libovolnou pravdépodobnost,
lzze pouZit empirické Cetnosti, tedy obdobu empirické distribucni funkce. Tim se vlastné problém
redukuje na odhad pravdépodobnosti v Bernoulliovych pokusech. Lze v§ak postupovat i jinak,
mame-li parametricky model pro rozdéleni.

Priklad. Chceme odhadnout pravdépodobnost p; = P[X > 1] a odvodit asymptoticky interva-
lovy odhad pro p;.
Vime, 7e p; = 1 — F(1), tedy Ze mtizeme pouzit empirickou distribuéni funkci F,, (1), kterd je
konzistentnim a nestrannym odhadem. Navic ale také plati asymptoticka normalita e.d.f.
Protoze F,,(z) = 1/n > x(X; < ), jde o aritmeticky primér nezavislych stejné rozdélenych
nihodnych velicin. A pro ten plati CLV, pokud méme zarucen nenulovy a kone¢ny rozptyl, coz
zde trividlné plati, nebot charakteristickd funkce mnoZziny y nabyva jen hodnot 0 a 1. S pomoci
véty 13 vime, Ze rozptyl var F, (z) = 1/nF(z)(1 — F(z)). Tim mame vie pfipraveno pro pouziti
CLV.
Fu(x) - F(x)
Fa)(1- F())

cozs pomoci snadnych operaci a s vyuzitim Sluckého véty po nahrazeni rozptylu F(z) (1—F(x))
jeho onzistentnim odhadem F, (z) (1- E, (z)) vede k asymptotickému intervalovému odhadu

P |E(x) — —\/F”(x)(l (@) 41 (1-%5) < F@) < Fula) + \/F”(x)(l — Fal@)) g (1-5)| = 1-a

n n

P vn<z| = ®(x),

Snadnou tpravou pak dostaneme asymptoticky intervalovy odhad pro 1 — F(1).

Ptidejme predpoklad, Ze distribu¢ni funkce F' odpovid4d exponencidlnimu rozdéleni. Pak
vime, e 1 — F(1) = e~*. Vime, Ze stfedni hodnota E X = 1/)\ a mizeme tedy uvaZovat od-
had s vyuzitim asymptoticky normélniho odhadu pro 1/A. Plati

P {X’ifél\/ﬁ < 4 = ®(2) = VX, — A7) L N0, A72).

S vyuzitim delta véty na funkci g(u) = exp(—u~!) dostaneme

Vi(exp(—1/X,) —e ) 4 N(0,\2e72}),
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nebot (g'(u))2 =u"*exp(—ut).

Rozmyslete. Dobfe si vSak rozmyslete, Ze metoda odhadu pravdépodobnosti uvedend vyse je
pouzitelnd jen pro pravdépodbnost jediného jevu. Dtivod je ten, Ze ndhodné veliciny y (X € A)
a x(X € B) nejsou nezdvislé.

8. BORELUV A CANTELLIUV ZAKON, CHERNOFFOVY MEZE

Definice 32 (Mnozinovy limsup a liminf). Bud A4,,n = 1,2,... mnoziny (ndhodné jevy). Defi-
nujme

hylzrfolip A, = Ol L_J A; hnrglgf A, = Ql O A;
Jestlize a € limsup,,_, . A,, potom existuje nekonecné mnoho mnozin 4;, kdea € 4;.Jestlize
b € liminf,,_, ., A,, potom existuje nejvySe kone¢né mnoho mnozin A;, kde b ¢ A;.
Véta 35 (Boreltv-Cantellitiv 0-1 zakon). Predpoklddejme, Ze mdme nekonecny soubor ndhodnych
jevﬁ Al, AQ, e
(1) Jestlize

oo

ZP(Ai) < o0, pakP (limsup An> =0.
(2) Bud A,,,n =1,2,... navic nez4vislé. Potom

ZP<Ai) =oc0o=P (hmsupAn) =1.
i=1

n— oo

Véta 36 (Chernoffovy meze). Bud X ndhodna veli¢ina. Oznacme ) x (t) = Ee'X jeji momento-
vou vytvorujici funkci. Pak

PIX > a] < inf 2XW pry < 4] < e X0

t>0 eta t<0 et

Diikaz. Prvni mezplynezP[X > a] = P[e!X > e!%] prot > 0. Dostali jsme nezdpornou veli¢inu,
vyuzijeme Markovovu nerovnost, tedy P[eX > '] < £ ¢yt > 0. Poté vezméme minimum pies
vSechna ¢.

Eet:z

Druhd mez je dokdzédna analogicky. P[X < a] = P[e"* > ¢*] < Z¢- prot < 0. O

Definice 33 (Poissonovské pokusy). Budte X, Xo,... nezavislé nadhodné veli¢iny takové, ze
P[X; =1] =p, =1 - P[X; = 0],p; € (0,1). Takové pokusy se nazyvaji nezavislé poissonovské
pokusy.

Jestlize u poissonovskych pokusti bude kazdé p, = p pro néjaké konstantni p, dostaneme
bernoulliovské pokusy.

Véta 37 (Horni Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Budte X1, X, ... nezavislé pois-
sonovské pokusy s parametry p,ps, . ... Oznacme S, = >, X;, us = > i, pi-

(1) Proé > 0:

0 s
P[Sn > (1 + (5)#5] < (W)
(2) Pro0<é§ <1:
P[Sy > (1+ 0] < e7e0/3
(3) Prod > 6pus:
P[S, >4 <27°
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Diikaz. Jen prvni. P[S,, > (14 0)us] < %
Z nezavislosti dostavame s, = [, Vs, (t) @by, (t) = Ee!™i = piet + (1 —p;) = 1+ pi(e —1).
Dale [[;_; (1+pi(e’ — 1)) = exp{32i_ log(1+pi(e’ — 1))} < exp{(e’ —1) 320, pi} = exp{(e’ —
1)pts}.

n (ot _
Dosazenim do vzorce, dostavaime Hi:l(tl(ffg)i D) < e’;‘(’é(t‘zl +?)Z b — exp (et — 1 — (1 +06).

Nakonec P[S,, > (1 4+ 0)us] < % = exp [0 — log(1 + 6)' 9] =, coZ je hledany
vyraz. O
Véta 38 (Dolni Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Budte X, ..., X,, nezdvislé po-
issonovské pokusy s pravdépodobnostmi P[X; = 1] = p;. Bud S,, = Y Xiaps = > pi
Pak

(1) Pro0<d<1

-6 us
Pl < (1= dusl < (s -
2) Pro0<d6<1
P (S, < (1 0)us] < e 10/,

Rozmyslete. Uvazujte n nezavislych Bernouliovych pokusti X7, ..., X, s (neznamou) pravdépodobnosti
uspéchup € (0,1). Oznacme

nejlepsi odhad p. Pro zadané o € (0, 1) pouzijte CebySevovu a Markovou nerovnosti a Chernof-
fovy meze pro nalezeni nejmensi hodnoty ¢ takové, Ze

Ppe @—-90,p+9)]>1-c.
9. ROZDELEN{ TRANSFORMACE, SOUCTU A SOUCINU

Véta 39 (Rozdéleni souctu a soucinu diskrétnich ndhodnych velicin). BudteX,Y diskrétni ndhodné
veliciny, pak:

(1) Z = X+Y jetaké diskrétni ndhodnd velicinaaplatiP[Z = v] = P[X =u,Y =v—u).

(2) Pokud jsou X,Y kladné (tedy P[X > 0] =P[Y > 0] =1), pakV = XY je také kladna

diskrétni nahodnd velicinaaP[V = z] = }° P[X = u,Y = Z]. pro obecné d.n.v je treba ddt
pozor naab = —(a)(—b) a0b = a0 = 0.
Diikaz. Podle véty o tplné pravdépodobnosti P[Z = v] = Y P[Z = v, X =u] = ) P[X =
u,X+Y =v] =), PX =Y =v—u]. Druhy bOd analogicky. Pro vice, nez dvé veli¢iny mizeme
postupovat indukci. U

Véta 40 (Konvoluce). Bud (X,Y) spojity ndhodny vektor s hustotou f(x y). Pak Z = X +Y je
spojitd ndhodnd velicina a plati
=/ fxy)(@,t —a)de

Diikaz. Chceme najit P[Z < 2] =P[X +Y < z] =P[(X,Y) € H] kde H je polorovina rozdélena
pfimkou z = x + y. To se rovna

// Jx,v)(u,v)dvdu = /00 /Z_u Jx,v)(u,v)dvdu = F.(z).

Ze vztahu distribu¢ni funkce a hustoty: F(z) = [°__ f(t)dt vime, Ze plati f7(z) = F}(z) (aZ
na ,nemnoho“ bodl) v nichZ mtZzeme f deﬁnovat podle potieby.
Potfebujeme tedy najit parcidlni derivaci

82/ /Z uf(X vy (u,v)dvdu = / ((;9,2 /Z*“ foxr) (u, v)dv) du = /C: fox (u, 2 — w)du.

Dostédvame tedy hledany vyraz. O
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Véta 41 (Hustota podilu a soucinu). Bud (X,Y) spojity nahodny vektor s hustotou fx yy a necht
P[Y > 0] = 1. PakV = 3 je spojitd nahodnd velicina s hustotou

fv(v) = /_OO fox,vy(vu, u) - udu.

Ndhodnd velicinaW = XY je také spojitd s hustotou
e w 1
ow=/)f, —,y) - —dy.
w = [ fon G-

Diikaz. Opét nejprve spocitame P[V < v] = P[&£ < v] = P[X < Y] =P[(X,Y) € H] kde H je
polorovina rozdélena piimkou z = vy. Postupujme tedy podobné, jako u predchoziho diikazu.
Dostaneme dvojny integral

/ /H foxy) (u, t)dtdu = /_ O:O /_ D: fixvy (u, t)dtdu = Fy (v).

Pti derivovani podle v si musime uvédomit, Ze v horni mezi vnitiniho integrélu neni v, ale vu a
i tento vyraz musime zderivovat. Tim dostanemepoZadovany vysledek.

Hustotu souc¢inu dostaneme pfimym dosazenim obracené hodnoty Y do podilu. O
Véta (Momentova vytvotujici funkce souétu). Budte X, ..., X,, nezdvislé ndhodné veliciny ay
jejich soucet. Pak

vy (8) = [ v ().
=1
Diikaz. 7 definice plyne, Ze ¢y (t) = Ee!Y = Ee!2 X = E[]e'¥:. Z nezavislosti poté mame
H in (t) . O

10. PODMINENE ROZDELEN{ A PODMINENA STREDNf HODNOTA

Definice 34 (Podminéné rozdéleni diskrétniho ndhodného vektoru). Bud X = (Y, Z) diskrétni
nahodny vektor (s hodnotami v N3). Pak pro kazdé n € N, takové, Zze P[Z = n] > 0 definujeme
podminéné rozdéleni Y za podminky Z = n:
P[Y =k, Z = n]
P[Z = n]
Podminka Z = n miiZe pridat dalsi informaci také pro nahodnou veli¢inu Y. Samoziejmé,
pokud Y a Z jsou nezavislé, pak informace Z = n Zddné upfesnéni pro Y nepfinasi.

P[Y = k|Z =n] =

Priklad. Méjme 6 minci a jednu kostku. Hodime kostkou a podle vysledku hodime odpovidajici
pocet minci. Jakd je pravdépodobnost, Ze nepadne Zadny lic?

Jaké je rozdéleni poctu lici? Vime, Ze pocet licti je 0,...,6. To vSak nedokdZeme spocitat
pfimo, musime vzdy spocitat rozdéleni za podminky hozeni kostkou.

Definice 35 (Podminéna stfedni hodnota). Bud X = (Y, Z) diskrétni nahodny vektor takovy,
ze
(1) P[Z=n] >0
(2) Eg(Y,n) < oo pro zvolenou funkci g.
Pak definujeme E ¢(Y, Z|Z = n) = >~ g(k,n)P[Y = k|Z = n].
Specialné, pokud E |Y| < oo, potom E(Y|Z = n) = >°7 kP[Y = k|Z = n], coZ nazveme
podminénou stredni hodnotou g(Y, Z) za podminky Z = n.

Vsimneme si, Ze podminénd stiedni hodnota zdvisi na hodnoté n, ale pochopitelné nezdvisi
na hodnoté Y.

Véta 42 (O tplné stiedni hodnoté). Bud X = (Y, Z) diskréini ndhodny vektor a EY existuje
konecna. Pak
EY =Y E[Y|Z = n]P[Z = n] pokudP[Z = n] > 0.

n
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Diikaz. Pro vyraz na pravé strané plati

ZEY|Z—n ZZkPY k|Z = n)P ZZkPY k,Z =n).

n k=0 n k=0

JelikoZ predpokladame existenci konecné stredni hodnoty E Y, miizeme zaménit pofadi s¢itani

a ziskame tak
STkY PlY =k Z=n]=Y kP[Y =k] =EY.
k=0 n

O

Vsimnéme si, Ze podminéna stfedi hodnota je konstanta z4visl4d na n a jejich soucet pfes
vsechna n vaZeny pomoci pravdéodobnosti P[Z = n] dava (margindlni) stfedni hodnotu EY’,
ktera jizZ n an pochopitelné nezavisi.

Muizeme si také v§imnout, Ze podminéna pravdépodobnost rozdéluje (faktorizuje) mnozinu
) podle hodnoty ndhodé veli¢iny Z. To ndm umozZni nahlédnout podminénou stfedni hodnotu
jako ndhodnou veli¢inu, funkci Z.

Definice 36 (Podminéna stfedni hodnota jako nahodnd veli¢ina). Bud X = (Y, Z) diskrétni
nihodny vektor, E |Y| < co. Definujeme ndhodnou veli¢inu E(Y|Z) pfedpisem E(Y|Z)(w)
EY|Z =n)Vw € {w: Z(w) =n}.

Snadno nahlédneme, Ze rozdéleni E(Y'|Z) je diskrétni a plati P[E(Y|Z) = E(Y|Z = n)]
P[Z = n].

Stfedni hodnota E Y minimalizuje stfedni ¢tvercovou vzdalenost Y od konstanty, neboli: E(Y —EY)? = minger E(Y —

a)?. Sttedni hodnota je tedy nejlepsi predikce nezndmé hodnoty Y pomoci konstanty, chceme-li nejmensi tvercovou
chybu. Na mnoziné {w : Z(w) = n} plati E(Y — E(Y|Z = n))? = minycg E(Y — b)2. Na této podmnoziné jsme tedy
nasli lepsi odhad. Ddme-li si tyto skue¢nosti dohromady, pak vidime, Ze E(Y'|Z) je mezi vSemi funkcemi Z tim nej-
lepsim odhadem Y s ohledem na stfedni &tvercovou chybu. Z definice také vyplyvé, ze E(g(Y)|Y') = g(Y') pro kazdou
(meéfitelnou) funkci g. Co je v souladu s interpretaci: zndme-li hodnotu Y, pak nejlepsim odhadem ¢(Y") je dosazeni
znamého Y do g.

Véta43. Bud X = (Y, Z) diskrétni ndhodny vektor, E |Y| < co. PakE(E(Y|Z)) = EY.
Diikaz. Primy disledek véty 42. O

Pozndmka (Podminény rozptyl). Podobné jako podminénou stfedni hodnotu mtizeme defino-
vat i podminény rozptyl.

var(Y|Z = n) = E ((Y _EB(Y|Z = n))? ]z - n) .
Snadnym vypoctem zjistime, Ze

var(Y|Z) = E(YQ\Z) — (E(Y|Z))2, varY = Evar(Y|Z) + varE(Y|Z).

vvvvv

Pravdépodobnosti P[Z = z] jsou nulové pro Vsechna z a jak vime, nulou nelze délit. Presto i
zde je mozné dobie definovat podminéné rozdéleni pomoci podminéné hustoty pfi zachovani
vSech vlastnosti, které rozdéleni ma mit.

Definice 37 (Podminéna hustota). Bud X = (Y, Z) absolutné spojity nahodny vektor se sdruzenou
hustotou fy,z. Definujme fy |z (v|w) pFedpisem:

Jy,z(v,w)
_ )T f2(w)>0
Jyz(v|w) {0 jinak

a tuto funkci (proménné v indexovanou z) nazveme hustotou podminéného rozdéleni YV za
podminky Z = w.
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Nyni pojd me ovétit, Ze takto definovand hustota je opravdu hustotou.
Margindlni hustotaje fz = [ fv.z(v,w)dv. Pokud je rovna nule, potom nutné fy,z (v, w) =

0. Potom foo fra \d
. fyz U U)) o JY,Z U, w)dV . fz(w)
/ friz(vhw)dv = / T ) 2w

kdykoliv f(w)
Podivejme se]este na pravdepodobnost P[Y € A, Z € B].Zdefinice vime, Ze

rveazes = [ [ pawuwawi= [ [ fzeioszwa = [ ([ fzeoa) e

Zde vidime zdklad véty o tplné pravdépodobnosti pro absolutné spojity ndhodny vektor.

Definice 38 (Podminéna stfedni hodnota). Bud X = (Y, 2) absolutné spojity néhodny’r vektor,
g : R? — Rtakova, ze E |¢(Y, w)\ < oo. Pak definujeme E(g(Y, 2)|Z = w) = [ g(v, w) fy|z(v|w)dv
aE(Y|Z=w)=[7_vfyz(vw)do.



