NMAI059 Pravdépodobnost a statistika
Prirucka k prednasce.
13. listopadu 2017

Jak pouzivat tuto pfFirucku. Jde o postupné vznikajici text, ktery mé obsahovat vsechny
definice a véty z predndsky. Az na vyjimky bude obsahovat jen struénd vysvétleni, dopliujici
piiklady, dikazy nemusi byt vSechny a tplné. Proto tato pfirucka nemuze nahradit Gcast na
prednasce a neni tak zamyslena.

Definice a véty se snazim pojmenovat a strukturovat co nejvice. Na pfednasce se pokusim tohoto
drzet, ale zaroven se budu snazit vysvétlovat vyznam jednotlivych pojmu a jejich pouzivani. Zde
by v8e mlo byt korektné (pfestoze preklepy se vyskytnou s pravdépodobnosti 1), zatimco na
prednésce obcas dojde k chybé (nejsem robot) a pifpadné pouziji intuitivn{ vyklad k lepsimu
pochopeni. Text m4 slouzit hlavné k tomu, abyste méli k dispozici zédkladni poznamky a ty si poté
porovnali s poznamkami z prednések.

Neékteré ¢dsti textu jsou psdny malym pfsmem. To jsou Céasti, které pro prvni ¢teni predstavuji
doplitkovou informaci. Je to proto, ze plné matematicky rigorézni vyklad by vyzadoval vétsi rozsah
predndsky a vice pojmu, nez je pro zakladni pochopeni v danou chvili nutné. Zéjemci o matematic-
kou ptesnost a dukladnost tak nejsou ochuzeni, tyto poznamky si prec¢tou a budou o nich premyslet,
ostatni se k nim vrati pii druhém ¢teni prirucky.

1. AXIoMY; PRAVDEPODOBNOSTNI PROSTOR; NAHODNE JEVY

1.1. Axiomatika. Intuitivni vyklad pravdépodobnosti: Nemuzeme pfedem fici, jak néjaky pokus
dopadne, ze zkuSenosti vime, ze vysledek zavisi na mnoha faktorech a nemame moznost jej presné
vypocitat. Vysledek tedy chédpeme jako ndhodny. Pravdépodobnost je mira ,cetnosti: budeme-li
opakovat stejny pokus za stejnijch podminek a visledky jednotlivych pokusi se navzdjem neovlivriugi,
pak podil jednotlivijch vysledki na celkovém poctu pokusu se bliZi teoretické pravdépodobnosti.
Takto o pravdépodobnosti uvazujeme intuitivné. Rigorézni matematicky model v roce 1933

zavedl Andrej N. Kolmogorov.
Definice 1 (Pravdépodobnostni prostor). Méjme neprdzdnou mnozinu € a na ni systém jevu
(podmnozin) F. Na F uvazujme pravdépodobnostn{ miru P, tedy zobrazeni P : F — [0, 1] spliiujici
(1) P(€) =1
(2) pro libovolné po dvou disjunktni Ay, A, ..., A, € F plati

(kone¢nd aditivita)
(3) pro libovolné po dvou disjunktni Aq, As, -+ € F plati

(spocetnd , neboli o-aditivita)

Pro tuto chvili jsme ponechali otazku F otevienou. Z definice vSak vidime, ze je tfeba, aby sjednoceni po dvou
disjunktnich mnozin z F byla opét mnozina v F. Jsou i dalsi pozadavky na F, které spliuje o-algebra mnozin.

Definice (o-algebra). Necht Q je nepréazdnd mnozina. Tf{du podmnozin Q oznacené F nazveme o -algebrou pokud
(1) be F,QeF.
(2) Ace F=Q\AecF.
(3) A1, As,--- € F = U?ilAl e F.

Vidite, ze kromé spocetné aditivity chceme jesté pritomnost dopliku a celé mnoziny.

Definice 2 (Klasicky pravdépodobnostni prostor). Bud  neprazdna koneéna mnozina, F = 2.

Definujeme P(A) = % VA C Q. Potom (Q, F,P) nazyvame klasicky pravdépodobnostni prostor.
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Definice 3 (Diskrétni pravdépodobnostni prostor). Bud € neprdzdni koneénd nebo spocetnd
mnozina, F = 2% Bud p:w — R takova funkee, ze p(w) € [0,1] Vw € Q a > p(w) = 1. Déle
definujme P(A) = > 4 p(w). Potom (Q, F,P) nazyvame diskrétni pravdépodobnostni prostor.

Definice 4 (Realny spojity pravdépodobnostni prostor). Bud 2 omezeny ¢i neomezeny redlny
interval, F necht obsahuje vSechny oteviené i uzaviené podmnoziny ) a jejich spocetna sjednocent
a doplitky. Bud' f : w — R takové funkce, ze f(w) > 0a [, f(w)dw = 1. Déle pro A € F definujme
P(A) = fA f(w)dw. Potom (2, F, P) nazyvame redlny spojity pravdépodobnostni prostor.

V poslednim piipadé muze byt Q i podmnozinou R¥ pro k > 1. V tom piipadé je nutné uvazovat nasobné
integrédly. Pro tcely tohoto seznameni s pravdépodobnosti ndm budou stacit jen dvoundsobné integraly, ale rozsireni

neni tak slozité, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

1.2. Zakladni nazvoslovi a pocetni véty pro pravdépodobnost.

w €  se nazyva elementdrni jev. A € F se nazyva ndhodny jev.
Jestlize P(A) = 1, potom A je jev jisty.

Jestlize P(A) = 0, potom A je jev nemozng.

Je-li A ndhodny jev, pak AC = Q\ A je doplikovy jev jevu A.

Véta 1 (Zdkladni vypocetni vzorce). Bud P pravdépodobnosini mira na F, tedy P kaZdému
ndhodnému jevu A pritadi jeho pravdépodobnost.

(1) P(A°)=1-P(A) VAe F

(2) A,BeF:ACB, pak P(A) <P(B) a P(B\ A) =P(B) — P(A)

Diikaz. Jednotlivé body:

(1) P(AUA®) =P(A)+P(A°). Jelikoz AU A° = Q a podle vlastnosti pravdépodobnostni miry
P(Q)=1,PA) +PA°) =1
(2) AC B= B =AU (BN A°). To jsou dvé disjunktni mnoziny. Potom P(B) = P(4) +
P(B\ 4) > P(A).
U

Dulezitou vlastnosti pravdépodobnostni miry je jeji spojitost. My ji vyuzijeme jenom v dukazu spojitosti dis-
tribuéni funkce zprava, proto je zde uvedena jako poznamka.

Vezméme si systém {A4;}52, C F takovy, ze A; C Aijt1. Potom pro A = [J;2, A; piseme A; S A a Fikdme, ze
systém {A;}2°, konverguje monoténné (vzhuru) k A.

Analogicky systém, pro ktery plati A; O A;y1 konverguje monoténné (doli) k A = (2, A;, coz zapisujeme
A; \( A. Uvédomme si, ze v obou piipadech je A € F, protoze F je o-algebra.

Véta (Spojitost pravdépodobnostni miry). Necht mdme {A;}5°, C F takovou, Ze A; \ 0. Pak
lim P(A;) = 0.

1—00
Diikaz. Vime, ze P((72; A;) = P(0) = 0. To je ekvivalentni s 1 —P((N2; 4:)¢) = 1 —P(U;2; AS) = 1. Dale vime,
ze A; 2 Ajy1 a diky tomu A§ C Af—ﬁ-l’ tedy A$ €. Nadefinujme si posloupnost By = A{, Bij11 = Af_H \ AS.
Ziejmé B; jsou disjunktni, [J72, B; = Q a P(U;2, B;) = P(w) = 1 a proto > ;2, P(B;) = 1. Posledni soucet
rozlozime na dva a pro n — oo dostaneme

n oo
1=>"P(B)+ > P(B)
i=1 i=n+1
—_— — }  —
—1 —0

coz je dusledkem koneénosti a o-aditivity pravdépodobnosti. Z definice B; a z vlastnosti A; plyne P(J!_, B;)

=1

P(UlL, AS) =1—-P(N~, A;) =1 —P(Ap). Vime, zZe levd strana konverguje k 1, tedy proto P(A,) — 0. O

Véta 2 (Inkluze a exkluze). Méjme Ay, ..., A, ndhodné jevy. Pak

n n

P(UAi):iP(Ai)f > OPANA)+ > PANANAL) —+(=1)"'P([] 4)

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k <n i=1



Dikaz. Matematickou indukei.
Prvni krok pro n = 2: zfejmé A= (A\ B)U(ANB), B=(B\ A)U(AN B) a proto
P(AuB)=P(A)+P(B) -P(ANB).

Indukéni krok pro n — 1 — n:

n n—1 n—1 n—1
=1 =1 =1 =1
:Ti P(4;) — Z P(AiNA)+...+( 1)”*2P(nﬁ A;)+P(A)
i=1 1<i<j<n—1 i=1
- ) PANA) 4.+ (—1)”*213((3 A;)

odkud po vhodném preusporadani a se¢teni dostaneme
n n

S P(A)— > PANA)+...+ ()" P([) A)

i=1 1<i<j<n i=1

O

Nez prikro¢ime k dalsim tfem vyznamnym vypocCetnim vétdm, musime zavést podminénou
pravdépodobnost.

Reknéme, Ze jev A nastane s pravdépodobnosti P(A) nebo nenastane s P(A°) = 1—]Pr(A).
Nyni dostaneme informaci o tom, ze nastal jev B nastal. Pomtze ndm tato informace zpfesnit
piedstavu o pravdépodobnosti jevu A? Trividlné ano v téchto piipadech:

o Jestlize B C A.
o Jestlize BN A = 0.

V prvnim piipadé jev A nastat musi, protoze vime, ze se stal jev B. Ve druhém piipadé jev A
nemuze nastat, jev B jej vyluc¢uje. V ostatnich pripadech to vSak muze byt vselijaké.

Definice 5 (Podminénd pravdépodobnost). Méjme jevy A, B € F,P(B) > 0. Definujeme podminénou

pravdépodobnost jevu A pii B jako P(A|B) = P(P?gf).

Rozmyslete. Ukazte, ze podminénd pravdépodobnost spliiuje vlastnosti predepsané pro pravdépodobnosti
miry.
Neplati ale P(A|B U C') # P(A|B) + P(A|C). Najdéte protipiiklad.

Podminéna pravdépodobnost za podminky B udava pravdépodobnost pii dodateéné informaci,
ze pozorovany (i kdyz nezndmy) elementdrn{ jev w spliuje w € B. Vsimnéte si, ze plati P(A|Q) =
P(A). Intuitivné, znalost faktu w € 2 je totiz trividlni a nedavé zadnou dalsi informaci.

Véta 3 (O postupném podminovani, o ndsobeni pravdépodobnosti). Méjme A4, ..., A, ndhodné
jevy (prvky F) takové, Ze P((._, A;) > 0. Potom

n n

P(ﬂ A;) = P(A4] m A;) - P(A, ﬂ Ai) - P(An-1|4n) - P(4An).
i=2 i=3

=1

Dikaz. Matematickou indukef. O

Definice 6 (Disjunktni rozklad). Spocetny systém ndhodnych jevu {B;}2, C F nazveme dis-
Jgunktnim rozkladem 2, pokud:

(1) BNB; =0Vi#j

(2) U; Bi = Q (staci P(U, B;) = 1).

(3) P(B;) >0Vi
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Véta 4 (O tplné pravdépodobnosti). Méjme A ndhodny jev a {B;} disjunktni rozklad. Pak
P(A) = P(A|B;) - P(B))

Diikaz. Vime, ze ANB;,i = 1,2,... jsoupo dvou disjunktni mnoziny, proto | J; ANB; = AN, B; =
ANQ=A. Odtud

P(A)=P(JA NB))=> P(ANB;) =Y P(A[B;)-P(B;)
O

Véta 5 (Bayesova). Méjme A ndhodny jev a {B;}; disjunktni rozklad Q, necht také P(A) > 0.
Potom

 P(AB)-P(B)
PBIA) = =518,y P8

Diuikaz. Vyuzijeme definici podminéné pravdépodobnosti a vétu o uplné pravdépodobnosti. O

lv_nasobeni
Véta bﬂm—cﬁvé presny vypocet pravdépodobnosti souc¢asného vyslj‘yt]}zli s?})b%ﬂlodnych jevi. V
praxi véak muze byt vypocéet podminénych pravdépodobnosti ve vété B velmi narocény. V teorii
pravdépodobnosti se proto pouzivaji i ruzné odhady pravdépodobnosti slozitych jeva. Uvedeme
zde jen jednu z nich.

Véta 6 (Bonferroniho nerovnost). Méjme Ay, ..., A, ndhodné jevy. Pak
n n

P(ﬂ A;) > 1_2(1_P(Ai>)

i=1 i=1

Diikaz P(Ni—y As) = 1= P((NiLy 4)¢) = 1= P(UL, AS) > 1= X0, P(AS) =1 - X1, (1 -

i=1 i=1

P(A;)). O

1.3. Nezavislost. Nezdvislost (stochastickd nezdvislost) ndhodnych jevii znamend, ze vyskyt jed-
noho nadhodného jevu neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého ndhodného jevu.

Definice 7 (Nezavislost). Jevy A, B € F jsou nezdvislé, pokud P(AN B) = P(A4) - P(B).

Tato definice je v souladu s intuitivnim popisem nezavislosti. Kdyz jevy A, B jsou nezavislé,
potom
P(A)P(B)

P(B)
a naopak, tato rovnost implikuje nezavislost. O nezavislosti vsak muzeme hovofit i u jevu s nulovou
pravdépodobnosti (které jsme zatim z podminovani vylouéili).

Nezavislost ale potfebujeme definovat i pro vice nez dva jevy.

P(A|B) = = P(A)

Definice 8 (Vzdjemn4 nezdvislost). Bud'te A1, ... A, ndhodné jevy, pak A; jsou vzdjemné nezdvislé,
pokud Viq, ... i C {1,...,n} plati

k

k
P ()4 | =[P

j=1

V této definici si v§imnéte, ze rovnost musi platit pro vSechny podmnoZiny indexi.
Rozmyslete. Najdéte trojici ndhodnych jeva A, B a C takovych, ze kazdé dva jevy jsou nezavislé,
ale pfitom P(AN BN C) #P(A)P(B)P(C).

K tomu staci uvazovat jen klasicky pravdépodobnostni prostor s nékolika elementarnimi jevy
w1, - . ,wy avhodné volit A, B a C. Jakou nejmensi mohutnost (2 jste ke svému piikladu potiebovali?



Nékdy potiebujeme rozsitit pojem neza’wisl‘osti na libpvf)ln j pocet ndhodnych jevu. Pak samoziejmé nemuzeme
o . B _nezavislost_jevu : s . . )
pozadovat platnost definujici rovnosti z véty B pro nekoneéné (zvlasté pak i nespocetné) pruniky. Nezdvislost je

ale dobte definovdna pomoci vsech konecniych indexovych podmnozin. Jesté se k tomuto vratime u nezavislosti
nahodnych veli¢in.

Uvédomte si, jaké (zjednodusujici) dusledky mé nezévislost na vypocty pravdépodobnosti—viz
vySe uvedené vypocetni véty.

2. NAHODNE VELICINY A VEKTORY

2.1. Nahodnéa velicina a jeji rozdéleni. Spocitat pravdépodobnost néjakého jevu je jedna
véc. Jiny problém je ale pracovat s obecné neznamym, ale ndhodnym vysledkem. K tomu slouzi
ndhodnd veli¢ina (a je tfeba si dobfe rozmyslet, co znamen4).

Definice 9. Mgjme (2, F,P) pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X : Q — R takové, ze
XY (~00,a] = {w, X (w) < a} € F Va € R se nazyvéa ndhodnd velicina.

Diky definici ndhodné veli¢iny a diky vlastnostem pravdépodobnostni miry P tak dovedeme pro
jakykoliv interval Fici, s jakou pravdépodobnosti je hodnota ndhodné veli¢iny v tomto intervalu.

Matematicky jde o pozadavek méritelnosti zobrazeni X. Tim dostavame do rukou silny nastroj, ktery nam
umozni odvozovani nejruznéjsich vlastnosti ndhodné veli¢iny, korektni definice charakteristik a dalsi. Pro zakladni
pochopeni to vSak neni nezbytné. Dokud se budeme vénovat diskrétni ndhodné veli¢iné, muzeme se bez pojmu
métitelnost obejit (témér) tplné.

Definice 10 (Rozdéleni ndhodné veli¢iny). Bud X : Q@ — R ndhodn4 veli¢ina. Pravdépodobnostni

mira Px definovand na R predpisem Px(—o0,a] = P[X < a] se nazyva rozdéleni ndhodné veliciny
X.

Pravdépodobnostni prostor je tak svétem, ve kterém se uskutecnuje ndhoda a ndhodna veli¢ina
je modelem, ktery zviditeliiuje nahodu vysledky v realnych ¢islech. Na jednom pravdépodobnostnim
prostoru mizeme definovat vice nahodnych veli¢in. K tomu se dostaneme zanedlouho. Diky
ndhodné veli¢ciné ndm vznikd kanonicky pravdépodobnostni prostor (R, B, Px), kde B obsahuje
vSechny oteviené i uzaviené redlné mnoziny, jejich spocetna sjednoceni a dopliky.

Priklad. Méjme
1
Q=1{1,2,3,4,5,6}*, F =27 P({w}) = .

Definujme
X1 (wr,we) = wi, Xo(wr,w2) = w2, Y (w1, ws) = wi + wa.
Potom X; a X5 maji stejné rozdéleni, ale jsou ruzné, a X; a Y maji ruznd rozdéleni. Na jednom
pravdépodobnosntim prostoru tedy muzeme definovat vice ruznych modelu, piipadné ruznych
nahodnych veli¢in se stejnym rozdélenim.
Urcete rozdéleni X; a Y.
Pro jaké mnoziny A C R umime najit Px?
(1) (00,4
(2) (a7 b}»a <b= (70071)] \ (70070']
(3) (a,0) =UpZi(a,b— 3]
(4) Vsechny oteviené mnoziny
(5) A€ B= X~ ¢ F pro viechny A € B, X je Borelovsky méritelnd
Definice (Ndhodné jevy generované X). Méjme X ndhodnou veli¢inu, ozna¢me mnozinu Fx takovou, ze Fx =
{B: B = X"1(A) pro n&jakou A € B}.
Véta. F; je také o-algebra ndhodnych jevi generovanych v X.

Fx je o-algebra a Fx C F. Potom

Px(A) =P[X € A] = P(X1(4)).
EFx CF

Na levé strané j fn}fg%d%ie%’lg)’ na pravé strané je mira na (2, F).

7 definice i;)-Je vidét, ze k jednozna¢nému uréen{ (pravdépodobnostniho) rozdéleni Px ndhodné
veli¢iny X sta¢i zndt pravdépodobnosti mnozin typu (—oo,a] pro vsechna a € R. To nés vede
k definici distribu¢ni funkce.



Definice 11. Bud X ndhodné veli¢ina a Py jeji rozdéleni. Funkce Fy : R — [0,1] definovand
jako Fx(x) = Px[—o00,z] = P[X < z] se nazyvé distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X.

Distribuéni funkce F plné popisuje rozdéleni P v tom smyslu, ze maji-li dvé nahodné veli¢iny
stejnou distribucni funkci, jsou stejné rozdélené.

_vlastnosti_dist ‘ Véta 7 (Vlastnosti distribucni funkce). Méjme ndhodnou velicinu X a jeji distribucnd funkci Fx .
Pak
(1) limgy oo Fx(z) =0
(2) limg oo Fix(z) =1
(3) Fx je neklesajici a zprava spojitd

Diikaz. Plyne z vlastnosti pravdépodobnostni miry.
K dukazu vlastnost{ distribué¢ni funkce ovéem potiebujeme spojitost pravdépodobnostni miry v prézdné mnoziné
a proto se zde omezime na konstatovani, ze tomu tak je. Zajemci si najdou poznamku o spojitosti pravdépodobnostni
miry vyse. O
Je tomu ale i naopak. Kazda funkce, kterd ma vlastnosti distribué¢ni funkce je distribuéni funkei.

) . . [v_vlastnosti_dist /
v_charakter_dist| Véta 8. Necht F spliuje vlastnosti z véty [7. Pak exisluje pravdépodobnostni prostor (2, F,P) a

ndhodna velic¢ina X takové, Ze F je distribucni funkci nahodné veliciny X .

Diikaz. Volme Q = R, F systém obsahujici vSechny oteviené mnoziny, jejich spocetna sjednoceni
i pruniky a vSechny dopliiky, P volme jako miru na F definovanou predpisem P(—oo,z] = F(x).

Nyni definujme X : Q@ — R takové, ze X(w) = w. Potom Fx(a) = P[X < a] = P(—o00,a] =
F(a).

Jde o takzvanou kanonickou konstrukci, zde jsme ukazali hlavni krok. O

2.2. Nahodny vektor a jeho rozdéleni. V ndsledujicim budeme uzivat pro jakékoliv dva vek-
tory a,b € R? timluvu

a<bsa; <b; VZ:1,27,d

a<b&a; <b;Vi=1,2,...,d, aexistuje j:a; <b;.

f_nahodny_vektor | Definice 12 (Nahodny vektor). Zobrazeni X : Q — R? kde (Q,F,P) je pravdépodobnostni
prostor, d € N, d > 2 takové, 7e {w : X (w) < a} € F Va € R? nazveme ndhodny vektor.

Opét jde o pozadavek méritelnosti zobrazeni X.

Definice 13 (Rozdélen{ a distribu¢ni funkce ndhodného vektoru). Bud X d-rozmérny ndhodny
vektor. Pravdépodobnostni mira Px definovana na R? piedpisem
d d
Px (JJ(=o0,ai)) = P[X < a] =P(([Xi < a;])
i=1 i=1
nazveme rozdéleni ndhodného vektoru.
Funkce Fx : R? — [0, 1] definovand Fx (a) = P[X < a] se nazyva distribucni funkce ndhodného
vektoru X.

Pravdépodobnostni mira Px samoziejmé musi byt definovand i na vsech otevienych podmnozinich R?. Toto
rozsifeni z uvedenych intervald typu (—oo, a] je vSak jednoznacné a proto je postacujici k popisu rozdéleni pravé
distribué¢ni funkce. Pro ndhodné vektory vsak byva i distribuéni funkce nékdy velmi slozita.

Zavedme si znaceni: Pro a < b bud Ay (a,b) mnozina téch ¢, pro které existuje pravé k indext
i1,142, ...,k takovych, ze ¢;; = a;; a pro zbytek indext je ¢; = b;.

Tedy napriklad pro a = (ala az, a3)a b= (bla ba, b3) Je Al(a7 b) = {(ah ba, b3)a (bla az, b3)7 (bl, ba, a3)}'

stnosti_dist_vec‘ Véta 9 (Vlastnosti distribuéni funkce). Bud Fx distribucni funkce ndhodného vektoru X. Pak:
(1) limg, oo Fix (@) = 0 pro libovolné i.
(2) limai%oo Vi Fx(a) =1.
(3) V kazdé slozce argumentu je Fx zprava spojitd a neklesagjici
,—d
(4) Ya < b plati Y5 _o(—1)" Yceakap) Fx(c) =0




Podivejme se na ¢tvrtou podminku pro a = (aj,as),b = (b1, b2). Pak tato podminka k4,
Ze pro a < b plati, ze Fx(b1,b2) — Fx(a1,b2) — Fx(b1,a2) + Fx(a1,a2) > 0. Jednd se tedy
o pravdépodobnost obdélniku (ay, b1] X (ag,bs] a ta musi byt ochopitelné nezdpornd.

, L R v_vlastnosti_dist_vec = = , .
I zde plati, ze funkce spliujici vlastnosti (1)—(4) véty 9 je distribucni funkei néjaké ndhodné veli¢iny. Rozmyslete

si, ze vlastnost (4) neplyne z vlastnosti (3) a je pro distribuén{ funkci podstatnd—tedy funkce spliujici jen (1)—(3)

nemusi odpovidat pravdépodobnostni mife, nebot miize ddvat néjaké mnoziné zdpornou miru.

Definice 14 (Margindlni rozdéleni). Bud X ndhodny vektor a Px jeho rozdéleni takové, ze
Px,(—00,a] = limg; 00 j£i PX(dezl(foo, aj]) se nazyva margindlni rozdéleni X; a Fx, = limg; o0 j2i Fx(a)
se nazyva jeho marginalni distribuéni funkce Xj;.

Terminologie: Nahodny vektor (veli¢ina) X, je diskréind, pokud nabyva nejvyse spoc¢etné mnoha
hodnot. V tom piipadé existuje nejvyse spocetnd mnozina S a nezdporné hodnoty ps, s € S takové,
ze P[X = s] =p, a P[€A] = ), 4 Ps. Jinymi slovy X (w) € S Vw.

Ndhodny vektor (veli¢ina) X je spojity, pokud pro libovolnou hodnotu plati P[X = a] =0 a
existuje-li nezdpornd funkce f takové, ze P[X € A] = [, f(z)dz.

Rozmyslete. Jisté musi platit

mezl, /}Rdf(m)dwzl.

xeS

Uvédomte si, ze uvedeny integral je nasobny, coz je podobné, jako nasobné sumy. Nejprve se
musi vyc€islit vnitini integral a postupné se jde az ke vnéjsimu.

Vsimnéte si také, ze pro spojity vektor nezavisi na tom, zménime-li hustotu f v konetné mnoha
bodech.

Dohodnéme se, ze pro naSe ucely postaci, pokud diskrétni ndhodny vektor nabyva hodnoty
vizdy v podmnoziné N¢, nefekneme-li jinak.

Rozdéleni diskrétniho ndhodného vektoru X je zcela charakterizovano souborem hodnot {ps}ses,
rozdéleni spojitého ndhodného vektoru je plné charakterizovano funkci f. Hodnoty ps v pripadé
diskrétniho nahodného vektoru a funkci f v piipadé spojitého ndhodného vektoru nazveme hus-

totou ndhodného vektoru X.

V anglictiné se distribu¢ni funkce nazyvd cummulative distribution function a zkracuje obvykle cdf. U hus-
toty obvykle doddvame, vuci jaké referenéni mite tato hustota je definovdna. Zde jde o aritmetickou = ¢&itaci
miru u diskrétnich a o Lebesgueovu miru v ptipadé spojitych ndhodnych vektoru. V angli¢tiné se hustota nazyva
probability density function a zkracuje pdf.

Svét vsak nenf tak prehledny. Nahodné vektroy mohou mit jak kombinované spojité i diskrétni slozky, dokonce i
néhodna veli¢ina muze mit diskrétni a posjitou éast—mnaptiklad denni dhrn srazek. Jesté jinou moznosti je ndhodna
veli¢ina, kterd neni diskrétni, ani spojitd: nabyva nespocetné mnoha hodnot, ale neexistuje zadnd f takova, ze by
P[X € Al = [, f(z)da.

Priklad. Zékladnimi modely rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny jsou:

(1) Alternativni (Bernoulliho). X nabyvd hodnot z mnoziny {0,1}, P[X = 1] = P,({1}) =
p € (0,1) a P[X = 0] = 1—p. Parametr p je interpretovan jako pravdépodobnost tispéchu.
Znacime Alt(p).

(2) Binomické. Rozdéleni poctu dspéchu do n nezavislych pokusu. P[X = k] = (Z) pF(1—p)"—F,
znac¢ime Bi(n, p).

(3) Geometrické. Pocet nedspéchu pied prvnim ispéchem v nezdvislych pokusech. P[X = k| =
p(1 — p)*, znaéime Geom(p).

(4) Poissonovo. Pocet udalosti v jednotkovém ¢asovém intervalu. P[X = k] = exp(—A\)\¥/k!,
kde A >0, k =0,1,.... Zna¢ime Po()\)

Priklad. Zakladnimi modely rozdéleni spojité nahodné velic¢iny jsou:

(1) Rovnomeérné rozdéleni na intervalu (a,b), —oo < a < b < co. Jeho hustota je



Toto rozdéleni modeluje nulovou informaci o vyskytu hodnoty v daném intervalu a znac¢ime
jej U(a,b).
(2) Exponencidlni rozdéleni je ddno hustotou

fla) = {)\exp(—)\x) x>0

1o z <0,

kde A > 0 je parametrem tohoto rozdéleni. Toto rozdéleni je zdkladnim modelem pro dobu
do udélosti. Jeho oznaceni je Exp(\).
(3) Normalni rozdélen{ je dédno hustotou

flx) = ﬁiro? exp <(:52;5)2) ,x €R.

Zde ;1 € R a 0? > 0 jsou parametry. Normalni rozdéleni se téz nazyva Gaussovo a je
zékladnim modelem pro spojité ndhodné veliciny (nékdy az naduzivanym). Znacime jej
N(p, 0?).

V pifpadé, ze p = 0 a 02 = 1, mluvime o standardnim & normovaném normalnim
rozdélenti, znacime N(0,1) a jeho distribuéni fumkce a hustota se oznac¢uji @, piipadné ¢.
Tim se ddva najevo dulezitost postaveni tohoto rozdéleni v pravdépodobnosti a statistice.

Priklad. Pro ndhodné vektory uvedme jedno diskrétni a jedno spojité rozdéleni.
(1) Multinomické rozdélen{ je mnohorozmérnou obdobou binomického. Bud' n pocet pokusi
v nichz muze dojit k jednomu z k vysledku. Vysledek ¢ ma v kazdém pokusu pravdépodobnost
Di, Zle = 1, vysledky pokusti se nijak neovliviiuji. Nahodny vektor X = (X1, Xo,..., X))
zachycujici pocty vysledku v n pokusech méa rozdéleni s hustotou

n

n! 1,12 k k —
————P1 D5 ...D n, €Ng,> - n;=n
PX = (n1,n2,...,ng] = {"1!"2!-~nk! L2 k ’ » 2im1 i

0 jinak.
Toto rozdéleni oznacujeme zkratkou Mult(n, p1, ..., pk).
(2) Mnohorozmeérné (zde d-rozmérné) norméaln{ rozdéleni je ddno hustotou
1 1 Ty—1 ) d
)= —— ——exp|—=(x— Y (e — , x€RY
@)= s o (3@ - WS @ - w)

a parametry rozdélenf jsou p € R? a ¥ symetrickd pozitivné definitni matice typu d x d.
Oznaceni tohoto rozdéleni je Ng(p, X).

Pro dalsi tcely postaci, pokud se budeme vénovat dvourozmérnym spojitym nahodnym vek-
torim. Vse podstatné na nich lze pochopit a omezime se tak ,jen“ na dvoundsobné integrovani
(kterého se nebojtel!l). V tom piipadé je mozné omezit se na dvourozmérné normalni rozdéleni a
zkoumat jeho vlastnosti.

Priklad (Dvourozmérné normélni rozdélen{). Uved'me si zakladni tfi varianty tohoto rozdélend.

(1) Standardni normované dvourozmérné normalni rozdéleni je charakterizovdno p = 0 a
> = I, jednotkova matice. Jeho hustota ma tedy jednoduchy tvar

1 1
@) = 5o (3t + o).
(2) V piipadé, kdy p = 0 a matice ¥ mé specidlni tvar

_(L »
E(p 1),kole|p|<1

pak mluvime ¢asto také o normovaném normalnim rozdéleni a jeho hustota mé tvar (od-
vod'te si z obecného normdlniho rozdélen)

f(@) 1 . ( 22 — 2pr170 + x%)
= ———— eXx —
2m\/1 — p? 2(1 - p?)




(3) V obecném piipadé, je hustota ddna vzorcem

1 1 —1 (%1 — M1
r) = ———€X —=\Tr1 — ,x - E ! *
/(@) 21y det 2 P ( 2( LT T2 pi2) <CC2 — M2
2.3. Nezavislost, ndhodny vybér a empirické rozdéleni. Zacnéme jednoduchym pozorovanim.

Véta 10 (O margindlnim rozdéleni). Mdme-li ndhodny vektor X a jeho rozdéleni Px, pak mar-
gindlng rozdélent slozek X1, ..., Xq jsou jednoznacéné urceny rozdélenim Px .

Dukaz. Ocividné. O

Rozmyslete. Naopak ale tvrzeni neplati.
Hod'me dvéma kostkami. Jejich vysledky jsou A, B. Ddle m&me C = A — 1 pro B sudé a

C = A+ 1 pro B liché. Zapisme si je do tabulky:

AP 1 2 3 4 5 6 A9 1 2 3 4 5 6
1[1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 | & 1/ 0 1/12 0 0 0 1/12|1
2|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 g 211/12 0 1/12 0 0 0 g
3|11/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 g 3/ 0 1/12 0 1/12 0 0 g
411/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 g 41 0 0 1/12 0 1/12 0 g
5|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 f 50 0 0 0 1/12 0 1/12 g
6|1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 % 61/12 0 0 0 1/12 0 %
/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Vidime, ze pro ndhodné vektory (A, B) a (A4,C) jsou jejich margindlni rozdéleni stejnd, ale
sdruzend rozdéleni jsou velmi odlisna.

Je krasnym matematickym vysledkem, ze jakékoliv mnohorozmérné rozdéleni je slozeno ze svych marginédlnich
pomoci (v jistém smyslu jednoznaéné dané) funkce zvané kopula a to ndsledovné. Bud Fx sdruZend distribuéni
funkce a bud’te Fx,,i=1,...,d jejl margindln{ distribu¢ni funkce. Pak existuje (v jistém smyslu jedind, pro spojité
Fx opravdu jedind) funkce C : [0,1]% — [0, 1] takovd, Ze

Fx(:ll) = C’(Fl(xl)7 FQ(I2)7 ey Fd(wd))-

Funkce C' je sama distirbuéni funkci, jejiz margindlni rozdéleni jsou rovnomérnd na intervalu (0,1). Modelovéni a
odhadovani funkce C' je predmétem mnoha studii.

Sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru X urcuje, jaky stochasticky vztah mezi sebou maji
jednotlivé nahodné veliciny v X. Pfi jednom specidlnim vztahu ale plati, Zze sdruzené rozdéleni
z marginalniho uréime vzdy.

Definice 15 (Nezdvislost ndhodnych veli¢in). Méjme X7, Xs, ..., Xi ndhodné veli¢iny definované
na (€, F,P). Tyto veli¢iny jsou (stochasticky) vzdjemné nezdvislé, pokud plati

k
Fx(x) = [[ Fx,(z:) V& = (21,...,23) € R,

i=1
kde X = (Xq,..., Xk).
Véta 11 (Rozdéleni nezdvislych ndhodnych veli¢in). Ndhodné velicdiny X1, ..., Xk jsou nezdvislé,
kdyz VA, ..., A plati

k k

P (ﬂ[xi € Ai]> = [[ Pxi € 44,
i=1 i=1

Diikaz. Plyne z charakterizace rozdéleni ndhodného vektoru pomoci distribuéni funkce. O

Spravné bychom méli uvazovat jen A; € B, protoze pro neméritelné mnoziny nejsou hodnoty pravdépodobnosti
definovany a dostali bychom se do velkych potizi. Ale s neméfitelnymi mnozinami se zde nebudeme potykat.
Véta 12 (Ekvivalentn{ podminky nezdvislosti). Diskrétni ndhodné veliciny X, . .

P . k
prave tehdy, kdyz px(ay,...,ar) =[[;_; px,(ai).

Spojité nahodné veliciny X1, . .., Xi jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz fx (z1, ...

., X1, jsou nezdavislé

Jwk) =TTy fx, (@)

Diikaz. Plyne ze vztahu mezi hustotou a distribuéni funkei. O
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Problém: Modely pro ndhodné veli¢iny a vektory jsou jen teoretické konstrukty. Nékdy mohou byt
velmi blizké (binomické rozdéleni, pokud méme ,zaruéenu“—ale jak?—nezavislost a homogenitu
pokust), nékdy prosté ,jen rozumné®.

Obvykle se snazime model najit, navrhnout, posoudit, odhadnout, otestovat podle empirickych
zkusenosti. K tomu ale potfebujeme zkusenost ziskat a to 1ze opakovanym pozorovanim nahodného
jevu ¢i vektoru o kterém chceme néco zjistit.

Zakladnim modelem je ndhodny vybér. Jeho podstatou je, ze stejnou ,ndhodnost® pozorujeme
v nezavislych opakovanich a z téchto pak muzeme zevSeobeciovat.

Definice 16 (Nahodny vybeér). Posloupnost X, Xo,..., X, ndhodnych veli¢in ¢ vektoru ta-
kovych, ze jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni P, nazvéme ndhodny vybeér velikosti n z rozdéleni
P. Ve zkratce iikdme, ze X1, ..., X, jsou iid (independent and identically distributed).

Vratme se k problematice nezdvislosti a porovnejme nezdvislost ndhodnych veli¢in a jevii. Pro ndhodné jevy
jsme potiebovali rovnost mezi pravdépodobnosti pruniku a souc¢inem pravdépodobnosti pro vSechny podmnoZiny
indexi. Pro ndhodné veli¢iny je toto nahrazeno pozadavkem na distribuéni funkci.

I zde se muzeme ptdt na nezdvislost libovolné mnozZiny ndhodnych veliéin. A i zde ji lze definovat pomoci
nezavislosti vsech konecéniych podmnoZin. Pro nas ale bude stacit jediné: nezavislost ndhodnych velicin X1, Xa, ...,
coz budeme potiebovat pfi limitnich vétdch a jejich pouziti. K tomu ale staci, aby pro jakékoliv koneéné n byly
nezavislé ndhodné veliciny X1,..., X,.

Na zdkladé ndhodného vybéru muzeme hledat vhodné modely a odhady pro nezndmé rozdéleni
nahodné veliciny. Napiiklad jednoduse lze definovat odhad distribuéni funkce.

Definice 17 (Empirickd distribuén{ funkce). Bud X7,..., X, ndhodny vybér z rozdéleni P s dis-
tribuéni funkef F. Pak F,(z) = 37"  x(X; < z), kde x je indikdtorova funkce, se nazjva
empirickd distribucni funkce.

Empiricka distribu¢ni funkce je docela dobrym odhadem skute¢né distribu¢ni funkce ndhodné
veliciny. Nez vSak budeme moci fici, co to znamena byti dobrym odhadem a pro¢ tomu tak je,
musime si pro ndhodné veli¢iny zavést dalsi charakteristiky.

Poznamka. Zde vidime vyznam pojmu ndhodna veli¢ina. Empiricka distribucni funkce je funkei
ndhodnych veli¢in a proto je sama ndhodnou veli¢inou (to si rozmyslete!). Mame tedy vzorec, ktery
pracuje s predem nezndmymi hodnotami (ndhodnou veli¢inou) a pfi opakovanych experimentech
(ndhodych vybérech) ddva ruzné vysledky, jejichz rozdéleni se také d& odvodit. Coz ¢astecné hned
udélame.

Véta 13 (Rozdéleni empirické distribuéni funkce 1). Bud X1, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni
P s distribuéni funkei F a zvolme pevné x. Pak F,,(x) md rozdéleni dané predpisem

P|Fi = 5| = (7) (Fa) - F) ™

n
Diikaz. Jisté plati, ze n[/?‘\n (z) = k, kdyz praveé k z n hodnot v ndhodném vybéru je nejvyse x. Pro
vSechny nahodné veliciny X; z ndhodného vybéru plati

P[x(Xi <2) =1] = P[X; <] = F(z) =1 - P[x(X; < x) =0,

proto soucet Y ., x(X; < ) ma binomické rozdéleni a z toho jiz tvrzeni véty snadno plyne. [

3. STREDNI HODNOTA A DALS{ MOMENTY

Definujme c¢iselné charakteristiky, které dostatecé vypovidaji o chovani ndahodné veliciny. K
cemu je potfebujeme, kdyz chovani nahodné veli¢iny piné popisuje jeji rozdéleni? Nékterd pouziti
uvidime pozdéji, ale jeden z davodu je i ten, Ze rozdélen{ (provdépodobnostni{ mira ¢i distribuéni
funkce) jsou pomérné nepfehledné a hodné slozité pojmy. Ciselné charakteristiky umoziiuji snazst
porovnavani a interpretaci nahodnych veli¢in.
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Definice 18 (Stfedn{ hodnota, matematickd definice). Bud X néhodnd velicina definovand na
pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P). Hodnotu

EX::/QX(w)dP(w)

nazveme stredni hodnotou X, ma-li integral vpravo smysl.
V praxi se v8ak stfedni hodnota poc¢ita pomoci rozdéleni ndhodné veliciny.

Véta 14 (Stiedni{ hodnota diskrétni ndhodné veliciny). Bud X diskrétni ndhodnd velicina s
hodnotami v S a s hustotou pxs. Pak

EX = ZSP[X =s] = Z = Zspx(s),

seS s€eS sES

md-li soucet vpravo smysl.

Diikaz. Vyuzijeme definici: E X. Mnoziny As := {w : X(w) = s} tvoi{ disjunktni rozklad Q. Proto

EX = X (w)dP(w) = Z/A X (w)dP(w)

U As seS
= S dP(w) = sP(As)
= ZSP[X = s].
seS

O

Véta 15 (Stfedni hodnota spojité ndhodné veliciny). Bud X spojitd ndhodnd velicina s hustotou
fxx. Pak

EX :/ zfx(z)dx,
md-li integrdl vpravo smysl.

def :EX
Pozndmka. Stiedni hodnota ma smysl, i kdyZ je nokone¢na. Vyjde-li tedy integrdl v definici S
nekonecny (+00), mé ndhodn4 veli¢ina X nekoneénou stfedni hodnotu. Integral nemd smysl, je-li
typu ,,00 — oo, Tedy fR 1dz smysl mé (i kdyZ je integrél nekonecny), zatimco fo_ldx smysl
nema.

Rozmyslete. Zkuste najit funkci px (s), s € Z takovou, ze:

(1) px(s) >0

(2) Dsenpx(s) =1

(3) 2ss08px(8) =00, 3o o8px(s) = —o0
Pro tuto funkci neexistuje stiedni hodnota, jelikoz méme nedefinovanou sumu (0o — 00). Najit
hustotu fx tak, aby neexistovala stfedni hodnota je podobné snadné.

Pozndmka (Terminologie a trividlni pozorovani). e Pokud E X existuje a je konecnd, pak
mluvime o ndhodné veli¢iné s kone¢nou stiedni hodnotou.

e Pokud P[X > b] = 1 pro b néjakou kone¢nou konstantu, pak E X existuje a EX > b.
Specidlné, nezdpornd ndhodnd veli¢ina md nezédpornou stiedni hodnotu. (Analogicky pro
opa¢nou nerovnost.)

e Pokud Ja,b konetné a Pla < X <] =1, pak E X existuje koneénd a a <EX <b.

e Definujme E | X| = [, [ X (w)|dP(w), kterd existuje vzdy. Pokud E|X| < oo, pak X € L;(P)
a v tom pifpadé existuje i kone¢nd stiedni hodnota X, tedy |E X| < oc.

Muzeme definovat i momenty funkce ndhodné veli¢iny a momenty vyssich radu.

Definice 19 (Obecné momenty ndhodné veli¢iny). Bud X néhodna velicina a g : R — R. Pak
Eg(X) = [, 9(X(w))dP(w), ma-li integral vpravo smysl.
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Véta 16 (Vypocet sttedni hodnoty). Bud X diskrétni ndhodnd veli¢ina s hodnotami v'S a s hus-
totou px s, bud g : R — R. Pak

X)=Y gsPX =s]=> => g(s)px(s),

s€eS sES s€ES

md-li soucet vpravo smysl.
Bud’ X spojitd ndhodnd velicina s hustotou fxx. Pak

By(x) = [ " g(@) fx (@)de,

— 00

md-li integral vpravo smysl.
Véta 17 (Linearita stfedni hodnoty). Bud X ndhodnd velicina s koneénou stFedni hodnotou. Pak
E(a+bX)=a+bE X,Va,b € R.

Diikaz. Plyne pifimo z definice stfedni hodnoty a jejiho vypoctu. O

Véta 18 (Jensenova nerovnost). Bud X ndhodnd velic¢ina s koneénou stredni hodnotou E X . Bud’

¢ konvexni funkce. Pak E p(z) > ¢(E X).

Diikaz. Protoze je funkce ¢ konvexni, pro kazdé zvolené a existuje konstatna A takovd, ze p(z) >
o(a) + A(x — a). Volbou a = E X tak dostdvdme

(X)) > p(EX)+ AMX -EX).

Vzhledem k tomu, ze stfedni hodnota nezédporné ndhodné veli¢iny je nezdpornd a E(X —E X) =0,
tvrzeni véty jiz snadno plati. O

Uvédom%ne s]i_,,ie (redlnd) funkce ndhodné velic¢iny je opét ndhodnou veli¢inou, jen pokud spliiuje pozadavky
velicina
z definice U. To ale bézné pouzivané funkce splnuji, v jazyce teorie miry pozadujeme, aby uvazovana funkce byla

meéritelna.

Definice 20 (Vyznamné momenty a momentové vytvorujici funkce). Bud X ndhodnd veli¢ina a
uvazujme r € N. Pak

) EX" je r-ty moment X.
) E|X]|" je r-ty absolutn{ moment X.
) pror € NE(X — EX)" je r-ty centralni moment X.
) pro 7 = 2 mame varz = E(X — E X)? rozptyl (variance) X.
E(X—E X)3
) p3 = ————~—+ je sikmost rozdéleni, méf{ asymetrii.
(E(X-EX)2)2
) U ( ) = Ee!¥ je momentova vytvorujici funkce definovana pro ta t, pro kterd ma smysl

pravé strana. Vzdy plat{ Ux(0) = 1.

5

(1
(
(
(
(
6

Vsechny uvedené charakteristiky jsou definovany tehdy, maji-li piislusné integraly a soucty smysl.

Pozndmka (Vyznam a zékladn{ vlastnosti momentt). Momenty shrnuji nékteré vlastnosti ndhodnych
velicin a jejich rozdéleni. Existuji mezi nimi i nékteré zakladni vztahy.
e Stfedni hodnota E X je charakteristikou polohy ndhodné veli¢iny.
e Rozptyl je charakteristikou variability, jde o stfedni ¢tvercovou odchylku od stfedni hod-
noty.
e Jinou charakteristikou variability je naptiklad prvni absolutni centrdlni moment E|X —
E X]|.
e Budte 0 < s < 7. Jestlize E|X|"” < oo, pak E|X|* < oo a |[EX"| < co mé-li druhy
vyraz smysl (napiiklad pro r» € N). Dokonce plati (E\X|S)1/S §(E|X|T) 1/T, specialné
BIX| < (B]X[) < (m]x])'"°,
e Existuje-li § > 0 takové, Ze momentova vytvorujici funkcei x (t) existuje konecénd V|t| < 4.
Pak Vr e NEX" = (7)(0) (r-t& derivace 1 x (t) v bodé 0).
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Véta 19 (Vypocet a vlastnosti rozptylu). Bud X ndhodnd velicina s koneénim rozptylem. Pak
varX =EX? - (EX)?=E(X(X -1)-EX(EX —1).
Pro jakékoliv konstanty a a b plati
var(a + bX) = b* var X.
Dikaz. Pfimy vypocet. O

Pozndmka. Rozptyl je stfedni hodnotou nezaporné funkce, ¢ili je nezdporny. Proto musi byt
E X2 > (E X)2. To plyne také z Jensenovy nerovnosti.

Nyni priddme momenty ndhodného vektoru. V podstaté je dulezity jen jeden, ostatni jiz mame
pripravené.
Definice 21 (Stifedni hodnota ndhodného vektoru). Bud X ndhodny vektor. Potom definujeme:
(1) EX = (EX,,....EX,)T
(2) Necht g : R — R (takovd, ze g(X) je ndhodnd veli¢ina). Pak definujeme E g(X) =
Jo 9(X (w)) dP(w), pokud vSechny integraly existuji.
Véta 20. Je-li X diskrétni s hodnotami v N3, pak Eg(X) = ZzeNg 9(2)P[X = z], existuje-li
Tada napravo.
Je-li X spojity s hodnotami v R? a s hustotou fx, pak Eg(X) = fRd 9(2)fx(z)dz, existuje-li
integrdl napravo.

V obou uvedenych ptipadech jde o nasobné s¢itani ¢i integrovani, které se provadi postupné po
slozkach z.

thm_linearita_E2| Véta 21 (Linearita stfedni hodnoty I1). Bud X = (X1,..., X4) ndhodny vektor a konstanty a €
R,b1,...,b0 € R a E|X;| < o0 Vi. Pak

d

d
E (a—!—Zb,XZ) =a+ZbiEXi.
i=1

i=1

Diikaz. Jen pro diskrétni ndhodny vektor, indukei.
Vezmeéme si (X7, X2) a a, by, be. Potom

E(a + b1X1 + bQXQ) = Z ((l + b121 + bQZQ)P[Xl = Zl,XQ = 22]

zeN2

= Z CLP[Xl = 217X2 = ZQ] + Z blzlP[Xl = Zl,XQ = ZQ] + Z bQZQP[Xl = Zl7X2 = ZQ]

2€N2 zEN2 zeN2

=a Z P[Xl :Zl,XQ :ZQ] +b1 Z 21 Z P[Xl 2217X2 :ZQ] +b2 Z z9 Z P[X1 :Zl,XQ 222]

zeNg z1E€Np z2€Ny z2€Ng z1 €Ny

1 P[X1=21] P[X3=25]
:a+b1 Z le[X1221]+b2 Z ZQP[XQZZQ]:a+b1EX1+b2EX2.
21€Np 22€Np

Takto muzeme pokracovat indukei. O

Definice 22 (Kovariance a korelace). Bud' (X7, X2) ndhodny vektor takovy, ze var X; < oo, var Xo <
0.

(1) Kovariance X7 a X5 je definovéna cov(X7, Xs) = E(X; — E X;)(Xe — E X5).

(2) Korelace X7 a X5 je definovdna
COV(Xl, XQ)

corr(Xy, X;) = v/var Xy var X,
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Vyznam kovariance: X; — E X7, Xo — E X5 jsou odchylky od piislusnych stfednich hodnot. Proto
sou¢in (X1 — EX7)(X2 — EX>5) je kladny, kdyz ndsobime odchylky stejného znaménka. Soucin je
naopak zaporné, kdyz odchylky maji ruzné znaménko. Takze stfedni hodnota je kladna, pokud
»castéji“ maji odchylky od stfednich hodnot shodné znaménko a naopak. Ale pozor, kovariance je
jen indikétor, rozdéleni nahodného vektoru je slozité a jedna hodnota nemuze postihnout vsechny
moznosti zavislosti X7 a Xs. Korelaci zavadime proto, abychom ziskali hodnotu nezédvislou na
Hjednotkach“. Plati totiz

cov(aX,Y) =acov(X,Y), ale corr(aX,Y) = sign(a) corr(X,Y).

Rozmyslete (Vypocet kovariance). K vypoctu kovariance muzeme vyuzit piimou definici. Ta v8ak
nemusi byt dplné vhodné.
Podobné jako pro rozptyl muzeme tento vzorecek zjednodusit:

E((Xi—EX)(X2~EX,)) =E(X1 Xo - X1 EXo - Xs EX; +EX; EXy) = E(X; X2) ~E X, EX)

Véta 22 (Nezavislost a korelace). Necht ndhodné veliciny X a'Y jsou nezdvislé a maji koneényj
rozptyl. Pak cov(X,Y) = corr(X,Y) =0, neboli X a'Y jso nekorelované.

Opaéna implikace NEPLATI!!!

Diikaz. Uvedeme pro diskrétni ndhodny vektor (X,Y"), pro spojity jde o analogicky postup. P¥imo
z vypoctu stfedni hodnoty funkee g(X,Y) = XY a z nezdvislosti X a Y plyne

EXY = ZZmnPX m,Y =n] = szan m]PlY = n]

—ZmPX mZnP —EXEY.

Kovariance je tedy nulova a proto i korelace je nulova. O

Véta 23 (Rozptyl souc¢tu ndhodnych veli¢in). Bud X = (Xy, ..., X4) ndhodny vektor s koneénymi
rozptyly. Pak

d
ar(ZXl) ZvarX+ Z cov(X;, X;) ZvarX +2 Z cov(X;, Xj).
i=1

1<i#j<d 1<i<j<d

Specialné, jsou-li X1, ..., Xq nezdvislé, pak

d d
ar (Z XZ-) = Zvar X;.
i=1 i=1

Diikaz. Podle definice rozepiSeme a postupnou upravou:

< (57)

:E<Zd:Xi—E<Zd:Xi>> —E Y (Xi-Ex)?+2 Y (X, -EX)(X; -EX))

=1 1<i<j<d

—ZvarX +2 Z cov(X;, X;).

1<i<j<d

O

Definice 23 (Varianén{ a korelaéni matice). Bud X = (X, ..., X4) ndhodny vektor, var X; <
oo Vi = 1,...,d. Potom varianéni matice je Var X = {cov(X;, X;)}i; a korelaéni matice je
Corr X = {corr(X;, X;)}i ;-

Varian¢ni matice Var X ma diky definici na diagonale praveé var X;. Podobné korela¢ni matice
mé na diagondle samé jednicky.
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_vlastnosti_corr‘ Véta 24 (Vlastnosti kovariance a korelace). Bud'te X ndhodny vektor s variacni matici Var X

(kterd existuje a md konecéné pruky). Ddle méjme X, Y ndhodné velic¢iny s konecnym rozptylem.
Potom:

(1) =1 <corr(X,Y) <1, corr(X,X) =1

(2) |corr(X,Y)|=1<3Ja#0,beR: X =aY +b (Korelace méri miru linedrni zdvislosti X

aY.)

(3) cov(aX + ¢, bY +d) = abeov(X,Y)

(4) corr(aX + ¢, bY + d) = sign(ab) corr(X,Y)

(5)

(

Var X, Corr X jsou symetrické pozitivné semidefinitni
6) VAeR*? Be R, X € R?: Var(AX + B) = A(Var X)AT
Podivame-li se na vzorec pro rozptyl souctu ndhodnych veli¢in, vidime, ze plati
varZXi =17 Var X1,
kde 1 je vektor slozeny ze samych jednicek. Ve stejném duchu je mozné psat maticove i
var Z a; X; = a” Var Xa,

pro libovolny vektor a. Protoze vyraz na levé strané je nezaporny, plyne odtud i pozitivni semidefinitnost matice
Var X.
Odtud jiz snadno plyne zavér véty pro |corr(X,Y)| = 1. V tomto pifpadé plati, ze cov?(X,Y) = var X var Y.

Proto
var X ++/var X var Y’
++vvar X var Y varY ’

je symetrickd matice, znaménko na vedlejsi diagondle odpovidd znaménku korelace a tato matice je singuldrni.
Existuje tedy vektor, konkrétné napiiklad a” = (var Y, Fv/var X var Y), takovy, ze

aT Var(X,Y)a = 0.

Var(X,Y) = (

To ovSem znamend, ze ndhodnd veli¢ina a1 X + a2Y ma nulovy rozptyl a proto je skoro jisté konstantni.

4. KRATKA ODBOCKA KE KONVERGENCI

Nez pokro¢ime déle, bude dobré zadefinovat dva typy konvergence nahodnych veli¢in. Pfipomenme,
ze nahodnd veli¢ina je zobrazeni X : 2 — R a tedy pojem konvergence toto musi zohlednit.

Definice 24 (Konvergence v pravdépodobnosti). Bud'te X ndhodn4 veli¢ina a X;, Xa,... po-
sloupnost nahodnych veli¢in definovanych na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Rekneme, ze
X, konverguje v pravdépodobnosti k X, pokud

Ve > 0P[|X,, — X| >¢] —— 0.

n—oo
. . P
Tuto konvergenci znac¢ime X,, — X.
Pozndmka. Limitni ndhodnd veli¢ina X v predchozi definici muze byt (a ¢asto bude) konstantou.
ZapiSeme-li predchozi konvergenci s vyuzitim zamlcengych proménnych w, dostaneme
PlweQ: |X,(w) — X(w)| >e} —— 0.
n— oo
To znamend, Ze se zvétsujicim se n se ,zmensuje (alespon v pravdépodobnostnim smyslu) mnozina
téch elementarnich jevi, pro néz se X,, a X 1isi o vice nez ,zanedbatelnou“ hodnotu. Uvédomme

si vSak, ze mnozina Q. := {w € Q : | X, (w) — X (w)| > €} zdvisi na n a obecné tyto mnoziny netvoii
monoténni do sebe vnofenou posoupnost.

Definice 25 (Konvergence v rozdéleni). Bud'te X néhodnd veli¢ina a Xi, Xs,... posloupnost
nahodnych veli¢in definovanych na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Rekneme, ze X, kon-
verguje v rozdéleni (v distribuci) k X, pokud

Fx, () =P[X, <z] —— P[X < z] = Fx(x) pro vechna z, kde Fx je spojita.
n— 00

. .. d
Tuto konvergenci znacime X,, — X.

Zde vlastné nekonverguji X,,, ale ,jen* jejich rozdéleni. Pravdépodobnostni chovani ndhodnych
velicin X, se blizi chovani nahodné veliciny X.
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5. ODHADY MOMENTU A ODHADY PARAMETRU MOMENTOVOU METODOU

Rozdéleni ndhodného vektoru obvykle nezndme. Daji se rozlisit dvé zdkladni situace (nedélejme
si ovSem iluze o uplnosti tohoto vyctu):

(1) Parametrické modelovani: O rozdéleni mdme néjakou predstavu, obvykle kladenou
na hustotu rozdéleni. Predpokldadame, ze ndhodnd veli¢ina m& rozdéleni, které patii do
néjaké tiidy popsatelné az na koneény (maly) pocet parametru. Piikladem muze byt pocet
uspéchu v néjakém poctu pokusi. Model binomického rozdéleni je naprosto vyhovujici,
muzeme-li povazovat uspéchy v jednotlivych pokusech za nezavislé a nastavajici se stejnou
pravdépodobnosti. V tomto piipadé obvykle potiebujeme néco 7ici o neznamych parame-
trech.

(2) Neparametricky pFistup: O rozdéleni (hustoté) predpokldddme jen celkem mélo. Napiiklad
existence nékterych momentu a spojitost rozdéleni jsou typické slabé pozadavky kladené
na rozdéleni. V tomto ptipadé obvykle chceme néco 7ici o charakteristikdch rozdélent, jeho
konkrétn{ tvar nds moc nezajima. Castou otdzkou tohoto typu je, zda dvé ndhodné veliciny
maji stejné stfedni hodnoty (rozptyl, ... ), nebo zda jsou nezavislé (nekorelované).

5.1. Nahodny vybér a odhad. Nejcastéjsim nastrojem k hleddni odpovédi na otazky tykajici
se ndhodnych veli¢in a vektoru (parametricky i neparametricky) je ndhodng vybér. Opakovanym
pozorovanim nezavislych vysledku experimentu (vysledky ndhodného vybéru) dostdvame data,
ve kterych mame ukrytou dostupnou informaci o rozdéleni. Jiz vime, jak odhadnout distribu¢ni
funkci pomoci empirické distribu¢ni funkce. Nyni budeme odhadovat momenty a parametry.

Definice 26 (Bodovy odhad). Bud X1, X», ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuén{ funkef
Fx. Funkei g, : R™ — O, jejiz predpis nezévisi na rozdéleni Fx (ani jeho parametrech), nazveme
bodovy odhad.

Pozndmka. Bodovy odhad, ale ¢eho? V zasadé ¢ehokoliv, parametru, momentu, hustoty, pravdépodobnosti,
distribuéni funkce. Dulezité je, ze predpis g, nezavisi na neznamém-—rozdéleni ¢i parametru, ale

je funkei jen hodnot ndhodného vybéru. V”'fm&éime si, ze predpis g, obvykle zavisi na rozsahu n
ndhodného vybéru (pfipomerte si definici . Z toho ovSem plyne dulezity zaveér: odhad sam je
ndhodnou veli¢inou.

Odhadovat muzeme bud’ néjaky parametr (naptiklad p v binomickém rozdéleni, g v normalnim
rozdélen{), nebo jinou hodnotu svézanou s rozdélenim (pravdépodobnost néjaké hodnoty ¢i inter-
valu, stfedni hodnotu, distribuéni funkeci ¢i hustotu v néjakém bodé). V souladu se zvyklostmi
oznac¢ime symbolem 6 hodnotu, kterou odhadujeme, pokud nebude specikovana presnéji. Odhad
hodnoty 6 zalozeny na ndhodném vybéru o rozsahu n se obvykle znaci é\n

Pozndmka. Ctenaf v tuto chvili miize byt zmaten a ptat se ,,Co je tedy vlastné odhad, jak jej mam
spocitat, jaky je vzorec?“. Podstatné je co odhadujeme a také jak posuzujeme chybu odhadu—a k
té zakonité dochézi, nebotf odhad je ndhodnd veli¢ina a odhadujeme obvykle realné ¢islo (vektor).

5.2. Kvalita odhadu. Jednou z zddanych vlastnost{ odhadu je jeho nestrannost. Tedy aby se v
pruméru rovnal odhadované hodnoté.

Definice 27 (Nestrannost odhadu). Bud X7, Xs,. .., X, ndhodny vybér z rozdéleni F'x a bud 6
odhadovany parametr. Bodovy odhad 6,, nazveme nestrannym, pokud V0 € © plati Ef,, = 0 je-li
0 skute¢nou hodnotou parametru.

Chceme tedy, aby stfedni hodnota odhadu byla onou nezndmou odhadovanou hodnotou. Je
jisté zadouci, aby odhad netrpél systematickou chybou.

Druhy dobrym pozadavkem je, aby se odhad bliZil odhadované hodnoté. Tomu se Tikd konzis-
tence.

Definice 28 (Konzistence odhadu). Bud Xy, X», ..., X,, ndhodny vybeér z rozdéleni Fx a bud

# odhadovany parametr. Bodovy odhad é\n nazveme konzistentnim, pokud V0 € © plati §n T
je-li @ skute¢nou hodnotou parametru.



17

Konecéné poslednim ¢astym pozadavkem je asymptotickd normalita, tedy aby se chovani vhodné

upraveného odhadu blizilo standardnimu normalnimu rozdéleni. O tom si vsak povime az pozdéji

Zvidavy ctenaf si jisté klade spoustu otdzek: jak mame zaruceno, ze existuje nekone¢né mnoho nezavislych
ndhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim a na stejném pravdépodobnostnim prostoru? Spokojme se s tim, ze
takovy prostor lze bezesporné zkonstruovat a tedy je to mozné, pokud dokdzeme zkonstruovat nekone¢né rozmeérny
soucinovy prostor a na ném soucinovou miru.

Jinou otazkou je, co znamena ,,pro kazdy parametr 0, je-li # skutecny parametr®, kdyz preci § nezname. Znamena
to, ze predpis pro @L musi byt takovy, Ze nezdvisi na 6, ale jen na hodnotdch ndhodného vybéru (obvykle na
hodnotéch v R™, kde n je rozsah vybéru (tedy pro kazdé m mdme trochu jiny predpis pro 0. Jelikoz rozdélent
odhadu 0, je odvozené od rozdéleni ndhodného vybéru, zavisi toto rozdéleni také na 6. Proto dosadime-li libovolné

6 do rozdéleni gn, musi ndm vyjit to, co chceme.

5.3. Vybérové momenty. V této sturcné kapitole jen ukazeme jak pocitat vybérové momenty
a proc.

Definice 29 (Vybérovy prumér a vybérovy rozptyl). Bud X7, ..., X,, ndhodny vybér. Vybérovou
stfedn{ hodnotou nazveme X,, a vybérovym primérem S? definované

_ 1 & 1 _
Xn=— ;X S2 = > (X - X))

n—1
i=1

Véta 25 (Nestrannost vybérového prumeéru, rozptylu a empirické distribuéni funkce). Je-li X1,..., X,
ndahodny vybér z rozdéleni s distribucni funkci Fx, pak F,(x) je nestranngm odhadem F(x) v
kazdém bodé x.

Je-li X1,..., X, ndhodny vgbér z rozdéleni s konecnou stiedni hodnotou E X, pak X, je ne-
stranngm odhadem E X .
Je-li X1, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s konecnym rozptylem var X, pak S2 je nestrannym

odhadem var X .
Definice 30 (Vybérové momenty). Bud Xi,..., X, ndhodny vybér. Pak

e
EX:E;XZ-

se nazyva r-ty vybérovy moment.

hm:nestr_emp_mom| Vé&ta 26 (Nestrannost vybérovych momentu). Je-li X1, ..., X, ndhodng vijbér z rozdéleni s konednym

r-tym momentem E X", pak Exr je nestrannym odhadem E X".

5.4. Odhady metodou momentti. Abychom si pfeci jen ukazali néjaky zpusob konstrukce od-
hadu, ukazme momentovou metodu, ktera nepotiebuje zadné dalsi teoretické kapitoly.

Piedpoklddejme, ze ditribuéni funkce F' (rozdéleni P) zdvisi na nezndmém parametru. Pak
obvykle i momenty ndhodné veli¢iny s timto rozdélenim zdviseji na téchto parametrech (vzpomente
si na pifklady jednotlivych rozdéleni).

Predpoklddejme, Ze chceme odhadnout neznamy parametr €, jehoz hodnoty se nachazeji v
mnoziné © C R? (casto d = 1, 2. Nechf momenty ndhodné veli¢iny X existuji alesponi do fadu d
a zaviseji na parametru 6, tedy necht plati

EX" =pu.(0),r=1,2,...,d,
kde zndme funkce p,.(0). Levou stranu nahradime vybérovymi momenty a Fesime soustavu rovnic
Ex" :ur(én),r =1,2,...,d,

¢ili hledame (9\” spliujici tyto rovnice. Obvykle je pr d-rozmérny parametr potieba pravé d téchto
momentovych rovnic, nékdy vsak muze stacit méné.

Obecné odhady momentovou metodou nemusi byt nestranné, nékdy je mozné je na nestranné
upravit. Hlavni vyhodou této metody e jednoduchost a pochopitelnost.
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6. LIMITNI VETY

V této dulezité kapitole si predstavime nékteré nerovnosti a limitni véty pro pravépodobnost a
pro ndhodny vybér.

Véta 27 (Markovova nerovnost I). Bud X nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Potom
EX
P[XZE]S? Ve >0

Diikaz. Ukézeme si pro X spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f, ale 1ze i obecné.

o0 EX
PX >¢] = / 1f(x)dx < / L fz)dz < / Ef(gc)dgc = —.
r>e r>e E 0 € €
vzdy kladné
]
Véta 28 (Markovova nerovnost IT). Bud' X nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Potom
E(X*
PX >¢] < (k ) Ve >0,k>0
€
Véta 29 (Cebysevova nerovnost). Bud X ndhodnd velic¢ina a E|X| < oo. Pak
var X

PIX ~EX| > ¢ < 2
k _2
Diikaz. Véta B powstata |X —EX|ak = 2. 0

Cebysevova nerovnost muze byt zajimavé zesilena Kolmogorovovou nerovnosti.

Véta 30 (Kolmogorovova nerovnost). Budte X1, Xo,... nezdvislé ndhodné veli¢iny a E|X;| <
oo Vi. Pak
k n
i var X,
P 1ShSn ZI(XZ EX) _81 - g2

Diikaz. Oznacme si Sy = Y.F (X; — EX;). Potom ES, = 0 a varS, = Y-, var X, diky
nezéavislosti. Hleddme tedy pravdépodobnost P{max;<g<n |Sk| > €.
Zadefinujme si mnozinu Ay = {w : [5;(w)| < €,j < k,|Sk(w)| > €}, kde Sy = 0. Muzeme si
vimnout, Ze Ay, jsou po dvou disjunktni, jde ted yo disjunktni rozklad jevu [maxi<k<n |Sk| > €.
Nyni predpoklddejme, ze ndhodné veli¢iny X jsou spojité, tedy i |Sk| jsou spojité s hustotou sy
(opét lze dokézat obecné). Plati

n n 1
P{max |Si| > ] = Y PIA] < Y 5 Ex(4n)SE,
k=1 k=1

1<k<n
kde k posledni nerovnosti vyuzijeme Markovovu nerovnost. Pouzijme déale identitu
EX(Ak)STQL = EX(Ak)(Sn — S+ Sk)2 = EXAk(Sn — Sk)Q + QEX(Ak)Sk(Sn —Sk)+ EX(A/C)(S}C)Q

a zaméime se na stfedni clen. Diky nezavislosti X; dostavdme nezdvislost x(Ag)Sk a (S, — Sk), z
¢ehoz plyne
EX(Ak)Q(Sn - Sk) Sk = E(Sn - Sk)ESkXAk =0.
Celkové E x(Ax)(Sk)? < E x(Ax)S2 a dosazenim do piedchoztho dostaneme

> P[4y < -2 Ex(Ar)S; < ZS*QEX(Ak)Sn < 7 ES,.
k=1 k=1 k=1
Postaéi si uvédomit, ze E.S? = var S,,, protoze ES,, = 0. O

Nyni lze ukazat, ze odhady momentu i odhad distribuéni funkce pomoci empirické distribuéni
funkce jsou konzistentni. Nejprve pouzijeme vhodné nerovnosti na souc¢ty ndhodnych veli¢in a
odvodime obecny vysledek, ktery pak budeme pouzivat na jednotlivé pripady.
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Véta 31 ((Slaby) Zdkon velkych ¢isel). Bud'te X1, Xs, ... iid ndhodné veli¢iny s koneénou stFedni
hodnotou E X| = p a s koneéngm rozptylem var X, = 0. Pro libovolné € > 0

n— oo

1 n
P |- X, —p|>e| ——0.

R _ [thm:nestr_emp_mom L, .. , L ,
Diikaz. Z veéty 26 vime, ze aritmeticky prumeér je nestrannym odhadem své stfedni hodnoty u,

existuje-li tato. S vyuzitim Cebysevovy nerovnosti

_— var X,,
PlIX, —pl > €] < =
coz spolu se skutecnosti
— 1 1 1 var X,
var X,, = varﬁ ZXi = ﬁvarZXi = ﬁnvaer = T ::;o» 0,

kde ptedposledni rovnost plati diky nezavislosti a stejnému rozdéleni X;, dava pozadovanou kon-
vergenci. O

Disledek 1. Budte X1, Xa,... iid ndhodné veliciny s konecngm 2r-tym momentem E X2". Pak
pro libovolné € > 0

n— oo

1 n
P |- X —EX]|>e| —— 0.
n; [ 1 €

Ve skutecnosti l1ze predchozi vétu dokazat i silnéji. Zaprvé nepotiebujeme nezavislost a staci nekorelovanost,
protoze v tom piipadé také plati, ze

VarZXi = ZvarXi + Zcov(Xi,Xj) = ZvarXi.
i i i#j —/—:0 i

Dokonce staci pozadovat jesté méné a to aby kovariance byly dostateéné rychle mizejici se vzddlenosti indexu i a j,
aby n~2 var > X konvergovalo k nule pfi n rostoucim do nekonecna. Zadruhé, pokud si ponechdme nezavislost,
muzeme naopak pozadavek na existenci ,,druhého“ momentu nahradit pozadavkem E | X| < oo (ve vété %ﬁ%’%ﬂé
E|X|" < oo v dusledku) a véta zustane v platnosti. Dokonce lze i zesilit smysl konvergence na konvergenci ve viech
w aZ na mnozinu pravdépodobnosti 0. Takovému vysledku pak fikdme silng zdkon velkych ¢isel. Praktici casto
povazuji rozdil mezi silnym a slabym ZVC za zanedbatelny a z hlediska pouzivdni a interpretace nezajimavy,
teoretici naopak velmi Ipé&ji na jejich rozlisovani a jejich snahou je pokud mozno dokézat silny zdkon (konvergenci
skoro v8ude). V nasem textu vSak nemdme techniky pro dukaz silného zdkona, zdjemci si laskavé vyhledaji pfislusné
vysledky v bohaté dostupné literature.

Dokazali jsme tedy konzistenci odhadi momentu ndhodnych veli¢in. Pokud jsou parametry od-
hadované pomoci metody momentu spojitymi funkcemi momentu (a jednoznaéné urcenymi), pak
ze spojitosti a konvergence dostaneme i konzistenci odhadu vytvorenych momentovou metodou.
Zakladem muze byt jednoduché tvrzeni, které uvedeme bez Cisla a bez dukazu.

Véta (Konvergence spojité transformace). Bud X1, X, ... posloupnost ndhodngch veli¢in a a
konstanta takovd, Ze P[|X,, — a| > ¢] — 0 pro libovolné € > 0. Bud ¢ spojitd funkce. Pak

P|¢(Xn) — ¢la)] > ] ——0 Ve>0.

Dalsi moznou modifikaci zadkona velkych ¢isel je vynechdni pozadavku na stejné rozdéleni nahodnych veli¢in. Pak
je samozrejmeé otdzkou, k jaké hodnoté konverguje aritmeticky prumér a za jakych podminek. Opét se vyskytuje
vice variant odpovédi, ale ndm bude stacit jen jednoducha varianta.

n

Véta. Bud'te X1, Xa,... iid ndhodné veli¢iny s konecénou stiedni hodnotou E X; = u; a s omezenym rozptylem
var X; = 012 < K. Pak
1
p [ o Z;(Xi — i)
1=

>eg| —— 0.
n—r oo

Pokud n=1 > i konverguje k hodnoté p pri n rostoucim nade vsechny meze, pak plati

1 n
P2 3w
ni*l

> sjl — 0.
n—oo
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Ted’ jiz muzeme u kazdého odhadu rozhodovat o jeho nestrannosti (asymptotické nestrannosti)
a konzistenci. Mnohem hlubsi vysledek ndm poskytuje centrdlni limitni véta (CLV). Jeji dukaz
viak je bud velice zdlouhavy, nebo vyzaduje pokroéilejsi techniky, takze se spokojime se znénim.

Véta 32 (Centralni limitin{ véta). Bud'te X1, X, ... nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny
s konecénou stiedni hodnotou E X1 = p a koneénym kladngm rozptylem var X; = o2 > 0. Pak

X, —
P[ﬁ”gx] —— ®(z), Vzek,
o

n—oo

kde @ je distribucni funkce standardniho normdlniho rozdéleni N(0,1).
Ekvivalentné muzZeme rict
X, — T oXi—n _
An T N 0.1) nebo 22=L T N0 1) nebo (X, — 1) % N(0,02).
o Vno?

Pouziti CLV jsou vSude. Vyuzijeme je ke konstrukei (asymptotickych) intervalovych odhadu,
asymptotickych predikénich intervalu, testovani, ...Zde se naplno ukazuje vyznam postaveni
normélniho rozdéleni: mnoho navzijem nezavislych vlivu se poscitd, extrémy se vyrusi a vysledkem
je normélni (Gaussovo) rozdéleni.

I zde je mozné zeslabit pozadavky a tak neni tfeba ani stejné rozdéleni, ani dplné nezavislost. Jde vsak o velmi

specializovand tvrzeni, tak se jim vyhneme a nau¢ime se pouzivat CLV alespon v tomto zdkladnim tvaru.



