
NMAI059 Pravděpodobnost a statistika
Př́ıručka k přednášce.

13. listopadu 2017

Jak použ́ıvat tuto př́ıručku. Jde o postupně vznikaj́ıćı text, který má obsahovat všechny
definice a věty z přednášky. Až na výjimky bude obsahovat jen stručná vysvětleńı, doplňuj́ıćı
př́ıklady, d̊ukazy nemuśı být všechny a úplné. Proto tato př́ıručka nemůže nahradit účast na
přednášce a neńı tak zamýšlena.

Definice a věty se snaž́ım pojmenovat a strukturovat co nejv́ıce. Na přednášce se pokuśım tohoto
držet, ale zároveň se budu snažit vysvětlovat význam jednotlivých pojmů a jejich použ́ıváńı. Zde
by vše mlo být korektně (přestože překlepy se vyskytnou s pravděpodobnost́ı 1), zat́ımco na
přednášce občas dojde k chybě (nejsem robot) a př́ıpadně použiji intuitivńı výklad k lepš́ımu
pochopeńı. Text má sloužit hlavně k tomu, abyste měli k dispozici základńı poznámky a ty si poté
porovnali s poznámkami z přednášek.

Některé části textu jsou psány malým ṕısmem. To jsou části, které pro prvńı čteńı představuj́ı
doplňkovou informaci. Je to proto, že plně matematicky rigorózńı výklad by vyžadoval větš́ı rozsah
přednášky a v́ıce pojmů, než je pro základńı pochopeńı v danou chv́ıli nutné. Zájemci o matematic-
kou přesnost a d̊ukladnost tak nejsou ochuzeni, tyto poznámky si přečtou a budou o nich přemýšlet,
ostatńı se k nim vrát́ı při druhém čteńı př́ıručky.

1. Axiomy; Pravděpodobnostńı prostor; Náhodné jevy

1.1. Axiomatika. Intuitivńı výklad pravděpodobnosti: Nemůžeme předem ř́ıci, jak nějaký pokus
dopadne, ze zkušenosti v́ıme, že výsledek záviśı na mnoha faktorech a nemáme možnost jej přesně
vypoč́ıtat. Výsledek tedy chápeme jako náhodný. Pravděpodobnost je mı́ra

”
četnosti“: budeme-li

opakovat stejný pokus za stejných podmı́nek a výsledky jednotlivých pokus̊u se navzájem neovlivňuj́ı,
pak pod́ıl jednotlivých výsledk̊u na celkovém počtu pokus̊u se bĺı̌źı teoretické pravděpodobnosti.

Takto o pravděpodobnosti uvažujeme intuitivně. Rigorózńı matematický model v roce 1933
zavedl Andrej N. Kolmogorov.

Definice 1 (Pravděpodobnostńı prostor). Mějme neprázdnou množinu Ω a na ńı systém jev̊u
(podmnožin) F . Na F uvažujme pravděpodobnostńı mı́ru P, tedy zobrazeńı P : F → [0, 1] splňuj́ıćı

(1) P(Ω) = 1
(2) pro libovolné po dvou disjunktńı A1, A2, . . . , An ∈ F plat́ı

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

(konečná aditivita)
(3) pro libovolné po dvou disjunktńı A1, A2, · · · ∈ F plat́ı

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).

(spočetná , neboli σ-aditivita)

.

Pro tuto chv́ıli jsme ponechali otázku F otevřenou. Z definice však vid́ıme, že je třeba, aby sjednoceńı po dvou
disjunktńıch množin z F byla opět množina v F . Jsou i daľśı požadavky na F , které splňuje σ-algebra množin.

Definice (σ-algebra). Necht’ Ω je neprázdná množina. Tř́ıdu podmnožin Ω označená F nazveme σ-algebrou pokud

(1) ∅ ∈ F , Ω ∈ F .

(2) A ∈ F ⇒ Ω \A ∈ F .
(3) A1, A2, · · · ∈ F ⇒

⋃∞
i=1 Ai ∈ F .

Vid́ıte, že kromě spočetné aditivity chceme ještě př́ıtomnost doplňku a celé množiny.

Definice 2 (Klasický pravděpodobnostńı prostor). Bud’ Ω neprázdná konečná množina, F = 2Ω.

Definujeme P (A) = |A|
|Ω| ∀A ⊂ Ω. Potom (Ω,F ,P) nazýváme klasický pravděpodobnostńı prostor.
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Definice 3 (Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor). Bud’ Ω neprázdná konečná nebo spočetná
množina, F = 2Ω. Bud’ p : ω → R taková funkce, že p(ω) ∈ [0, 1] ∀ω ∈ Ω a

∑
ω∈Ω p(ω) = 1. Dále

definujme P(A) =
∑

ω∈A p(ω). Potom (Ω,F ,P) nazýváme diskrétńı pravděpodobnostńı prostor.

Definice 4 (Reálný spojitý pravděpodobnostńı prostor). Bud’ Ω omezený či neomezený reálný
interval, F necht’ obsahuje všechny otevřené i uzavřené podmnožiny Ω a jejich spočetná sjednoceńı
a doplňky. Bud’ f : ω → R taková funkce, že f(ω) ≥ 0 a

∫
Ω
f(ω)dω = 1. Dále pro A ∈ F definujme

P(A) =
∫
A
f(ω)dω. Potom (Ω,F ,P) nazýváme reálný spojitý pravděpodobnostńı prostor.

V posledńım př́ıpadě může být Ω i podmnožinou Rk pro k > 1. V tom př́ıpadě je nutné uvažovat násobné

integrály. Pro účely tohoto seznámeńı s pravděpodobnost́ı nám budou stačit jen dvounásobné integrály, ale rozš́ı̌reńı

neńı tak složité, jak by se na prvńı pohled mohlo zdát.

1.2. Základńı názvoslov́ı a početńı věty pro pravděpodobnost.

• ω ∈ Ω se nazývá elementárńı jev. A ∈ F se nazývá náhodný jev.
• Jestliže P(A) = 1, potom A je jev jistý.
• Jestliže P(A) = 0, potom A je jev nemožný.
• Je-li A náhodný jev, pak AC = Ω \A je doplňkový jev jevu A.

Věta 1 (Základńı výpočetńı vzorce). Bud’ P pravděpodobnostńı mı́ra na F , tedy P každému
náhodnému jevu A přiřad́ı jeho pravděpodobnost.

(1) P(Ac) = 1− P(A) ∀A ∈ F
(2) A,B ∈ F : A ⊂ B, pak P(A) ≤ P(B) a P(B \A) = P(B)− P(A)

D̊ukaz. Jednotlivé body:

(1) P(A∪Ac) = P(A)+P(Ac). Jelikož A∪Ac = Ω a podle vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry
P(Ω) = 1, P(A) + P(Ac) = 1.

(2) A ⊂ B ⇒ B = A ∪ (B ∩ Ac). To jsou dvě disjunktńı množiny. Potom P(B) = P(A) +
P(B \A) ≥ P(A).

�

Důležitou vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry je jej́ı spojitost. My ji využijeme jenom v d̊ukazu spojitosti dis-

tribučńı funkce zprava, proto je zde uvedena jako poznámka.
Vezměme si systém {Ai}∞i=1 ⊂ F takový, že Ai ⊂ Ai+1. Potom pro A =

⋃∞
i=1 Ai ṕı̌seme Ai ↗ A a ř́ıkáme, že

systém {Ai}∞i=1 konverguje monotónně (vzh̊uru) k A.
Analogicky systém, pro který plat́ı Ai ⊃ Ai+1 konverguje monotónně (dol̊u) k A =

⋂∞
i=1 Ai, což zapisujeme

Ai ↘ A. Uvědomme si, že v obou př́ıpadech je A ∈ F , protože F je σ-algebra.

v_spojitost_miry Věta (Spojitost pravděpodobnostńı mı́ry). Necht’ máme {Ai}∞i=1 ⊂ F takovou, že Ai ↘ ∅. Pak

lim
i→∞

P(Ai) = 0.

D̊ukaz. Vı́me, že P(
⋂∞

i=1 Ai) = P(∅) = 0. To je ekvivalentńı s 1−P((
⋂∞

ı=1 Ai)
c) = 1−P(

⋃∞
i=1 A

c
i ) = 1. Dále v́ıme,

že Ai ⊇ Ai+1 a d́ıky tomu Ac
i ⊆ Ac

i+1, tedy Ac
i ↗ Ω. Nadefinujme si posloupnost B1 = Ac

1, Bi+1 = Ac
i+1 \ Ac

i .

Zřejmě Bi jsou disjunktńı,
⋃∞

i=1 Bi = Ω a P(
⋃∞

i=1 Bi) = P(ω) = 1 a proto
∑∞

i=1 P(Bi) = 1. Posledńı součet

rozlož́ıme na dva a pro n→∞ dostaneme

1 =
n∑

i=1

P(Bi)︸ ︷︷ ︸
→1

+
∞∑

i=n+1

P(Bi)︸ ︷︷ ︸
→0

což je d̊usledkem konečnosti a σ-aditivity pravděpodobnosti. Z definice Bi a z vlastnost́ı Ai plyne P(
⋃n

i=1 Bi) =

P(
⋃n

i=1 A
c
i ) = 1− P(

⋂n
i=1 Ai) = 1− P(An). Vı́me, že levá strana konverguje k 1, tedy proto P(An)→ 0. �

Věta 2 (Inkluze a exkluze). Mějme A1, . . . , An náhodné jevy. Pak

P(

n⋃
i=1

Ai) =

n∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i≤j≤n

P(Ai∩Aj)+
∑

1≤i≤j≤k ≤n

P(Ai∩Aj ∩Ak)−· · ·+(−1)n−1P(

n⋂
i=1

Ai)
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D̊ukaz. Matematickou indukćı.

Prvńı krok pro n = 2: zřejmě A = (A \B) ∪ (A ∩B), B = (B \A) ∪ (A ∩B) a proto

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Indukčńı krok pro n− 1→ n:

P(

n⋃
i=1

Ai) =P((

n−1⋃
i=1

Ai) ∪An) = P(

n−1⋃
i=1

Ai) + P(An)− P(

n−1⋃
i=1

(Ai ∩An))

=

n−1∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i≤j≤n−1

P(Ai ∩Aj) + . . .+ (−1)n−2P(

n−1⋂
i=1

Ai) + P(An)

−
∑

1≤i≤j≤n−1

P(Ai ∩An) + . . .+ (−1)n−2P(

n⋂
i=1

Ai)

odkud po vhodném přeuspořádáńı a sečteńı dostaneme

n∑
i=1

P(Ai)−
∑

1≤i≤j≤n

P(Ai ∩Aj) + . . .+ (−1)n−1P(

n⋂
i=1

Ai)

�

Než přikroč́ıme k daľśım třem významným výpočetńım větám, muśıme zavést podmı́něnou
pravděpodobnost.

Řekněme, že jev A nastane s pravděpodobnost́ı P(A) nebo nenastane s P(Ac) = 1−]Pr(A).
Nyńı dostaneme informaci o tom, že nastal jev B nastal. Pomůže nám tato informace zpřesnit
představu o pravděpodobnosti jevu A? Triviálně ano v těchto př́ıpadech:

• Jestliže B ⊂ A.
• Jestliže B ∩A = ∅.

V prvńım př́ıpadě jev A nastat muśı, protože v́ıme, že se stal jev B. Ve druhém př́ıpadě jev A
nemůže nastat, jev B jej vylučuje. V ostatńıch př́ıpadech to však může být všelijaké.

Definice 5 (Podmı́něná pravděpodobnost). Mějme jevyA,B ∈ F ,P(B) > 0. Definujeme podmı́něnou

pravděpodobnost jevu A při B jako P(A|B) = P(A∩B)
P(B) .

Rozmyslete. Ukažte, že podmı́něná pravděpodobnost splňuje vlastnosti předepsané pro pravděpodobnosti
mı́ry.

Neplat́ı ale P(A|B ∪ C) 6= P(A|B) + P(A|C). Najděte protipř́ıklad.

Podmı́něná pravděpodobnost za podmı́nky B udává pravděpodobnost při dodatečné informaci,
že pozorovaný (i když neznámý) elementárńı jev ω splňuje ω ∈ B. Všimněte si, že plat́ı P(A|Ω) =
P(A). Intuitivně, znalost faktu ω ∈ Ω je totiž triviálńı a nedává žádnou daľśı informaci.

v_nasobeni Věta 3 (O postupném podmiňováńı, o násobeńı pravděpodobnost́ı). Mějme A1, . . . , An náhodné
jevy (prvky F) takové, že P(

⋂n
i=1Ai) > 0. Potom

P(

n⋂
i=1

Ai) = P(A1|
n⋂

i=2

Ai) · P(A2|
n⋂

i=3

Ai) · · ·P(An−1|An) · P(An).

D̊ukaz. Matematickou indukćı. �

Definice 6 (Disjunktńı rozklad). Spočetný systém náhodných jev̊u {Bi}∞i=1 ⊂ F nazveme dis-
junktńım rozkladem Ω, pokud:

(1) Bi ∩Bj = ∅ ∀i 6= j
(2)

⋃
iBi = Ω (stač́ı P(

⋃
iBi) = 1).

(3) P(Bi) > 0 ∀i
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v_uplna_pravdepodobnost Věta 4 (O úplné pravděpodobnosti). Mějme A náhodný jev a {Bi} disjunktńı rozklad. Pak

P(A) =
∑
i

P(A|Bi) · P(Bi)

D̊ukaz. Vı́me, žeA∩Bi, i = 1, 2, . . . jsou po dvou disjunktńı množiny, proto
⋃

iA∩Bi = A∩
⋃

iBi =
A ∩ Ω = A. Odtud

P(A) = P(
⋃
i

A ∩Bi) =
∑
i

P(A ∩Bi) =
∑
i

P(A|Bi) · P(Bi)

�

Věta 5 (Bayesova). Mějme A náhodný jev a {Bi}i disjunktńı rozklad Ω, necht’ také P(A) > 0.
Potom

P(Bi|A) =
P(A|Bi) · P(Bi)∑
j P(A|Bj) · P(Bj)

.

D̊ukaz. Využijeme definici podmı́něné pravděpodobnosti a větu o úplné pravděpodobnosti. �

Věta
v_nasobeni
3 nám dává přesný výpočet pravděpodobnosti současného výskytu n náhodných jev̊u. V

praxi však může být výpočet podmı́něných pravděpodobnost́ı ve větě
v_nasobeni
3 velmi náročný. V teorii

pravděpodobnosti se proto použ́ıvaj́ı i r̊uzné odhady pravděpodobnost́ı složitých jev̊u. Uvedeme
zde jen jednu z nich.

Věta 6 (Bonferroniho nerovnost). Mějme A1, . . . , An náhodné jevy. Pak

P (

n⋂
i=1

Ai) ≥ 1−
n∑

i=1

(1− P (Ai))

D̊ukaz. P (
⋂n

i=1Ai) = 1− P
(

(
⋂n

i=1Ai)
C
)

= 1− P (
⋃n

i=1A
C
i ) ≥ 1−

∑n
i=1 P (AC

i ) = 1−
∑n

i=1(1−
P (Ai)). �

1.3. Nezávislost. Nezávislost (stochastická nezávislost) náhodných jev̊u znamená, že výskyt jed-
noho náhodného jevu neovlivńı pravděpodobnost výskytu druhého náhodného jevu.

Definice 7 (Nezávislost). Jevy A,B ∈ F jsou nezávislé, pokud P(A ∩B) = P(A) · P(B).

Tato definice je v souladu s intuitivńım popisem nezávislosti. Když jevy A,B jsou nezávislé,
potom

P(A|B) =
P(A)P(B)

P(B)
= P(A)

a naopak, tato rovnost implikuje nezávislost. O nezávislosti však můžeme hovořit i u jev̊u s nulovou
pravděpodobnost́ı (které jsme zat́ım z podmiňováńı vyloučili).

Nezávislost ale potřebujeme definovat i pro v́ıce než dva jevy.

df_nezavislost_jevu Definice 8 (Vzájemná nezávislost). Bud’teA1, . . . An náhodné jevy, pakAi jsou vzájemně nezávislé,
pokud ∀i1, . . . , ik ⊂ {1, . . . , n} plat́ı

P

 k⋂
j=1

Aij

 =

k∏
j=1

P (Aij ).

V této definici si všimněte, že rovnost muśı platit pro všechny podmnožiny index̊u.

Rozmyslete. Najděte trojici náhodných jev̊u A, B a C takových, že každé dva jevy jsou nezávislé,
ale přitom P(A ∩B ∩ C) 6= P(A)P(B)P(C).

K tomu stač́ı uvažovat jen klasický pravděpodobnostńı prostor s několika elementárńımi jevy
ω1, . . . , ωn a vhodně volitA,B a C. Jakou nejmenš́ı mohutnost Ω jste ke svému př́ıkladu potřebovali?
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Někdy potřebujeme rozš́ı̌rit pojem nezávislosti na libovolný počet náhodných jev̊u. Pak samozřejmě nemůžeme

požadovat platnost definuj́ıćı rovnosti z věty
df_nezavislost_jevu
8 pro nekonečné (zvláště pak i nespočetné) pr̊uniky. Nezávislost je

ale dobře definována pomoćı všech konečných indexových podmnožin. Ještě se k tomuto vrát́ıme u nezávislosti

náhodných veličin.

Uvědomte si, jaké (zjednodušuj́ıćı) d̊usledky má nezávislost na výpočty pravděpodobnost́ı—viz
výše uvedené výpočetńı věty.

2. Náhodné veličiny a vektory

2.1. Náhodná veličina a jej́ı rozděleńı. Spoč́ıtat pravděpodobnost nějakého jevu je jedna
věc. Jiný problém je ale pracovat s obecně neznámým, ale náhodným výsledkem. K tomu slouž́ı
náhodná veličina (a je třeba si dobře rozmyslet, co znamená).

df_velicina Definice 9. Mějme (Ω,F ,P) pravděpodobnostńı prostor. Zobrazeńı X : Ω → R takové, že
X−1(−∞, a] = {ω,X(ω) ≤ a} ∈ F ∀a ∈ R se nazývá náhodná veličina.

Dı́ky definici náhodné veličiny a d́ıky vlastnostem pravděpodobnostńı mı́ry P tak dovedeme pro
jakýkoliv interval ř́ıci, s jakou pravděpodobnost́ı je hodnota náhodné veličiny v tomto intervalu.

Matematicky jde o požadavek měřitelnosti zobrazeńı X. T́ım dostáváme do rukou silný nástroj, který nám

umožńı odvozováńı nejr̊uzněǰśıch vlastnost́ı náhodné veličiny, korektńı definice charakteristik a daľśı. Pro základńı

pochopeńı to však neńı nezbytné. Dokud se budeme věnovat diskrétńı náhodné veličině, můžeme se bez pojmu

měřitelnost obej́ıt (téměř) úplně.

df_rozdeleni1 Definice 10 (Rozděleńı náhodné veličiny). Bud’X : Ω→ R náhodná veličina. Pravděpodobnostńı
mı́ra PX definovaná na R předpisem PX(−∞, a] = P[X ≤ a] se nazývá rozděleńı náhodné veličiny
X.

Pravděpodobnostńı prostor je tak světem, ve kterém se uskutečňuje náhoda a náhodná veličina
je modelem, který zviditelňuje náhodu výsledky v reálných č́ıslech. Na jednom pravděpodobnostńım
prostoru můžeme definovat v́ıce náhodných veličin. K tomu se dostaneme zanedlouho. Dı́ky
náhodné veličině nám vzniká kanonický pravděpodobnostńı prostor (R,B, PX), kde B obsahuje
všechny otevřené i uzavřené reálné množiny, jejich spočetná sjednoceńı a doplňky.

Př́ıklad. Mějme

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}2,F = 2Ω,P({ω}) =
1

36
.

Definujme
X1(ω1, ω2) = ω1, X2(ω1, ω2) = ω2, Y (ω1, ω2) = ω1 + ω2.

Potom X1 a X2 maj́ı stejné rozděleńı, ale jsou r̊uzné, a Xi a Y maj́ı r̊uzná rozděleńı. Na jednom
pravděpodobnosnt́ım prostoru tedy můžeme definovat v́ıce r̊uzných model̊u, př́ıpadně r̊uzných
náhodných veličin se stejným rozděleńım.

Určete rozděleńı Xi a Y .

Pro jaké množiny A ⊂ R umı́me naj́ıt PX?

(1) (∞, a]

(2) (a, b], a < b = (−∞, b] \ (−∞, a]

(3) (a, b) =
⋃∞

n=1(a, b− 1
n

]

(4) Všechny otevřené množiny

(5) A ∈ B ⇒ X−1 ∈ F pro všechny A ∈ B, X je Borelovsky měřitelná

Definice (Náhodné jevy generované X). Mějme X náhodnou veličinu, označme množinu FX takovou, že FX =

{B : B = X−1(A) pro nějakou A ∈ B}.
Věta. Fx je také σ-algebra náhodných jev̊u generovaných v X.

FX je σ-algebra a FX ⊂ F . Potom

PX(A) = P[X ∈ A] = P
(
X−1(A)︸ ︷︷ ︸
∈FX⊂F

)
.

Na levé straně je mı́ra na (R,B), na pravé straně je mı́ra na (Ω,F).

Z definice
df_rozdeleni1
10 je vidět, že k jednoznačnému určeńı (pravděpodobnostńıho) rozděleńı PX náhodné

veličiny X stač́ı znát pravděpodobnosti množin typu (−∞, a] pro všechna a ∈ R. To nás vede
k definici distribučńı funkce.
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Definice 11. Bud’ X náhodná veličina a PX jej́ı rozděleńı. Funkce FX : R → [0, 1] definovaná
jako FX(x) = PX [−∞, x] = P[X ≤ x] se nazývá distribučńı funkce náhodné veličiny X.

Distribučńı funkce F plně popisuje rozděleńı P v tom smyslu, že maj́ı-li dvě náhodné veličiny
stejnou distribučńı funkci, jsou stejně rozdělené.

v_vlastnosti_dist Věta 7 (Vlastnosti distribučńı funkce). Mějme náhodnou veličinu X a jej́ı distribučńı funkci FX .
Pak

(1) limx→−∞ FX(x) = 0
(2) limx→∞ FX(x) = 1
(3) FX je neklesaj́ıćı a zprava spojitá

D̊ukaz. Plyne z vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry.
K d̊ukazu vlastnost́ı distribučńı funkce ovšem potřebujeme spojitost pravděpodobnostńı mı́ry v prázdné množině

a proto se zde omeźıme na konstatováńı, že tomu tak je. Zájemci si najdou poznámku o spojitosti pravděpodobnostńı

mı́ry výše. �

Je tomu ale i naopak. Každá funkce, která má vlastnosti distribučńı funkce je distribučńı funkćı.

v_charakter_dist Věta 8. Necht’ F splňuje vlastnosti z věty
v_vlastnosti_dist
7. Pak existuje pravděpodobnostńı prostor (Ω,F ,P) a

náhodná veličina X takové, že F je distribučńı funkćı náhodné veličiny X.

D̊ukaz. Volme Ω = R, F systém obsahuj́ıćı všechny otevřené množiny, jejich spočetná sjednoceńı
i pr̊uniky a všechny doplňky, P volme jako mı́ru na F definovanou předpisem P (−∞, x] = F (x).

Nyńı definujme X : Ω → R takové, že X(ω) = ω. Potom FX(a) = P [X ≤ a] = P (−∞, a] =
F (a).

Jde o takzvanou kanonickou konstrukci, zde jsme ukázali hlavńı krok. �

2.2. Náhodný vektor a jeho rozděleńı. V následuj́ıćım budeme už́ıvat pro jakékoliv dva vek-
tory a, b ∈ Rd úmluvu

a ≤ b⇔ ai ≤ bi ∀i = 1, 2, . . . , d

a < b⇔ ai ≤ bi ∀i = 1, 2, . . . , d, a existuje j : aj < bj .

df_nahodny_vektor Definice 12 (Náhodný vektor). Zobrazeńı X : Ω → Rd, kde (Ω,F ,P) je pravděpodobnostńı
prostor, d ∈ N, d ≥ 2 takové, že {ω : X(ω) ≤ a} ∈ F ∀a ∈ Rd nazveme náhodný vektor.

Opět jde o požadavek měřitelnosti zobrazeńı X.

Definice 13 (Rozděleńı a distribučńı funkce náhodného vektoru). Bud’ X d-rozměrný náhodný
vektor. Pravděpodobnostńı mı́ra PX definovaná na Rd předpisem

PX

( d∏
i=1

(−∞, ai]
)

= P[X ≤ a] = P
( d⋂
i=1

[Xi ≤ ai]
)

nazveme rozděleńı náhodného vektoru.
Funkce FX : Rd → [0, 1] definovaná FX(a) = P [X ≤ a] se nazývá distribučńı funkce náhodného

vektoru X.

Pravděpodobnostńı mı́ra PX samozřejmě muśı být definovaná i na všech otevřených podmnožinách Rd. Toto

rozš́ı̌reńı z uvedených intervalú typu (−∞,a] je však jednoznačné a proto je postačuj́ıćı k popisu rozděleńı právě

distribučńı funkce. Pro náhodné vektory však bývá i distribučńı funkce někdy velmi složitá.

Zaved’me si značeńı: Pro a < b bud’ ∆k(a, b) množina těch c, pro které existuje právě k index̊u
i1, i2, . . . , ik takových, že cij = aij a pro zbytek index̊u je cl = bl.

Tedy např́ıklad pro a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) je ∆1(a, b) = {(a1, b2, b3), (b1, a2, b3), (b1, b2, a3)}.

v_vlastnosti_dist_vec Věta 9 (Vlastnosti distribučńı funkce). Bud’ FX distribučńı funkce náhodného vektoru X. Pak:

(1) limai→−∞ FX(a) = 0 pro libovolné i.
(2) limai→∞ ∀i FX(a) = 1.
(3) V každé složce argumentu je FX zprava spojitá a neklesaj́ıćı

(4) ∀a < b plat́ı
∑d

k=0(−1)k
∑

c∈∆k(a,b) FX(c) ≥ 0
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Pod́ıvejme se na čtvrtou podmı́nku pro a = (a1, a2), b = (b1, b2). Pak tato podmı́nka ř́ıká,
že pro a < b plat́ı, že FX(b1, b2) − FX(a1, b2) − FX(b1, a2) + FX(a1, a2) ≥ 0. Jedná se tedy
o pravděpodobnost obdélńıku (a1, b1]× (a2, b2] a ta muśı být pochopitelně nezáporná.

I zde plat́ı, že funkce splňuj́ıćı vlastnosti (1)–(4) věty
v_vlastnosti_dist_vec
9 je distribučńı funkćı nějaké náhodné veličiny. Rozmyslete

si, že vlastnost (4) neplyne z vlastnosti (3) a je pro distribučńı funkci podstatná—tedy funkce splňuj́ıćı jen (1)–(3)

nemuśı odpov́ıdat pravděpodobnostńı mı́̌re, nebot’ může dávat nějaké množině zápornou mı́ru.

Definice 14 (Marginálńı rozděleńı). Bud’ X náhodný vektor a PX jeho rozděleńı takové, že
PXi(−∞, a] = limaj→∞,j 6=i PX(Xd

j=1(−∞, aj ]) se nazývá marginálńı rozděleńı Xi a FXi = limaj→∞,j 6=i FX(a)
se nazývá jeho marginálńı distribučńı funkce Xi.

Terminologie: Náhodný vektor (veličina) X, je diskrétńı, pokud nabývá nejvýše spočetně mnoha
hodnot. V tom př́ıpadě existuje nejvýše spočetná množina S a nezáporné hodnoty ps, s ∈ S takové,
že P[X = s] = ps a P[∈A] =

∑
s∈A ps. Jinými slovy X(ω) ∈ S ∀ω.

Náhodný vektor (veličina) X je spojitý, pokud pro libovolnou hodnotu plat́ı P[X = a] = 0 a
existuje-li nezáporná funkce f taková, že P[X ∈ A] =

∫
A
f(x)dx.

Rozmyslete. Jistě muśı platit ∑
x∈S

px = 1,

∫
Rd

f(x)dx = 1.

Uvědomte si, že uvedený integrál je násobný, což je podobné, jako násobné sumy. Nejprve se
muśı vyč́ıslit vnitřńı integrál a postupně se jde až ke vněǰśımu.

Všimněte si také, že pro spojitý vektor nezáviśı na tom, změńıme-li hustotu f v konečně mnoha
bodech.

Dohodněme se, že pro naše účely postač́ı, pokud diskrétńı náhodný vektor nabývá hodnoty
vždy v podmnožině Nd

0, neřekneme-li jinak.
Rozděleńı diskrétńıho náhodného vektoruX je zcela charakterizováno souborem hodnot {ps}s∈S ,

rozděleńı spojitého náhodného vektoru je plně charakterizováno funkćı f . Hodnoty ps v př́ıpadě
diskrétńıho náhodného vektoru a funkci f v př́ıpadě spojitého náhodného vektoru nazveme hus-
totou náhodného vektoru X.

V angličtině se distribučńı funkce nazývá cummulative distribution function a zkracuje obvykle cdf. U hus-

toty obvykle dodáváme, v̊uči jaké referenčńı mı́̌re tato hustota je definována. Zde jde o aritmetickou = č́ıtaćı
mı́ru u diskrétńıch a o Lebesgueovu mı́ru v př́ıpadě spojitých náhodných vektor̊u. V angličtině se hustota nazývá

probability density function a zkracuje pdf.

Svět však neńı tak přehledný. Náhodné vektroy mohou mı́t jak kombinovaně spojité i diskrétńı složky, dokonce i

náhodná veličina může mı́t diskrétńı a posjitou část—např́ıklad denńı úhrn srážek. Ještě jinou možnost́ı je náhodná

veličina, která neńı diskrétńı, ani spojitá: nabývá nespočetně mnoha hodnot, ale neexistuje žádná f taková, že by

P[X ∈ A] =
∫
A f(x)dx.

Př́ıklad. Základńımi modely rozděleńı diskrétńı náhodné veličiny jsou:

(1) Alternativńı (Bernoulliho). X nabývá hodnot z množiny {0, 1}, P[X = 1] = Px({1}) =
p ∈ (0, 1) a P[X = 0] = 1−p. Parametr p je interpretován jako pravděpodobnost úspěchu.
Znač́ıme Alt(p).

(2) Binomické. Rozděleńı počtu úspěch̊u do n nezávislých pokus̊u. P[X = k] =
(
n
k

)
pk(1−p)n−k,

znač́ıme Bi(n, p).
(3) Geometrické. Počet neúspěch̊u před prvńım úspěchem v nezávislých pokusech. P[X = k] =

p(1− p)k, znač́ıme Geom(p).
(4) Poissonovo. Počet událost́ı v jednotkovém časovém intervalu. P[X = k] = exp(−λ)λk/k!,

kde λ > 0, k = 0, 1, . . . . Znač́ıme Po(λ)

Př́ıklad. Základńımi modely rozděleńı spojité náhodné veličiny jsou:

(1) Rovnoměrné rozděleńı na intervalu (a, b), −∞ < a < b <∞. Jeho hustota je

f(x) =

{
1

b−a x ∈ (a, b)

0 x 6∈ (a, b).
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Toto rozděleńı modeluje nulovou informaci o výskytu hodnoty v daném intervalu a znač́ıme
jej U(a, b).

(2) Exponenciálńı rozděleńı je dáno hustotou

f(x) =

{
λ exp(−λx) x > 0

0 x < 0,

kde λ > 0 je parametrem tohoto rozděleńı. Toto rozděleńı je základńım modelem pro dobu
do události. Jeho označeńı je Exp(λ).

(3) Normálńı rozděleńı je dáno hustotou

f(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R.

Zde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou parametry. Normálńı rozděleńı se též nazývá Gaussovo a je
základńım modelem pro spojité náhodné veličiny (někdy až naduž́ıvaným). Znač́ıme jej
N(µ, σ2).

V př́ıpadě, že µ = 0 a σ2 = 1, mluv́ıme o standardńım či normovaném normálńım
rozděleńı, znač́ıme N(0, 1) a jeho distribučńı fumkce a hustota se označuj́ı Φ, př́ıpadně φ.
T́ım se dává najevo d̊uležitost postaveńı tohoto rozděleńı v pravděpodobnosti a statistice.

Př́ıklad. Pro náhodné vektory uved’me jedno diskrétńı a jedno spojité rozděleńı.

(1) Multinomické rozděleńı je mnohorozměrnou obdobou binomického. Bud’ n počet pokus̊u
v nichž může doj́ıt k jednomu z k výsledk̊u. Výsledek imá v každém pokusu pravděpodobnost

pi,
∑k

i=1 = 1, výsledky pokus̊u se nijak neovlivňuj́ı. Náhodný vektorX = (X1, X2, . . . , Xk)
zachycuj́ıćı počty výsledk̊u v n pokusech má rozděleńı s hustotou

P[X = (n1, n2, . . . , nk] =

{
n!

n1!n2!...nk!p
n1
1 pn2

2 . . . pnk

k ni ∈ N0,
∑k

i=1 ni = n

0 jinak.

Toto rozděleńı označujeme zkratkou Mult(n, p1, . . . , pk).
(2) Mnohorozměrné (zde d-rozměrné) normálńı rozděleńı je dáno hustotou

f(x) =
1

(2π)d/2
√

det Σ
exp

(
−1

2
(x− µ)T Σ−1(x− µ)

)
, x ∈ Rd,

a parametry rozděleńı jsou µ ∈ Rd a Σ symetrická pozitivně definitńı matice typu d × d.
Označeńı tohoto rozděleńı je Nd(µ,Σ).

Pro daľśı účely postač́ı, pokud se budeme věnovat dvourozměrným spojitým náhodným vek-
tor̊um. Vše podstatné na nich lze pochopit a omeźıme se tak

”
jen“ na dvounásobné integrováńı

(kterého se nebojte!!). V tom př́ıpadě je možné omezit se na dvourozměrné normálńı rozděleńı a
zkoumat jeho vlastnosti.

Př́ıklad (Dvourozměrné normálńı rozděleńı). Uved’me si základńı tři varianty tohoto rozděleńı.

(1) Standardńı normované dvourozměrné normálńı rozděleńı je charakterizováno µ = 0 a
Σ = I2, jednotková matice. Jeho hustota má tedy jednoduchý tvar

f(x) =
1

2π
exp

(
−1

2
(x2

1 + x2
2)

)
.

(2) V př́ıpadě, kdy µ = 0 a matice Σ má speciálńı tvar

Σ =

(
1 ρ
ρ 1

)
, kde |ρ| < 1

pak mluv́ıme často také o normovaném normálńım rozděleńı a jeho hustota má tvar (od-
vod’te si z obecného normálńıho rozděleńı)

f(x) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

(
−x

2
1 − 2ρx1x2 + x2

2

2(1− ρ2)

)
.
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(3) V obecném př́ıpadě, je hustota dána vzorcem

f(x) =
1

2π
√

det Σ
exp

(
−1

2
(x1 − µ1, x2 − µ2)Σ−1

(
x1 − µ1

x2 − µ2

))
.

2.3. Nezávislost, náhodný výběr a empirické rozděleńı. Začněme jednoduchým pozorováńım.

Věta 10 (O marginálńım rozděleńı). Máme-li náhodný vektor X a jeho rozděleńı PX , pak mar-
ginálńı rozděleńı složek X1, . . . , Xd jsou jednoznačně určeny rozděleńım PX .

D̊ukaz. Očividné. �

Rozmyslete. Naopak ale tvrzeńı neplat́ı.
Hod’me dvěma kostkami. Jejich výsledky jsou A,B. Dále mějme C = A − 1 pro B sudé a

C = A+ 1 pro B liché. Zapǐsme si je do tabulky:

A\B 1 2 3 4 5 6
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6
2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6
3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6
4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6
5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1

6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

A\C 1 2 3 4 5 6
1 0 1/12 0 0 0 1/12 1

6
2 1/12 0 1/12 0 0 0 1

6
3 0 1/12 0 1/12 0 0 1

6
4 0 0 1/12 0 1/12 0 1

6
5 0 0 0 1/12 0 1/12 1

6
6 1/12 0 0 0 1/12 0 1

6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
Vid́ıme, že pro náhodné vektory (A,B) a (A,C) jsou jejich marginálńı rozděleńı stejná, ale

sdružená rozděleńı jsou velmi odlǐsná.

Je krásným matematickým výsledkem, že jakékoliv mnohorozměrné rozděleńı je složeno ze svých marginálńıch

pomoćı (v jistém smyslu jednoznačně dané) funkce zvané kopula a to následovně. Bud’ FX sdružená distribučńı
funkce a bud’te FXi

, i = 1, . . . , d jej́ı marginálńı distribučńı funkce. Pak existuje (v jistém smyslu jediná, pro spojité

FX opravdu jediná) funkce C : [0, 1]d → [0, 1] taková, že

FX(x) = C
(
F1(x1), F2(x2), . . . , Fd(xd)

)
.

Funkce C je sama distirbučńı funkćı, jej́ıž marginálńı rozděleńı jsou rovnoměrná na intervalu (0, 1). Modelováńı a

odhadováńı funkce C je předmětem mnoha studíı.

Sdružené rozděleńı náhodného vektoru X určuje, jaký stochastický vztah mezi sebou maj́ı
jednotlivé náhodné veličiny v X. Při jednom speciálńım vztahu ale plat́ı, že sdružené rozděleńı
z marginálńıho urč́ıme vždy.

Definice 15 (Nezávislost náhodných veličin). Mějme X1, X2, . . . , Xk náhodné veličiny definované
na (Ω,F ,P). Tyto veličiny jsou (stochasticky) vzájemně nezávislé, pokud plat́ı

FX(x) =

k∏
i=1

FXi
(xi) ∀x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk,

kde X = (X1, . . . , Xk).

Věta 11 (Rozděleńı nezávislých náhodných veličin). Náhodné veličiny X1, . . . , Xk jsou nezávislé,
když ∀A1, . . . , Ak plat́ı

P

(
k⋂

i=1

[Xi ∈ Ai]

)
=

k∏
i=1

P [Xi ∈ Ai].

D̊ukaz. Plyne z charakterizace rozděleńı náhodného vektoru pomoćı distribučńı funkce. �

Správně bychom měli uvažovat jen Ai ∈ B, protože pro neměřitelné množiny nejsou hodnoty pravděpodobnosti

definovány a dostali bychom se do velkých pot́ıž́ı. Ale s neměřitelnými množinami se zde nebudeme potýkat.

Věta 12 (Ekvivalentńı podmı́nky nezávislosti). Diskrétńı náhodné veličiny X1, . . . , Xk jsou nezávislé

právě tehdy, když pX(a1, . . . , ak) =
∏k

i=1 pXi
(ai).

Spojité náhodné veličiny X1, . . . , Xk jsou nezávislé právě tehdy, když fX(x1, . . . , xk) =
∏k

i=1 fXi
(xi).

D̊ukaz. Plyne ze vztahu mezi hustotou a distribučńı funkćı. �
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Problém: Modely pro náhodné veličiny a vektory jsou jen teoretické konstrukty. Někdy mohou být
velmi bĺızké (binomické rozděleńı, pokud máme

”
zaručenu“—ale jak?—nezávislost a homogenitu

pokus̊u), někdy prostě
”
jen rozumné“.

Obvykle se snaž́ıme model naj́ıt, navrhnout, posoudit, odhadnout, otestovat podle empirických
zkušenost́ı. K tomu ale potřebujeme zkušenost źıskat a to lze opakovaným pozorováńım náhodného
jevu či vektoru o kterém chceme něco zjistit.

Základńım modelem je náhodný výběr. Jeho podstatou je, že stejnou
”
náhodnost“ pozorujeme

v nezávislých opakováńıch a z těchto pak můžeme zevšeobecňovat.

Definice 16 (Náhodný výběr). Posloupnost X1, X2, . . . , Xn náhodných veličin či vektor̊u ta-
kových, že jsou nezávislé a maj́ı stejné rozděleńı P , nazvěme náhodný výběr velikosti n z rozděleńı
P . Ve zkratce ř́ıkáme, že X1, . . . , Xn jsou iid (independent and identically distributed).

Vrat’me se k problematice nezávislosti a porovnejme nezávislost náhodných veličin a jev̊u. Pro náhodné jevy
jsme potřebovali rovnost mezi pravděpodobnost́ı pr̊uniku a součinem pravděpodobnost́ı pro všechny podmnožiny

index̊u. Pro náhodné veličiny je toto nahrazeno požadavkem na distribučńı funkci.

I zde se můžeme ptát na nezávislost libovolné množiny náhodných veličin. A i zde ji lze definovat pomoćı

nezávislosti všech konečných podmnožin. Pro nás ale bude stačit jediné: nezávislost náhodných veličin X1, X2, . . . ,

což budeme potřebovat při limitńıch větách a jejich použit́ı. K tomu ale stač́ı, aby pro jakékoliv konečné n byly

nezávislé náhodné veličiny X1, . . . , Xn.

Na základě náhodného výběru můžeme hledat vhodné modely a odhady pro neznámé rozděleńı
náhodné veličiny. Např́ıklad jednoduše lze definovat odhad distribučńı funkce.

df_edf Definice 17 (Empirická distribučńı funkce). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı P s dis-

tribučńı funkćı F . Pak F̂n(x) = 1
n

∑n
i=1 χ(Xi ≤ x), kde χ je indikátorová funkce, se nazývá

empirická distribučńı funkce.

Empirická distribučńı funkce je docela dobrým odhadem skutečné distribučńı funkce náhodné
veličiny. Než však budeme moci ř́ıci, co to znamená býti dobrým odhadem a proč tomu tak je,
muśıme si pro náhodné veličiny zavést daľśı charakteristiky.

Poznámka. Zde vid́ıme význam pojmu náhodná veličina. Empirická distribučńı funkce je funkćı
náhodných veličin a proto je sama náhodnou veličinou (to si rozmyslete!). Máme tedy vzorec, který
pracuje s předem neznámými hodnotami (náhodnou veličinou) a při opakovaných experimentech
(náhodých výběrech) dává r̊uzné výsledky, jejichž rozděleńı se také dá odvodit. Což částečně hned
uděláme.

Věta 13 (Rozděleńı empirické distribučńı funkce I). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı

P s distribučńı funkćı F a zvolme pevné x. Pak F̂n(x) má rozděleńı dané předpisem

P

[
F̂n(x) =

k

n

]
=

(
n

k

)(
F (x)

)k(
1− F (x)

)n−k
.

D̊ukaz. Jistě plat́ı, že nF̂n(x) = k, když právě k z n hodnot v náhodném výběru je nejvýše x. Pro
všechny náhodné veličiny Xi z náhodného výběru plat́ı

P[χ(Xi ≤ x) = 1] = P[Xi ≤ x] = F (x) = 1− P[χ(Xi ≤ x) = 0],

proto součet
∑n

i=1 χ(Xi ≤ x) má binomické rozděleńı a z toho již tvrzeńı věty snadno plyne. �

3. Středńı hodnota a dalš́ı momenty

Definujme č́ıselné charakteristiky, které dostatečě vypov́ıdaj́ı o chováńı náhodné veličiny. K
čemu je potřebujeme, když chováńı náhodné veličiny plně popisuje jej́ı rozděleńı? Některá použit́ı
uvid́ıme později, ale jeden z d̊uvod̊u je i ten, že rozděleńı (provděpodobnostńı mı́ra či distribučńı
funkce) jsou poměrně nepřehledné a hodně složité pojmy. Č́ıselné charakteristiky umožňuj́ı snazš́ı
porovnáváńı a interpretaci náhodných veličin.
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def:EX Definice 18 (Středńı hodnota, matematická definice). Bud’ X náhodná veličina definovaná na
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F ,P). Hodnotu

EX :=

∫
Ω

X(ω)dP(ω)

nazveme středńı hodnotou X, má-li integrál vpravo smysl.

V praxi se však středńı hodnota poč́ıtá pomoćı rozděleńı náhodné veličiny.

Věta 14 (Středńı hodnota diskrétńı náhodné veličiny). Bud’ X diskrétńı náhodná veličina s
hodnotami v S a s hustotou pXs. Pak

EX =
∑
s∈S

sP[X = s] =
∑
s∈S

=
∑
s∈S

spX(s),

má-li součet vpravo smysl.

D̊ukaz. Využijeme definici: EX. Množiny As := {ω : X(ω) = s} tvoř́ı disjunktńı rozklad Ω. Proto

EX =

∫
⋃

As

X(ω)dP(ω) =
∑
s∈S

∫
As

X(ω)dP(ω)

=
∑
s∈S

s

∫
As

dP(ω) =
∑
s∈S

sP(As)

=
∑
s∈S

sP[X = s].

�

Věta 15 (Středńı hodnota spojité náhodné veličiny). Bud’ X spojitá náhodná veličina s hustotou
fXx. Pak

EX =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx,

má-li integrál vpravo smysl.

Poznámka. Středńı hodnota má smysl, i když je nokonečná. Vyjde-li tedy integrál v definici
def:EX
18

nekonečný (±∞), má náhodná veličina X nekonečnou středńı hodnotu. Integrál nemá smysl, je-li
typu

”
∞ −∞“. Tedy

∫
R 1dx smysl má (i když je integrál nekonečný), zat́ımco

∫
R x
−1dx smysl

nemá.

Rozmyslete. Zkuste naj́ıt funkci pX(s), s ∈ Z takovou, že:

(1) pX(s) ≥ 0
(2)

∑
s∈Z pX(s) = 1

(3)
∑

s>0 spX(s) =∞,
∑

s<0 spX(s) = −∞
Pro tuto funkci neexistuje středńı hodnota, jelikož máme nedefinovanou sumu (∞ − ∞). Naj́ıt
hustotu fX tak, aby neexistovala středńı hodnota je podobně snadné.

Poznámka (Terminologie a triviálńı pozorováńı). • Pokud EX existuje a je konečná, pak
mluv́ıme o náhodné veličině s konečnou středńı hodnotou.

• Pokud P [X ≥ b] = 1 pro b nějakou konečnou konstantu, pak EX existuje a EX > b.
Speciálně, nezáporná náhodná veličina má nezápornou středńı hodnotu. (Analogicky pro
opačnou nerovnost.)

• Pokud ∃a, b konečné a P [a ≤ X ≤ b] = 1, pak EX existuje konečná a a ≤ EX ≤ b.
• Definujme E |X| =

∫
Ω
|X(ω)|dP (ω), která existuje vždy. Pokud E |X| <∞, pak X ∈ L1(P)

a v tom př́ıpadě existuje i konečná středńı hodnota X, tedy |EX| <∞.

Můžeme definovat i momenty funkce náhodné veličiny a momenty vyšš́ıch řád̊u.

Definice 19 (Obecné momenty náhodné veličiny). Bud’ X náhodná veličina a g : R → R. Pak
Eg(X) =

∫
Ω
g(X(ω))dP(ω), má-li integrál vpravo smysl.
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Věta 16 (Výpočet středńı hodnoty). Bud’ X diskrétńı náhodná veličina s hodnotami v S a s hus-
totou pXs, bud’ g : R→ R. Pak

E g(X) =
∑
s∈S

g(s)P[X = s] =
∑
s∈S

=
∑
s∈S

g(s)pX(s),

má-li součet vpravo smysl.
Bud’ X spojitá náhodná veličina s hustotou fXx. Pak

E g(X) =

∫ ∞
−∞

g(x)fX(x)dx,

má-li integrál vpravo smysl.

thm:linearita_E Věta 17 (Linearita středńı hodnoty). Bud’ X náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou. Pak

E(a+ bX) = a+ bEX,∀a, b ∈ R.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice středńı hodnoty a jej́ıho výpočtu. �

Věta 18 (Jensenova nerovnost). Bud’ X náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou EX. Bud’

ϕ konvexńı funkce. Pak Eϕ(x) ≥ ϕ(EX).

D̊ukaz. Protože je funkce ϕ konvexńı, pro každé zvolené a existuje konstatna λ taková, že ϕ(x) ≥
ϕ(a) + λ(x− a). Volbou a = EX tak dostáváme

ϕ(X) ≥ ϕ(EX) + λ(X − EX).

Vzhledem k tomu, že středńı hodnota nezáporné náhodné veličiny je nezáporná a E(X−EX) = 0,
tvrzeńı věty již snadno plat́ı. �

Uvědomme si, že (reálná) funkce náhodné veličiny je opět náhodnou veličinou, jen pokud splňuje požadavky

z definice
df_velicina
9. To ale běžně použ́ıvané funkce splňuj́ı, v jazyce teorie mı́ry požadujeme, aby uvažovaná funkce byla

měřitelná.

Definice 20 (Významné momenty a momentová vytvořuj́ıćı funkce). Bud’ X náhodná veličina a
uvažujme r ∈ N. Pak

(1) EXr je r-tý moment X.
(2) E |X|r je r-tý absolutńı moment X.
(3) pro r ∈ N E(X − EX)r je r-tý centrálńı moment X.
(4) pro r = 2 máme varx = E(X − EX)2 rozptyl (variance) X.

(5) µ3 = E(X−EX)3

(E(X−EX)2)
3
2

je šikmost rozděleńı, měř́ı asymetrii.

(6) ΨX(t) = E etX je momentová vytvořuj́ıćı funkce definovaná pro ta t, pro která má smysl
pravé strana. Vždy plat́ı ΨX(0) = 1.

Všechny uvedené charakteristiky jsou definovány tehdy, maj́ı-li př́ıslušné integrály a součty smysl.

Poznámka (Význam a základńı vlastnosti moment̊u). Momenty shrnuj́ı některé vlastnosti náhodných
veličin a jejich rozděleńı. Existuj́ı mezi nimi i některé základńı vztahy.

• Středńı hodnota EX je charakteristikou polohy náhodné veličiny.
• Rozptyl je charakteristikou variability, jde o středńı čtvercovou odchylku od středńı hod-

noty.
• Jinou charakteristikou variability je např́ıklad prvńı absolutńı centrálńı moment E |X −

EX|.
• Bud’te 0 < s < r. Jestliže E |X|r < ∞, pak E |X|s < ∞ a |EXr| < ∞ má-li druhý

výraz smysl (např́ıklad pro r ∈ N). Dokonce plat́ı
(
E |X|s

)1/s ≤(E |X|r
)1/r

, speciálně

E |X| ≤
(
E |X|2

)1/2 ≤
(
E |X|3

)1/3
.

• Existuje-li δ > 0 takové, že momentová vytvořuj́ıćı funkceψX(t) existuje konečná ∀|t| < δ.

Pak ∀r ∈ NEXr = ψ
(r)
X (0) (r-tá derivace ψX(t) v bodě 0).



13

Věta 19 (Výpočet a vlastnosti rozptylu). Bud’ X náhodná veličina s konečným rozptylem. Pak

varX = EX2 − (EX)2 = E(X(X − 1))− EX(EX − 1).

Pro jakékoliv konstanty a a b plat́ı

var(a+ bX) = b2 varX.

D̊ukaz. Př́ımý výpočet. �

Poznámka. Rozptyl je středńı hodnotou nezáporné funkce, čili je nezáporný. Proto muśı být
EX2 ≥ (EX)2. To plyne také z Jensenovy nerovnosti.

Nyńı přidáme momenty náhodného vektoru. V podstatě je d̊uležitý jen jeden, ostatńı již máme
připravené.

Definice 21 (Středńı hodnota náhodného vektoru). Bud’ X náhodný vektor. Potom definujeme:

(1) EX = (EX1, . . . ,EXd)T

(2) Necht’ g : Rd → R (taková, že g(X) je náhodná veličina). Pak definujeme E g(X) =∫
Ω
g(X(ω)) dP (ω), pokud všechny integrály existuj́ı.

Věta 20. Je-li X diskrétńı s hodnotami v Nd
0, pak E g(X) =

∑
z∈Nd

0
g(z)P [X = z], existuje-li

řada napravo.
Je-li X spojitý s hodnotami v Rd a s hustotou fX , pak E g(X) =

∫
Rd g(z)fX(z)dz, existuje-li

integrál napravo.

V obou uvedených př́ıpadech jde o násobné sč́ıtáńı či integrováńı, které se provád́ı postupně po
složkách z.

thm_linearita_E2 Věta 21 (Linearita středńı hodnoty II). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor a konstanty a ∈
R, b1, . . . , bd ∈ R a E |Xi| <∞ ∀i. Pak

E

(
a+

d∑
i=1

biXi

)
= a+

d∑
i=1

bi EXi.

D̊ukaz. Jen pro diskrétńı náhodný vektor, indukćı.
Vezměme si (X1, X2) a a, b1, b2. Potom

E(a+ b1X1 + b2X2) =
∑
z∈N2

0

(a+ b1z1 + b2z2)P[X1 = z1, X2 = z2]

=
∑
z∈N2

0

aP[X1 = z1, X2 = z2] +
∑
z∈N2

0

b1z1P[X1 = z1, X2 = z2] +
∑
z∈N2

0

b2z2P[X1 = z1, X2 = z2]

= a
∑
z∈Nd

0

P[X1 = z1, X2 = z2]

︸ ︷︷ ︸
1

+b1
∑

z1∈N0

z1

∑
z2∈N0

P[X1 = z1, X2 = z2]︸ ︷︷ ︸
P[X1=z1]

+b2
∑

z2∈N0

z2

∑
z1∈N0

P[X1 = z1, X2 = z2]︸ ︷︷ ︸
P[X2=z2]

= a+ b1
∑

z1∈N0

z1P[X1 = z1] + b2
∑

z2∈N0

z2P[X2 = z2] = a+ b1 EX1 + b2 EX2.

Takto můžeme pokračovat indukćı. �

Definice 22 (Kovariance a korelace). Bud’ (X1, X2) náhodný vektor takový, že varX1 <∞, varX2 <
∞.

(1) Kovariance X1 a X2 je definována cov(X1, X2) = E(X1 − EX1)(X2 − EX2).
(2) Korelace X1 a X2 je definována

corr(X1, X2) =
cov(X1, X2)√
varX1 varX2
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Význam kovariance: X1−EX1, X2−EX2 jsou odchylky od př́ıslušných středńıch hodnot. Proto
součin (X1 −EX1)(X2 −EX2) je kladný, když násob́ıme odchylky stejného znaménka. Součin je
naopak záporné, když odchylky maj́ı r̊uzné znaménko. Takže středńı hodnota je kladná, pokud

”
častěji“ maj́ı odchylky od středńıch hodnot shodné znaménko a naopak. Ale pozor, kovariance je

jen indikátor, rozděleńı náhodného vektoru je složité a jedna hodnota nemůže postihnout všechny
možnosti závislosti X1 a X2. Korelaci zavád́ıme proto, abychom źıskali hodnotu nezávislou na

”
jednotkách“. Plat́ı totiž

cov(aX, Y ) = a cov(X,Y ), ale corr(aX, Y ) = sign(a) corr(X,Y ).

Rozmyslete (Výpočet kovariance). K výpočtu kovariance můžeme využ́ıt př́ımou definici. Ta však
nemuśı být úplně vhodné.

Podobně jako pro rozptyl můžeme tento vzoreček zjednodušit:

E
(
(X1−EX1)(X2−EX2)

)
= E(X1X2−X1 EX2−X2 EX1 +EX1 EX2) = E(X1X2)−EX1 EX2

Věta 22 (Nezávislost a korelace). Necht’ náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé a maj́ı konečný
rozptyl. Pak cov(X,Y ) = corr(X,Y ) = 0, neboli X a Y jso nekorelované.

Opačná implikace NEPLATÍ!!!

D̊ukaz. Uvedeme pro diskrétńı náhodný vektor (X,Y ), pro spojitý jde o analogický postup. Př́ımo
z výpočtu středńı hodnoty funkce g(X,Y ) = XY a z nezávislosti X a Y plyne

EXY =
∑
m

∑
n

mnP[X = m,Y = n] =
∑
m

∑
n

mnP[X = m]P[Y = n]

=
∑
m

mP[X = m]
∑
n

nP[Y = n] = EX EY.

Kovariance je tedy nulová a proto i korelace je nulová. �

v_var_soucet Věta 23 (Rozptyl součtu náhodných veličin). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor s konečnými
rozptyly. Pak

var

(
d∑

i=1

Xi

)
=

d∑
i=1

varXi +
∑

1≤i6=j≤d

cov(Xi, Xj) =

d∑
i=1

varXi + 2
∑

1≤i<j≤d

cov(Xi, Xj).

Speciálně, jsou-li X1, . . . , Xd nezávislé, pak

var

(
d∑

i=1

Xi

)
=

d∑
i=1

varXi.

D̊ukaz. Podle definice rozeṕı̌seme a postupnou úpravou:

var

(
d∑

i=1

Xi

)

= E

(
d∑

i=1

Xi − E

(
d∑

i=1

Xi

))2

= E

 d∑
i=1

(Xi − EXi)
2 + 2

∑
1≤i<j≤d

(Xi − EXi)(Xj − EXj)


=

d∑
i=1

varXi + 2
∑

1≤i<j≤d

cov(Xi, Xj).

�

Definice 23 (Variančńı a korelačńı matice). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor, varXi <
∞ ∀i = 1, . . . , d. Potom variančńı matice je VarX = {cov(Xi, Xj)}i,j a korelačńı matice je
CorrX = {corr(Xi, Xj)}i,j .

Variančńı matice VarX má d́ıky definici na diagonále právě varXi. Podobně korelačńı matice
má na diagonále samé jedničky.
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v_vlastnosti_corr Věta 24 (Vlastnosti kovariance a korelace). Bud’te X náhodný vektor s variačńı matici VarX
(která existuje a má konečné prvky). Dále mějme X,Y náhodné veličiny s konečným rozptylem.
Potom:

(1) −1 ≤ corr(X,Y ) ≤ 1, corr(X,X) = 1
(2) | corr(X,Y )| = 1⇔ ∃a 6= 0, b ∈ R : X = aY + b (Korelace měř́ı mı́ru lineárńı závislosti X

a Y .)
(3) cov(aX + c, bY + d) = ab cov(X,Y )
(4) corr(aX + c, bY + d) = sign(ab) corr(X,Y )
(5) VarX,CorrX jsou symetrické pozitivně semidefinitńı
(6) ∀A ∈ Rl×d, B ∈ Rl,X ∈ Rd : Var(AX +B) = A(VarX)AT

Pod́ıváme-li se na vzorec pro rozptyl součtu náhodných veličin, vid́ıme, že plat́ı

var
∑

Xi = 1T VarX1,

kde 1 je vektor složený ze samých jedniček. Ve stejném duchu je možné psát maticově i

var
∑

aiXi = aT VarXa,

pro libovolný vektor a. Protože výraz na levé straně je nezáporný, plyne odtud i pozitivńı semidefinitnost matice
VarX.

Odtud již snadno plyne závěr věty pro | corr(X,Y )| = 1. V tomto př́ıpadě plat́ı, že cov2(X,Y ) = varX varY .

Proto

Var(X,Y ) =

(
varX ±

√
varX varY

±
√

varX varY varY

)
,

je symetrická matice, znaménko na vedleǰśı diagonále odpov́ıdá znaménku korelace a tato matice je singulárńı.

Existuje tedy vektor, konkrétně např́ıklad aT = (varY,∓
√

varX varY ), takový, že

aT Var(X,Y )a = 0.

To ovšem znamená, že náhodná veličina a1X + a2Y má nulový rozptyl a proto je skoro jistě konstantńı.

4. Krátká odbočka ke konvergenci

Než pokroč́ıme dále, bude dobré zadefinovat dva typy konvergence náhodných veličin. Připomeňme,
že náhodná veličina je zobrazeńı X : Ω→ R a tedy pojem konvergence toto muśı zohlednit.

Definice 24 (Konvergence v pravděpodobnosti). Bud’te X náhodná veličina a X1, X2, . . . po-
sloupnost náhodných veličin definovaných na tomtéž pravděpodobnostńım prostoru. Řekneme, že
Xn konverguje v pravděpodobnosti k X, pokud

∀ε > 0P[|Xn −X| > ε] −−−−→
n→∞

0.

Tuto konvergenci znač́ıme Xn
P−→ X.

Poznámka. Limitńı náhodná veličina X v předchoźı definici může být (a často bude) konstantou.

Zaṕı̌seme-li předchoźı konvergenci s využit́ım zamlčených proměnných ω, dostaneme

P{ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε} −−−−→
n→∞

0.

To znamená, že se zvětšuj́ıćım se n se
”
zmenšuje“ (alespoň v pravděpodobnostńım smyslu) množina

těch elementárńıch jev̊u, pro něž se Xn a X lǐśı o v́ıce než
”
zanedbatelnou“ hodnotu. Uvědomme

si však, že množina Ωε := {ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε} záviśı na n a obecně tyto množiny netvoř́ı
monotónńı do sebe vnořenou posoupnost.

Definice 25 (Konvergence v rozděleńı). Bud’te X náhodná veličina a X1, X2, . . . posloupnost
náhodných veličin definovaných na tomtéž pravděpodobnostńım prostoru. Řekneme, že Xn kon-
verguje v rozděleńı (v distribuci) k X, pokud

FXn
(x) = P[Xn ≤ x] −−−−→

n→∞
P[X ≤ x] = FX(x) pro všechna x, kde FX je spojitá.

Tuto konvergenci znač́ıme Xn
d−→ X.

Zde vlastně nekonverguj́ı Xn, ale
”
jen“ jejich rozděleńı. Pravděpodobnostńı chováńı náhodných

veličin Xn se bĺıž́ı chováńı náhodné veličiny X.
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5. Odhady moment̊u a odhady parametr̊u momentovou metodou

Rozděleńı náhodného vektoru obvykle neznáme. Daj́ı se rozlǐsit dvě základńı situace (nedělejme
si ovšem iluze o úplnosti tohoto výčtu):

(1) Parametrické modelováńı: O rozděleńı máme nějakou představu, obvykle kladenou
na hustotu rozděleńı. Předpokládáme, že náhodná veličina má rozděleńı, které patř́ı do
nějaké tř́ıdy popsatelné až na konečný (malý) počet parametr̊u. Př́ıkladem může být počet
úspěch̊u v nějakém počtu pokus̊u. Model binomického rozděleńı je naprosto vyhovuj́ıćı,
můžeme-li považovat úspěchy v jednotlivých pokusech za nezávislé a nastávaj́ıćı se stejnou
pravděpodobnost́ı. V tomto př́ıpadě obvykle potřebujeme něco ř́ıci o neznámých parame-
trech.

(2) Neparametrický př́ıstup: O rozděleńı (hustotě) předpokládáme jen celkem málo. Např́ıklad
existence některých moment̊u a spojitost rozděleńı jsou typické slabé požadavky kladené
na rozděleńı. V tomto př́ıpadě obvykle chceme něco ř́ıci o charakteristikách rozděleńı, jeho
konkrétńı tvar nás moc nezaj́ımá. Častou otázkou tohoto typu je, zda dvě náhodné veličiny
maj́ı stejné středńı hodnoty (rozptyl, . . . ), nebo zda jsou nezávislé (nekorelované).

5.1. Náhodný výběr a odhad. Nejčastěǰśım nástrojem k hledáńı odpověd́ı na otázky týkaj́ıćı
se náhodných veličin a vektor̊u (parametricky i neparametricky) je náhodný výběr. Opakovaným
pozorováńım nezávislých výsledk̊u experimentu (výsledky náhodného výběru) dostáváme data,
ve kterých máme ukrytou dostupnou informaci o rozděleńı. Již v́ıme, jak odhadnout distribučńı
funkci pomoćı empirické distribučńı funkce. Nyńı budeme odhadovat momenty a parametry.

Definice 26 (Bodový odhad). Bud’ X1, X2, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı
FX . Funkci gn : Rn → Θ, jej́ıž předpis nezáviśı na rozděleńı FX (ani jeho parametrech), nazveme
bodový odhad.

Poznámka. Bodový odhad, ale čeho? V zásadě čehokoliv, parametru, momentu, hustoty, pravděpodobnosti,
distribučńı funkce. Důležité je, že předpis gn nezáviśı na neznámém—rozděleńı či parametru, ale
je funkćı jen hodnot náhodného výběru. Všimněme si, že předpis gn obvykle záviśı na rozsahu n
náhodného výběru (připomeňte si definici

df_edf
17). Z toho ovšem plyne d̊uležitý závěr: odhad sám je

náhodnou veličinou.

Odhadovat můžeme bud’ nějaký parametr (např́ıklad p v binomickém rozděleńı, µ v normálńım
rozděleńı), nebo jinou hodnotu svázanou s rozděleńım (pravděpodobnost nějaké hodnoty či inter-
valu, středńı hodnotu, distribučńı funkci či hustotu v nějakém bodě). V souladu se zvyklostmi
označ́ıme symbolem θ hodnotu, kterou odhadujeme, pokud nebude specikována přesněji. Odhad

hodnoty θ založený na náhodném výběru o rozsahu n se obvykle znač́ı θ̂n.

Poznámka. Čtenář v tuto chv́ıli může být zmaten a ptát se
”
Co je tedy vlastně odhad, jak jej mám

spoč́ıtat, jaký je vzorec?“. Podstatné je co odhadujeme a také jak posuzujeme chybu odhadu—a k
té zákonitě docháźı, nebot’ odhad je náhodná veličina a odhadujeme obvykle reálné č́ıslo (vektor).

5.2. Kvalita odhadu. Jednou z žádaných vlastnost́ı odhadu je jeho nestrannost. Tedy aby se v
pr̊uměru rovnal odhadované hodnotě.

Definice 27 (Nestrannost odhadu). Bud’ X1, X2, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı FX a bud’ θ

odhadovaný parametr. Bodový odhad θ̂n nazveme nestranným, pokud ∀θ ∈ Θ plat́ı Eθ̂n = θ je-li
θ skutečnou hodnotou parametru.

Chceme tedy, aby středńı hodnota odhadu byla onou neznámou odhadovanou hodnotou. Je
jistě žádoućı, aby odhad netrpěl systematickou chybou.

Druhý dobrým požadavkem je, aby se odhad bĺı̌zil odhadované hodnotě. Tomu se ř́ıká konzis-
tence.

Definice 28 (Konzistence odhadu). Bud’ X1, X2, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı FX a bud’

θ odhadovaný parametr. Bodový odhad θ̂n nazveme konzistentńım, pokud ∀θ ∈ Θ plat́ı θ̂n
P−→ θ

je-li θ skutečnou hodnotou parametru.
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Konečně posledńım častým požadavkem je asymptotická normalita, tedy aby se chováńı vhodně
upraveného odhadu bĺıžilo standardńımu normálńımu rozděleńı. O tom si však pov́ıme až později

Zv́ıdavý čtenář si jistě klade spoustu otázek: jak máme zaručeno, že existuje nekonečně mnoho nezávislých

náhodných veličin se stejným rozděleńım a na stejném pravděpodobnostńım prostoru? Spokojme se s t́ım, že

takový prostor lze bezesporně zkonstruovat a tedy je to možné, pokud dokážeme zkonstruovat nekonečně rozměrný
součinový prostor a na něm součinovou mı́ru.

Jinou otázkou je, co znamená
”
pro každý parametr θ, je-li θ skutečný parametr“, když přeci θ neznáme. Znamená

to, že předpis pro θ̂n muśı být takový, že nezáviśı na θ, ale jen na hodnotách náhodného výběru (obvykle na

hodnotách v Rn, kde n je rozsah výběru (tedy pro každé n máme trochu jiný předpis pro θ̂n. Jelikož rozděleńı

odhadu θ̂n je odvozené od rozděleńı náhodného výběru, záviśı toto rozděleńı také na θ. Proto dosad́ıme-li libovolné

θ do rozděleńı θ̂n, muśı nám vyj́ıt to, co chceme.

5.3. Výběrové momenty. V této sturčné kapitole jen ukážeme jak poč́ıtat výběrové momenty
a proč.

Definice 29 (Výběrový pr̊uměr a výběrový rozptyl). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr. Výběrovou
středńı hodnotou nazveme Xn a výběrovým pr̊uměrem S2

n definované

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

Věta 25 (Nestrannost výběrového pr̊uměru, rozptylu a empirické distribučńı funkce). Je-li X1, . . . , Xn

náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı FX , pak F̂n(x) je nestranným odhadem F (x) v
každém bodě x.

Je-li X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s konečnou středńı hodnotou EX, pak Xn je ne-
stranným odhadem EX.

Je-li X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s konečným rozptylem varX, pak S2
n je nestranným

odhadem varX.

Definice 30 (Výběrové momenty). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr. Pak

ÊXr =
1

n

n∑
i=1

Xr
i

se nazývá r-tý výběrový moment.

thm:nestr_emp_mom Věta 26 (Nestrannost výběrových moment̊u). Je-li X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s konečným

r-tým momentem EXr, pak ÊXr je nestranným odhadem EXr.

5.4. Odhady metodou moment̊u. Abychom si přeci jen ukázali nějaký zp̊usob konstrukce od-
hadu, ukažme momentovou metodu, která nepotřebuje žádné daľśı teoretické kapitoly.

Předpokládejme, že ditribučńı funkce F (rozděleńı P ) záviśı na neznámém parametru. Pak
obvykle i momenty náhodné veličiny s t́ımto rozděleńım závisej́ı na těchto parametrech (vzpomeňte
si na př́ıklady jednotlivých rozděleńı).

Předpokládejme, že chceme odhadnout neznámý parametr θ, jehož hodnoty se nacházej́ı v
množině Θ ⊂ Rd (často d = 1, 2. Necht’ momenty náhodné veličiny X existuj́ı alespoň do řádu d
a závisej́ı na parametru θ, tedy necht’ plat́ı

EXr = µr(θ), r = 1, 2, . . . , d,

kde známe funkce µr(θ). Levou stranu nahrad́ıme výběrovými momenty a řeš́ıme soustavu rovnic

ÊXr = µr(θ̂n), r = 1, 2, . . . , d,

čili hledáme θ̂n splňuj́ıćı tyto rovnice. Obvykle je pr d-rozměrný parametr potřeba právě d těchto
momentových rovnic, někdy však může stačit méně.

Obecně odhady momentovou metodou nemuśı být nestranné, někdy je možné je na nestranné
upravit. Hlavńı výhodou této metody e jednoduchost a pochopitelnost.
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6. Limitńı věty

V této d̊uležité kapitole si představ́ıme některé nerovnosti a limitńı věty pro pravěpodobnost a
pro náhodný výběr.

v_markovova Věta 27 (Markovova nerovnost I). Bud’ X nezáporná náhodná veličina. Potom

P[X ≥ ε] ≤ EX

ε
∀ε > 0

D̊ukaz. Ukážeme si pro X spojitou náhodnou veličinu s hustotou f , ale lze i obecně.

P[X ≥ ε] =

∫
x≥ε

1f(x)dx ≤
∫
x≥ε

x

ε︸︷︷︸
vždy kladné

f(x)dx ≤
∫ ∞

0

x

ε
f(x)dx =

EX

ε
.

�

v_markovova_2 Věta 28 (Markovova nerovnost II). Bud’ X nezáporná náhodná veličina. Potom

P[X ≥ ε] ≤ E(Xk)

εk
∀ε > 0, k > 0

v_cebysev Věta 29 (Čebyševova nerovnost). Bud’ X náhodná veličina a E |X| <∞. Pak

P[|X − EX| ≥ ε] ≤ varX

ε2

D̊ukaz. Věta
v_markovova_2
28 použitá na |X − EX| a k = 2. �

Čebyševova nerovnost může být zaj́ımavě ześılena Kolmogorovovou nerovnost́ı.

Věta 30 (Kolmogorovova nerovnost). Bud’te X1, X2, . . . nezávislé náhodné veličiny a E |Xi| <
∞ ∀i. Pak

P

[
max

1≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

(Xi − EXi)

∣∣∣∣∣ ≥ ε
]
≤
∑n

i=1 varXi

ε2
.

D̊ukaz. Označme si Sk =
∑k

i=1(Xi − EXi). Potom ESk = 0 a varSk =
∑k

i=1 varXk d́ıky
nezávislosti. Hledáme tedy pravděpodobnost P[max1≤k≤n |Sk| ≥ ε].

Zadefinujme si množinu Ak = {ω : |Sj(ω)| < ε, j < k, |Sk(ω)| ≥ ε}, kde S0 = 0. Můžeme si
všimnout, že Ak jsou po dvou disjunktńı, jde ted yo disjunktńı rozklad jevu [max1≤k≤n |Sk| ≥ ε].

Nyńı předpokládejme, že náhodné veličiny X jsou spojité, tedy i |Sk| jsou spojité s hustotou sk
(opět lze dokázat obecně). Plat́ı

P[ max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε] =

n∑
k=1

P[Ak] ≤
n∑

k=1

1

ε2
Eχ(Ak)S2

k,

kde k posledńı nerovnosti využijeme Markovovu nerovnost. Použijme dále identitu

Eχ(Ak)S2
n = Eχ(Ak)(Sn−Sk +Sk)2 = EχAk(Sn−Sk)2 + 2 Eχ(Ak)Sk(Sn−Sk) + Eχ(Ak)(Sk)2

a zaměřme se na středńı člen. Dı́ky nezávislosti Xi dostáváme nezávislost χ(Ak)Sk a (Sn − Sk), z
čehož plyne

Eχ(Ak)2(Sn − Sk) · Sk = E(Sn − Sk)ESkχAk
= 0.

Celkově Eχ(Ak)(Sk)2 ≤ Eχ(Ak)S2
n a dosazeńım do předchoźıho dostaneme

n∑
k=1

P[Ak] ≤
n∑

k=1

1

ε2
Eχ(Ak)S2

k ≤
n∑

k=1

1

ε2
Eχ(Ak)S2

n ≤
1

ε2
ES2

n.

Postač́ı si uvědomit, že ES2
n = varSn, protože ESn = 0. �

Nyńı lze ukázat, že odhady moment̊u i odhad distribučńı funkce pomoćı empirické distribučńı
funkce jsou konzistentńı. Nejprve použijeme vhodné nerovnosti na součty náhodných veličin a
odvod́ıme obecný výsledek, který pak budeme použ́ıvat na jednotlivé př́ıpady.
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thm:slzvc Věta 31 ((Slabý) Zákon velkých č́ısel). Bud’te X1, X2, . . . iid náhodné veličiny s konečnou středńı
hodnotou EX1 = µ a s konečným rozptylem varX1 = σ2. Pro libovolné ε > 0

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ > ε

]
−−−−→
n→∞

0.

D̊ukaz. Z věty
thm:nestr_emp_mom
26 v́ıme, že aritmetický pr̊uměr je nestranným odhadem své středńı hodnoty µ,

existuje-li tato. S využit́ım Čebyševovy nerovnosti

P[|Xn − µ| > ε] ≤ varXn

ε2
,

což spolu se skutečnost́ı

varXn = var
1

n

∑
Xi =

1

n2
var
∑

Xi =
1

n2
n varX1 =

varX1

n
−−−−→
n→∞

0,

kde předposledńı rovnost plat́ı d́ıky nezávislosti a stejnému rozděleńı Xi, dává požadovanou kon-
vergenci. �

Důsledek 1. Bud’te X1, X2, . . . iid náhodné veličiny s konečným 2r-tým momentem EX2r
1 . Pak

pro libovolné ε > 0

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xr
i − EXr

1

∣∣∣∣∣ > ε

]
−−−−→
n→∞

0.

Ve skutečnosti lze předchoźı větu dokázat i silněji. Zaprvé nepotřebujeme nezávislost a stač́ı nekorelovanost,
protože v tom př́ıpadě také plat́ı, že

var
∑
i

Xi =
∑
i

varXi +
∑
i 6=j

cov(Xi, Xj)︸ ︷︷ ︸
=0

=
∑
i

varXi.

Dokonce stač́ı požadovat ještě méně a to aby kovariance byly dostatečně rychle mizej́ıćı se vzdálenost́ı index̊u i a j,

aby n−2 var
∑

iXi konvergovalo k nule při n rostoućım do nekonečna. Zadruhé, pokud si ponecháme nezávislost,

můžeme naopak požadavek na existenci
”
druhého“ momentu nahradit požadavkem E |X| <∞ (ve větě

thm:slzvc
31, př́ıpadně

E |X|r <∞ v d̊usledku) a věta z̊ustane v platnosti. Dokonce lze i ześılit smysl konvergence na konvergenci ve všech

ω až na množinu pravděpodobnosti 0. Takovému výsledku pak ř́ıkáme silný zákon velkých č́ısel. Praktici často

považuj́ı rozd́ıl mezi silným a slabým ZVČ za zanedbatelný a z hlediska použ́ıváńı a interpretace nezaj́ımavý,

teoretici naopak velmi lpěj́ı na jejich rozlǐsováńı a jejich snahou je pokud možno dokázat silný zákon (konvergenci

skoro všude). V našem textu však nemáme techniky pro d̊ukaz silného zákona, zájemci si laskavě vyhledaj́ı př́ıslušné

výsledky v bohatě dostupné literatuře.

Dokázali jsme tedy konzistenci odhad̊u moment̊u náhodných veličin. Pokud jsou parametry od-
hadované pomoćı metody moment̊u spojitými funkcemi moment̊u (a jednoznačně určenými), pak
ze spojitosti a konvergence dostaneme i konzistenci odhad̊u vytvořených momentovou metodou.
Základem může být jednoduché tvrzeńı, které uvedeme bez č́ısla a bez d̊ukazu.

Věta (Konvergence spojité transformace). Bud’ X1, X2, . . . posloupnost náhodných veličin a a
konstanta taková, že P[|Xn − a| > ε]→ 0 pro libovolné ε > 0. Bud’ φ spojitá funkce. Pak

P[|φ(Xn)− φ(a)| > ε] −−−−→
n→∞

0 ∀ ε > 0.

Daľśı možnou modifikaćı zákona velkých č́ısel je vynecháńı požadavku na stejné rozděleńı náhodných veličin. Pak

je samozřejmě otázkou, k jaké hodnotě konverguje aritmetický pr̊uměr a za jakých podmı́nek. Opět se vyskytuje

v́ıce variant odpovědi, ale nám bude stačit jen jednoduchá varianta.

Věta. Bud’te X1, X2, . . . iid náhodné veličiny s konečnou středńı hodnotou EXi = µi a s omezeným rozptylem

varXi = σ2
i ≤ K. Pak

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

(Xi − µi)

∣∣∣∣∣ > ε

]
−−−−→
n→∞

0.

Pokud n−1
∑

i µi konverguje k hodnotě µ při n rostoućım nade všechny meze, pak plat́ı

P

[∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ > ε

]
−−−−→
n→∞

0.
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Ted’ již můžeme u každého odhadu rozhodovat o jeho nestrannosti (asymptotické nestrannosti)
a konzistenci. Mnohem hlubš́ı výsledek nám poskytuje centrálńı limitńı věta (CLV). Jej́ı d̊ukaz
však je bud’ velice zdlouhavý, nebo vyžaduje pokročileǰśı techniky, takže se spokoj́ıme se zněńım.

thm:clv Věta 32 (Centrálńı limitińı věta). Bud’te X1, X2, . . . nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny
s konečnou středńı hodnotou EX1 = µ a konečným kladným rozptylem varX1 = σ2 > 0. Pak

P

[√
n
Xn − µ
σ

≤ x
]
−−−−→
n→∞

Φ(x), ∀ x ∈ R,

kde Φ je distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı N(0, 1).
Ekvivalentně m̊užeme ř́ıct

√
n
Xn − µ
σ

d−→ N(0, 1) nebo

∑n
i=1Xi − nµ√

nσ2

d−→ N(0, 1) nebo
√
n
(
Xn − µ

) d−→ N(0, σ2).

Použit́ı CLV jsou všude. Využijeme je ke konstrukci (asymptotických) intervalových odhad̊u,
asymptotických predikčńıch interval̊u, testováńı, . . . Zde se naplno ukazuje význam postaveńı
normálńıho rozděleńı: mnoho navzájem nezávislých vliv̊u se posč́ıtá, extrémy se vyruš́ı a výsledkem
je normálńı (Gaussovo) rozděleńı.

I zde je možné zeslabit požadavky a tak neńı třeba ani stejné rozděleńı, ani úplná nezávislost. Jde však o velmi

specializovaná tvrzeńı, tak se jim vyhneme a nauč́ıme se použ́ıvat CLV alespoň v tomto základńım tvaru.


