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Tyden 1

Tyden 1
Opakovani:
@ prostor nahodnych jevd,
@ nahodna veli¢ina,
@ rozdélent,
e zakladni typy rozdéleni (disk., spoj.),
@ distribuéni funkce,

hustota,

e Ciselné charakteristiky (stfedni hodnota, rozptyl, momenty, kvantily),

@ standardni normdlni rozdéleni.
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I
Plan pfednasky

@ Opakovani: rozdé&leni ndhodné veli€iny.

@ Normalni rozdé&leni, centrdlni limitni véta.
@ Odhady, testovani hypotéz (t-test).

@ Regresni analyza.

°

Mnohorozmérné metody.

Doporuéena literatura:
Jifi Andgl. Matematickd statistika, SNTL/Alfa, Praha, 1985.
Ji¥i Andél. Statistické metody, Matfyzpress, Praha, 1998.

Lenka Komarkova, Arnost Komarek, Vladislav Bina. Zdklady analyzy dat a
statistického dsudku, s pFiklady v R, Skriptum VSE FM, Jind¥ichGv Hradec, 2006.

Karel Zvéra. Regrese, Matfyzpress, Praha, 2008.

Doporueny software: R (www.r-project.org)
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Tyden 1 Nahodn3 veligina

Pravdépodobnostni prostor

Q prostor elementarnich jevi (viechny mozné vysledky),
w elementarni jevy,
A o-algebra (vhodny systém podmnoZin ),

P pravdépodobnostni mira

(Q,A, P) ...pravdépodobnostni prostor

(R, B) ...redlna &isla s borelovskou o-algebrou
Nahodna velitina je mé&fitelné zobrazeni (2, A, P) — (R, B).

P¥iklady: hod minci, hod kostkou, potasi, ¢as mezi udalostmi, doba
vypoc&tu, quincunx . ..
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Tyden 1 Nahodn3 velié¢ina

Nezavislost

Nahodné jevy A, B C Q nazyvdme nezavislé, pokud
P(ANB) = P(A & B) = P(A)P(B).

JestliZe jsou jevy A, B nezdvislé a P(A) > 0, P(B) > 0, pak podmin&na
pravdépodobnost
P(AnB) P(AP(B)

PAIB) =gy = ~p) = P

a podobn& P(B | A) = P(B).

Nahodné velitiny X a Y jsou nezavislé pokud jevy {X < a} a {Y < b}
jsou nezdvislé pro viechna a a b, tj. pokud

F(a,b) = P({X < ajn{Y < b}) = P({X < a})P({Y < b}) = Fx(a)Fy(b).
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U
Model ndhodnych d&ji

Pravdépodobnostni rozdéleni se Casto pouZzivaji jako popis ndhodnych
dé&jd, napt.:

diskrétni (F je skokovitd funkce)

@ alternativni (Bernoulli),
@ binomické,
@ Poissonovo,

spojitd (tj. existuje hustota f tak, ze F(x) = [ f(u)du)
@ exponencidlni,
o Laplace, Cauchy, Weibull, Pareto, Erlang, ...
@ normilni (Gaussovo)
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Distribuéni funkce
Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je
F(x) = P(X < x), xeR
Distribu&ni funkce udava na prostoru (R, B) pravdépodobnostni miru,
které se ¥ikd rozdéleni nahodné veli¢iny X.

Z definice distribuéni funkce je zfejmé, z2e 0 < F(x) <1 a pro x1 < x2 je
F(x1) < F(x2) (distribuéni funkce je neklesajici). Lze odvodit i
limy——oo F(x) =0 a limy_o F(x) = 1.

Pomoci distribuéni funkce miizeme snadno spoditat pravdépodobnost, Ze
nahodn3a veli¢ina padne do libovolného intervalu:

P(X € (a,b)) = P(X < b) — P(X < a) = F(b) — F(a).
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Tyden 1 Nahodn3 veligina

Pt¥iklad: Quincunx: binomické rozdéleni umoZiiuje jednoduchy vypo&et
pravdépodobnosti a pfedpovédnich intervali (predpovidani).

R:
@ pbinom
@ dbinom

@ rbinom

@ gbinom

Pozdéji uvidime, Ze binomické rozdéleni Ize pomoci centralni limitni véty
dob¥e aproximovat normalnim rozdé&lenim.
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Nahodnd velicina
Hustota

Rozdé&leni spojité ndhodné veliiny se nej¢astéji uréuje hustotou.

Ndhodnd veli¢ina X s distribu¢ni funkei F(x) ma hustotu f(x), pokud

Hustota jednoznacné (a nazorn&) urluje rozdéleni spojité ndhodné velitiny.

Anglicky: density, probability density function, pdf.

Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061 9 /232

INZEURM  Standardni normalni rozd&leni N(0, 1)

Ptiklad: Vime, Ze n.v. X md standardni normdlni rozd&leni N(0, 1), pokud
ma hustotu:

f(x) = exp{fx2/2}.

1
V2T
Distribu¢ni funkce:

F(X)‘/X f(t)dt/x \/%exp{—ﬂ/z}dt.

Jednoduge miiZzeme spoditat napt.:

P(X € (~1,1))

Il
\
i
=
X
N—r
2
I
|
—
N
|
|
T
[l
~
Il
N
~rwl
—~
N
|
—_

P(X €(0,2)) = /02 f(x)dx = F(2) — F(0) = F(2) — 0.5.
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Zakladni vlastnosti hustoty plynou z vlastnosti pravdépodobnosti. Pro
a < b mame:

P(X €(a,b)) = P(XG( >) P( € (-00,4))

b a
= F(b)—F :/ ftdt—/ f(t)dt

Hustota je zfejm& vZdy nezadpornd a fj;o f(x)dx = 1.
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IRLEURM  Standardni normalni rozd&leni N(0, 1)
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Tyden 1 Momenty

Charakteristiky rozdéleni ndhodné veli¢iny

Rozdéleni nahodné veli¢iny je kompletné popsané distribuéni funkci
(p¥ipadn& hustotou nebo pravdé&podobnostni funkci).

Zjednodusené se rozdéleni ndhodnych veli¢in popisuje pomoci vhodnych
mé&r polohy (napf¥iklad st¥edni hodnota, medidn, kvantily) a pomoci
vhodnych mér variability (nap¥iklad rozptyl, smérodatnd odchylka,
mezikvartilové rozpéti).

DaleZité jsou zejména:

@ momenty (stfedni hodnota, rozptyl a podobng),

e kvantily (napfiklad median).
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Tyden 1 Momenty

Obecné zavadime k-ty moment nahodné veli¢iny X:
+oo
EXk = / x*dF(x)
—00
a k-ty centralni moment n.v. X:
+oo
e = E(X — EX)k = / (x — EX)*dF (x).
—00
Rozptyl je tedy druhy centrdlni moment (Var(X) = 02 = up).
Smérodatna odchylka (standard deviation) je s.d. = +/Var(X).
Sikmost (skewness) se definuje jako y3/03 (mira ,nesymetrie").

Spitatost (kurtosis) se definuje jako j4/0*.
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M&jme ndhodnou veli¢inu X s distribuni funkci F(x), pak stfedni
hodnota (expectation) n.v. X je:

too [ xf(x)dx pro spojité X,
EX = / xdF(x) =
—o0 T xP(X = x;) pro diskrétni X.

Stfedni hodnota transformované nahodné veli¢iny g(X) je:

EX = / T () dF() =

Naptiklad rozptyl (variance) spojité n.v. X s hustotou f(x) je:

+00
Var(X) = E{(X — EX)?} = / (x — EX)2F(x)dx.
— 00
AT o1 10 232

Tyden 1 Momenty

P¥iklad: Pro X ~ N(0,1), tj. standardni normalini rozd&leni mame:

EX:/Xf(X)dX:/X\/lZT exp{—x2/2}dx = ...

= - 2Lex —x? x =
VarX/(x EX)\/E p{—x"/2}dx = ...

Stfedni hodnota je mira polohy.

Rozptyl (nebo smé&rodatna odchylka) je mira ,rozptylenosti* (nebo
méFitka).

Sikmost je mira nesymetrie rozdéleni nahodné veli¢iny.
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Tyden 1 Momenty

Pravidla pro pocitani se stfednimi hodnotami

Mame ndhodné veli¢iny X a Y a konstanty a a b. Pak

Ea = a,

EaX = [ axdF(x) = a [ xdF(x) = aEX,
E(a+ bX) = a+ bEX,

E(X +Y) = EX +EY.

Pravidla pro potitani s rozptylem

a) =
aX) Var(X),
) = Var(X),

Var
Var

Var(
ar(
ar(b +
Var(X

(Pravidla Ize snadno ov&Fit pomoci definice stfedni hodnoty.)
NMAI 061

Tyden 1 Kvantily

95% forecast interval

dnorm(x)
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Y) = Var(X) +2E(X — EX)(Y — EY) + Var(y).

Tyden 1 Kvantily

Vime, ze P(X € (a,b)) =
(a, b) takovy, Ze P(X € (a,
aby F(b) =0.975 a F(a)

F(b) — F(a). Pokud bychom chté&li najit interval
b)) = 0.95, miZeme zvolit a a b naptiklad tak,
= 0.025.

P¥i ,,pfedpovidani* tedy potfebujeme v&dét, ve kterych bodech nabyva
distribu¢ni funkce jistych hodnot.

Pro ndhodnou veli¢inu X s d.f. F(x) a pro a € (0,1), je x, tzv. a-kvantil
rozdéleni n.v. X, pokud

F(xq) = P(X < xq) = .
P¥iklad: M3-li X rozd&leni N(0,1), pak P(X < —1.645) = 0.05. Hodnota
—1.645 je tedy 0.05-kvantil rozd&leni N(0, 1).

P¥iklad: M3-li X rozdé&leni N(0,1), pak P(X < 1.96) = 0.975. Hodnota
1.96 je tedy 0.975-kvantil rozd&leni N(0,1).
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Tyden 1 Kvantily

95% forecast interval
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Tyden 1 Kvantily

95% forecast interval
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Tyden 2

Téma:

kvantily,

normalni rozdé&leni,

centrdlni limitni v&ta a jeji pouZiti,
nahodny vybér,

bodovy odhad,

nestrannost,

konzistence,

p¥iklad: konstrukce konfidenéniho intervalu pro stfedni hodnotu.
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DaleZitost normdlniho rozdéleni plyne zejména z tzv. centralni limitni véty:

Véta: Necht {Xi, X, ...} je posloupnost i.i.d. (nezdvislych a stejn&
rozd&lenych) ndhodnych velitin s EX; = pu a Var(X;) = 02 < +oc.

Pak pro n — oo ndhodnd velitina \/n(X, — p)/o konverguje (v distribuci)
k normalnimu rozdg&leni N(0, 1):

n

ﬁ{ (in,-) u} 2 N, o2).

i=1

Konvergence v distribuci k F = konvergence distribu¢nich funkei (v bodech
spojitosti F)

Nezavislost ndhodnych veli¢in X; a X, = hodnoty ndhodné veli¢iny X; neovliviiuji
rozd&leni (distribu&ni funkci) X = sdruzend distribu&ni funkce je sou&in
jednotlivych (marginalnich) distribu¢nich funkei
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Tyden 2

Kvantil

« kvantil ndhodné veli¢iny X je &islo x,, které spliiuje:
P(X < x,) = a.
Né&které kvantily nemusi byt definovany jednozna¢né& a pro diskrétni
ndhodné veli¢iny nemusi nékteré kvantily existovat.
Obecngji (a jednoznatng) lze a-kvantil definovat napt.

Xo = inf{x: P(X < x,) > a}.
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Tyden 2

Kvantilova funkce

obecn&: F distribuéni funkce — F~1 je kvantilova funkce (pokud existuje)

Nap¥. median (50% kvantil), horni a dolni kvartil (25% a 75% kvantil),
decily, percentily, atd.

quantile function N(0,1)

a kvantil rozdéleni N(0,1) budeme oznacovat u, (v R: gnorm()).
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Tyden 2 Normalni rozd&leni

Normalni rozdéleni N(yu,o?)
Rekneme, ¥e ndhodna veli¢ina Y ma rozd&leni N(u,o?), pokud ma
hustotu:

oy) = ¢217m exp{—(y — 1)?/(20%)}.

Vyznam parametril (protoZze Y = p+ o X, kde X ~ N(0, 1)):

e i = EY, tj. stfedni hodnota,
o 02 = Var(Y), tj. rozptyl.

Pro a-kvantil y, n.v. Y ~ N(u,o?) plati, Ze:
a=P(Y <ya)=P(u+oX <ya) =PX < (Ya—p)/o)

a proto (yo — pt)/0 = uq a tedy yo = p + ougy (proto jsou v tabulkach
uvedeny pouze kvantily N(0,1)).
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P¥iklad: Necht ndhodna veli¢ina X ma standardni normalni rozd&leni.
Z pravidel pro potitdni stfednich hodnot vime, ze E(u+ oX) = i a
Var(p+o0X) = o2. Jaké rozdéleni ale ma ndhodn3 veli¢ina 1 +0X = Y?

Predpoklddejme, Ze o > 0. Podle véty o hustoté transformované
nahodné velitiny (And&l MS, Véta 3/46): ,, Necht X m4 spojitou distribuéni
funkci F(x). PFedpoklddejme, Ze F'(x) = f(x) existuje vsude s vyjimkou nanejvys
kone¢n& mnoha bodi. BudiZ t(x) ryze monotdnni funkce, kterd ma viude
derivaci. Ozna&me T inverzni funkci k t. Pak ndhodnd veli¢ina Y = t(X) md
hustotu g(y) = f{r(y)H7'(y)|.“ mdme X = (Y — pu)/o = 7(Y) a tedy

8 = —=exnlly — nf/2o%)} o
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Tyden 2 Normalni rozd&leni

Ptiklad: Tvar normalniho rozdéleni: curve (dnorm(x))

P¥iklad: Pravidlo o, 20, 30, ...

P(Y € (u—o,u+0))="---=pnorm(1)-pnorm(-1) = 1-2*pnorm(-1)
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Tyden 2 NormdlIni rozdé&leni

DaleZitost normalniho rozdéleni plyne zejména z tzv. centralni limitni véty:

Véta: Necht {Xi, X, ...} je posloupnost i.i.d. (nezdvislych a stejn&
rozd&lenych) ndhodnych velitin s EX; = pu a Var(X;) = 02 < +o0.

Pak pro n — oo ndhodnd veli¢ina \/n(X, — p)/o konverguje (v distribuci)
k normalnimu rozdg&leni N(0, 1):

n

ﬁ{ (i Zx,-) u} 2, N, o2).

i=1

Konvergence v distribuci k F = konvergence distribu&nich funkei (v bodech
spojitosti F)

Nezdavislost ndhodnych veli¢in X; a X; = hodnoty ndhodné veli¢iny X; neovliviiuji
rozdéleni (distribugni funkci) X, = sdruzena distribu¢ni funkce je souin
jednotlivych (marginalnich) distribu¢nich funkei
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Tyden 2 Normalni rozd&leni

CLV dobf¥e aproximuje chovani priméru nebo souétu nezavislych
ndhodnych veli¢in (je to prakticky totéZ, protoZe se to lidi jenom zndmou
konstantou).

P¥iklad: Quincunx: kone¢nd poloha kuli¢ky. Kvantily normdliniho rozdé&leni
miiZeme pouZit pro pravd&podobnostni predpovéd.
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S nezavislymi veli¢inami X a X5 se dob¥e potita:
E(X1X2) = E(X1)E(X2)
COV(Xl, X2) =0

Var(X1 4+ Xz) = Var Xy + 2 Cov(Xy, X2) + Var X, = Var Xy + Var X,
Var(Xy — Xz) = Var X1 — 2 Cov(X1, X2) 4+ Var Xo = Var X1 + Var X

Veli¢iny Xi,..., X, jsou navzdjem nezdvislé, pokud je nezdvisld kazda
jejich podmnoZina (je to né&co jiného nez ,,po dvou" nezdvislé):

E(X1Xa... Xn) = E(X0)E(X2) . .. E(Xy)

Var <Z X,-) = Z Var(X;)
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Odhad

Cilem je odhadnout potfebné parametry (napiiklad stfedni hodnotu) na
zakladé ziskanych pozorovani.

Definice: Rekneme, Ze ndhodné veli¢iny Xi, ..., X, tvofi ndhodny vybér,
pokud X; jsou navzajem nezavislé a maji stejné rozdéleni.

Definice: Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozd&leni s distribuéni
funkci Fp(x), kde 6 je odhadovany parametr. Odhadem nazveme
libovolnou funkeci T(Xi,...,X,) (dilezité je, Ze funkce T(.) nezavisi na
nezndmém parametru 6).

Odhady se snaZime zvolit tak, aby mély , dobré vlastnosti*.
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IR Odhad parametru a jeho vlastnosti

Teoretické vlastnosti odhadu

Z4douci vlastnosti odhadu:

konzistence

nestrannost
Miry kvality odhadu:

vychyleni (bias)
rozptyl
MSE
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Tyden 2 Odhad parametru a jeho vlastnosti

Ptiklad: Mé&jme ndahodny vybér o rozsahu n z néjakého jiného rozdéleni.
Jaké je rozdéleni vyb&rového priméru?

Pokud m3 zadané rozdéleni stfedni hodnotu (EX), pak je stfedni hodnota
vybé&rového priiméru rovna této stfedni hodnoté.

Rozdé&leni vyb&rového priiméru zavisi na rozdéleni ndhodné veli¢iny (X).
Pro rostouci pocet pozorovani se rozdéleni vybé&rového priméru rychle blizi

rozdéleni normalnimu podle CLV.

Navic existuji vypoetn& niro¢né metody (bootstrap, subsampling), které ndm umozni
aproximovat rozdéleni vyb&rového priiméru i bez predpokladu znalosti rozdéleni X.
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Rozdéleni priiméru

Ptiklad: Mé&jme ndhodny vybér o rozsahu n z normalniho rozdéleni. Jaké
je rozdéleni vybérového priméru?

Jednoduse Ize spotitat stfedni hodnotu i rozptyl vybérového priiméru.

Pozdé&ji si ukazeme, Ze linedrni transformace ,,zachovdva normalitu” a
vybérovy priim&r ma tedy normalni rozdéleni N(u, o2 /n).
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Tyden 2 Odhad parametru a jeho vlastnosti

Jednoduchy konfidenéni interval

P¥iklad: konfiden&ni interval pro stfedni hodnotu, pokud zname rozptyl.

Quincunx:

@ Spocitdme teoreticky rozptyl mé&fené nahodné veli€iny.
@ Diky CLV ziskdme p¥iblizné normalni rozdéleni priméru.
© Pomoci kvantill standardniho normalniho rozdé&leni a jednoduchych

algebraickych tprav odvodime konfiden¢ni inteval (ndhodny interval,
ktery s danou pravd&podobnosti p¥ekryje nezndmou st¥edni hodnotu).
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Tyden 3

Téma:

rozdéleni odvozena od normalniho,
vybérové charakteristiky.
vlastnosti priimé&ru a vyb&rového rozptylu,

vybér z normalniho rozdéleni a jeho vlastnosti.

konfiden&ni intervaly (jednostranné i oboustranné) pro parametry
normalniho rozdéleni.
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Tyden 3 Rozdé&leni odvozena od normalniho

t-rozdéleni a F-rozdéleni

t-rozdéleni o n stupnich volnosti: rozdéleni podilu standardniho normalniho
(tj. X ~ N(0,1)) a odmocniny nezavislého x? rozd&leni s n stupni

volnosti: T = X/\/Z,/n ~ ty;

(1 — @) kvantil budeme znatit tp.1—q.

Dilezité je nezaménovat kvantily a kritické hodnoty!!

F-rozdéleni o n a m stupnich volnosti: rozdéleni podilu
(Wn/n)/(Zm/m) ~ Fn m dvou nezévislych ndhodnych veli¢in
s x2-rozd&lenim (W, ~ X2, Zm ~ X2,);

(1 — o) kvantil budeme znatit Fp, m.1—q
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Y2-rozdé&len{

Necht jsou X1, Xa,... a Y1, Ya... nezévislé posloupnosti iid N(0,1) n.v.

x2-rozd&leni o n stupnich volnosti je rozd&leni ndhodné veli¢iny
n
Z 2
Zn — Xi
i=1

Znatime Z, ~ x2.
Vime, e EZ, = n a Var Z, = 2n (viz nap¥. Wikipedia)

Kvantily budeme znatit x2.;_,
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Tyden 3 Nahodny vybér

Casty tkol ve statistice je ,n&co zjistit" o parametrech n&jakého rozd&lent.

Takové ,zjistovani* byva ve statistice zaloZeno na opakovanych
pozorovanich n&jaké ndhodné veli¢iny. V nejjednodussi situaci mizeme
predpoklddat, Ze tato opakovand pozorovani jsou ziskana pomoci
nahodného vybéru.

Definice: Rekneme, Ze ndhodné veli¢iny Xi, ..., X, tvofi ndhodny vybér,
pokud X; jsou navzdjem nezdvislé a maji stejné rozdéleni.

Naméfenym hodnotdm xi, ..., x, budeme F¥ikat realizace nahodného
vybéru.

P¥iklad: quincunx, hod minci (situace pfed a po)
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Mé&jme ndhodny vybér Xi, ..., X,. Zakladni vyb&rové charakteristiky jsou:

@ miry polohy (pramé&r, median) Priklad:
e miry mé&Fitka (vyb&rovy rozptyl, smé&rodatnd odchylka, rozpéti,

mezikvartilové rozpéti) 1/ St¥edni hodnota vyb&rového priméru a vybérového rozptylu.

@ vyb&rové kvantily (median, kvartily, minimum, maximum e . oy
)// J y ( s Y . ) _ 2/ Rozptyl vybé&rového priiméru.
@ vyb&rové momenty a centrdlni momenty (primér, rozptyl, Sikmost,

gpicatost) 3/ Rozdéleni vyb&rového priméru (bez predpokladu normality): Necht
X1,...,X, je nahodny vybér spliiujici pfedpoklady centralni limitni véty. Pak

Pomoci metod teorie pravdépodobnosti je mozné odvodit teoretické rozd&leni ndhodné velitiny \/n(X, — 1) konverguje v distribuci k N(0, 0?) a
vlastnosti (pravdépodobnostni rozdéleni) vybé&rovych charakteristik, na rozdéleni vyb&rového priim&ru Ize aproximovat pomoci rozdé&leni N(u,o2/n).

které se divdame jako na ndhodné veliciny.

To nékdy byva matouci, proto je potfeba disledn& rozliSovat ndhodné veli¢iny
(nap¥. priim&r X,) a jejich realizace (nam&Feny a vypotteny primér X,).
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Tyden 3 Rozd&leni priiméru a rozptylu za pfedpokladu normality Tyden 3 Intervaly spolehlivosti

Intervalovy odhad

Rozdéleni vyb&rového priiméru a rozptylu za ptedpokladu normality.
v . ! . 7 s L v 2 7.

Véta: Necht Xy, ..., X, je nahodny vyber z N(y, o%). Pak plati: M&jme nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni s distribuéni funkef Fy(x),

_ ) 0 €0O.
o X, ~ N(p,o°/n),
o (n—1)S?/0? ma rozdéleni x2_,, je-lin>1ac? >0, Intervalovy odhad je zaloZen na dvou odhadech T3(Xi,...,X,) a
o je-li n > 1, jsou veli€iny X, a S2 nezavislé. To(X1, ..., Xn) (funkce, které neobsahuji 0) a které spliiuji

PLTL(X .. X)) <0< To(Xe,. . XV =1—a,
Dtikaz: viz Andé&l: Matematickd statistika, véta 18, strana 82, SNTL, 1985. (X, %) <0 < To(X ) @

kde 1 — « je spolehlivost (nej¢asté&ji 0.95).
Ptiklad: Nezavislost X + Y a X — Y za ptedpokladu normality.

. , , ) Horni odhad (j v): P Th(X1,...,. Xn)}=1—q.
Priklad: Z vé&ty Ize nap¥. jednoduse spoditat rozptyl vybérového rozptylu ori odhad (jednostranny): P{ < Th(X1, ..., Xn)} @

za pfedpokladu normality. Dolni odhad: P{T4(X1,...,X,) <0} =1 —av.
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Tyden 3 Intervaly spolehlivosti

Konstrukce intervalového odhadu

Mame odhad T(Xi,...,X,) a ze znalosti rozd&leni n&jaké jeho funkce
h(T,0) najdeme c1 a ¢ tak, aby

P(Cl < h(T,H) < C2) =1—-«
a jednoduchymi algebraickymi tupravami ziskdme ¢; a & tak, aby

Pei<b<&)=1-—q.

Ptiklad: stfedni hodnota a rozptyl normalniho rozdélent.
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Tyden 3 Intervaly spolehlivosti

Bez predpokladu normality (pro rozdéleni s kone&nym rozptylem), Ize
pouZzit priblizny interval zaloZeny na CLV:

(Xn £ u1_a/25n/V/n).

Podobné intervaly (pfesné nebo asymptotické - se o a kvantily normainiho
rozdéleni) vychdzi i pokud je rozptyl zndmy (takova situace je ale v praxi
spiSe neobvykld).
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[ [

Konfidenéni interval pro stfedni hodnotu normalniho
rozdéleni

PouZitim t-rozdéleni ziskdme oboustranny konfiden&ni interval:

(yn =+ tn—l;l—a/25n/\/ﬁ)

Jednostranné intervaly:
(—OO,Y,, + tn—l;l—asn/\/ﬁ)

(Yn - tn—l;l—asn/ﬁa OO)
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Tyden 3 Intervaly spolehlivosti

Ptiklad: Interval spolehlivosti pro rozptyl: horni odhad, oboustranny
interval (problém volby vhodného kvantilu).

Oboustranny konfiden&ni interval pro rozptyl normalniho rozdéleni:

<w—1ﬁ3(n—n$>

2 ’ 2
anl;lfoz/Z anl;a/2

Horni odhad (obdobng): (n —1)S2/x2_;.,.
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Tyden 4

Situace: mame nahodny vybér z rozdéleni s distribu&ni funkei Fy(x) a
chceme odhadnout (vektorovy) parametr 6 = (01,...,0,).
Téma:
Nejobvyklej$i metody konstrukce odhadu:
@ odhadovini,
momentova metoda (odhad se konstruuje pomoci srovnani

@ momentovd metoda a delta metoda, o ) ) X
teoretickych a vybé&rovych momenti),

@ metoda maximalni v&rohodnosti (diskrétni i spojita rozdéleni),

. TR , metoda maximalni vérohodnosti.
@ vlastnosti maximalné& vérohodného odhadu.

NMAI 061 49 / 232 NMAI 061 50 / 232
Momentova metoda Delta metoda v jednorozmérném pripadé
Princip metody: za odhad se zvoli takova hodnota parametru 6, kterd vede Pokud posloupnost nahodnych veli¢in X, spliiuje
ke shod& prvnich p teoretickych a vyb&rovych momenti (bud centrélnich
nebo necentrdlnich). Teoretické momenty mj(6) zdvisi na 6, vyb&rové VX, — 6] b, N(0, 2),
momenty Y7 4 X?/n jsou funkce nahodného vybgru.
_ pak
Odhad 6 ziskdme ¥eSenim soustavy rovnic m;(6) = > X/ /n. Vnlg(Xa) — g(0)] 2 N(0,02[g'(0)])
P¥iklad: Odhad parametru exponencialniho rozd&leni s hustotou e > pro kazdou funkci g(.), kterd ma derivaci g’(6) # 0.
pro x > 0. ; L , Q L
Ptiklad: Asymptotické rozdéleni odhadu A parametru A exponencidlniho
Asymptotické rozdéleni § Ize €asto spoditat pouZitim CLV a delta-metody. rozdélent.
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Tyden 4 Momentovéd metoda

Delta metoda ve vicerozmérném p¥ipadé

Pro informaci (mnohorozmérné normalini rozdéleni bude pozdgji):

Pomoci mnohorozmé&rné centréini limitni v&ty mizZeme ziskat:
2 D
vn(§—¢) — N(0,X),
kde ¥ je pozitivné definitni varian¢ni matice.

Pak nam delta metoda dévé asymptotické rozd&leni véktoru § = h(é):

Vi (&) = h()) = N (0, Vh(8)-T - VA(B)).

Metoda maximalni vérohodnosti

Princip metody: odhad je ,,nejpravdépodobnégjsi” hodnota parametru,
tj. hodnota parametru, kterd maximalizuje sdruZenou hustotu (nebo
pravdépodobnost) pozorovaného ndhodného vybgru.

Vé&rohodnostni funkce:

L(O; Xy,..., Xn) = [ [ fo(X0)
(pro diskrétni n.v. pouZijeme pravd&podobnostni funkci misto hustoty)

Maximalné vé&rohodny odhad 0 takovy, Ze

LO; Xy,...,X,) > L(0; X1,...,X,), VOe®.

P¥i hledani maximaln& vérohodného odhadu se vé&tsinou lépe pracuje s
logaritmickou v&rohodnostni funkci.
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Tyden 4 Metoda maximalni v&rohodnosti Tyden 4 Metoda maximalni v&rohodnosti

Logaritmickd vérohodnostni funkce:
1(0; X, ..., Xn) = log L(0; Xu, ..., Xn) = > _ log fy(X;)
Obvykly postup: spoéitdme derivaci logaritmické vérohodnostni funkce a

polozime ji rovnou nule. VyFeSenim této soustavy rovnic ziskdme
maximalné vérohodné odhady jednotlivych parametrd.

P¥iklad: Odhad stfedni hodnoty exponencidlniho rozdéleni.
P¥iklad: Odhad st¥edni hodnoty a rozptylu normalniho rozdéleni.

Ptiklad: Odhad stfedni hodnoty Poissonova rozdéleni (diskrétni rozd&lent).
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Asymptotické rozdéleni ML odhadu

Vé&ta: Za jistych predpokladii ma maximaln& vérohodny odhad 6
parametru 6 asymptotické rozdéleni:

nt2( — 0) b, N(0,1/J(0)),
kde

06?

je Fisherova mira informace o parametru 0, kterd je obsaZena v ndhodné
veli¢ingé X s hustotou fy(x).

J(e):_E{azlogz%(X)}

Diikaz a v8echny ptedpoklady: viz nap¥iklad And&l (1985, v&ta XV.6.10,
str. 268)

Pozn.: (J,(0) = nJ(0) je Fisherova mira informace o parametru 6, kterd je
obsaZena v ndhodném vyb&ru Xi, ..., X, z rozd&leni s hustotou fy(x)).
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Asymptotické rozdéleni ML odhadu Tyden 5

Pozndmky k maximalné vérohodnym odhad{im:
Téma:

Pokud vérohodnostni matici maximalizujeme numericky, tak miZeme

numericky ziskat i odhad Fisherovy informace (st¥edni hodnotu @ princip testovani hypotéz,

odhadneme primérem a vyjde ndm druhd derivace v&rohodnostni funkce).

nulovd a alternativni hypotéza,

Pokud odhadujeme vektorovy parametr, pak ma maximalné vérohodny chyba prvniho a druhého druhu,

odhad asymptoticky mnohorozmé&rné normalni rozdé&leni (s nulovou stfedni @ hladina testu,
hodnotou) a varian¢ni matice je inverze tzv. Fisherovy informa¢ni matice. o sila testu (silofunkce),
V praxi se jako odhad varian&ni matice ¢asto pouZiva tzv. sandwichovy © jednovybgrovy t-test,
odhad J=1(0)V(0)J~1(0), ktery ma vyhodn&j&i vlastnosti e p-hodnota.
(V(0) = var { 25500 1)
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Tyden 5 Testovani hypotéz Tyden 5 Testovani hypotéz

Testovani hypotéz Testovaci kritérium (statistika) T (X, ..., Xs). Nulovou hypotézu (Hp)
zamitneme ve prospé&ch alternativni hypotézy (H;), pokud testova
statistika padne do pfedem uréeného kritického oboru K (tj. T € K).

hypotéza = vyrok o parametru (nebo typu) rozd&leni Rozhodovani pfind%i moZnost chyby:

. . chyba 1.druhu = Hy zamitneme i kdyZ plati = P(T € K|Hp)
nulova hypotéza ... Ho chyba 2.druhu = Hy nezamitneme kdy? neplati= P(T ¢ K|H)
alternativni hypotéza ... H Hladina testu (vyznamnosti) = P(chyba 1.druhu) = a (obvykle
Mame Xi, ..., X, nahodny vyb&r z rozdleni, jeho# distribugni funkce 0.05,0.01,...)
zavisina f € © Sila testu = P(T € K|Hy)

;hce;ne ogtestovat Ho versus Hi: Obvykle poZadujeme, aby chyba 1. druhu nebyla moc velkd
0:0=10

P(T € K|Hy) < «) a pfitom byla sila testu co nejv&tsi.
leee{e\eo} (( ’0)— ) p y )

P-hodnota = hrani¢ni hladina testu, na které jest& zamitane nulovou
hypotézu (tj. nulovou hypotézu zamitame, pokud je p-hodnota < «)
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AR Odvozeni testu

Obvykly (rozumny) postup p¥i odvozovéni testu:

@ zvolime rozumnou testovou statistiku T (obvykle: , mald za Hp, velkd
za H"),

@ urtime kriticky obor K tak, aby P(T € K|Hp) = «.

Postup pf¥i testovani: zamitneme Hp, pokud T € K.
Zamitnuti nulové hypotézy znamena: , prokazali jsme, Ze plati Hy".

Nezamitnuti nulové hypotézy znamend: bud Hy plati nebo nemame dost
pozorovani, abychom mohli Hy vyvratit (v praxi se vyplati naplanovat
experiment tak, abychom ,,zajimavy rozdil” prokazali s dostate¢né& velkou
pravdépodobnosti (silou)).
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P¥iklad

P¥iklad: Opakované vazeni vzorku:

15.23 15.21 15.19 15.16 15.26 15.22 15.23 15.26 15.23 15.29
Chceme otestovat, jestli skute¢nd hmotnost vzorku je pg = 15.2.
testovd statistika T = ...

kriticka hodnota (uruje kriticky obor)

p-hodnota
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Jednovybérovy t-test (one-sample t-test)

X1, ..., X, ndhodny vyb&r z N(u, 0?), rozptyl 0 nezname.

Ho : = po
Hy : o # po (oboustrannd alternativa)

Vime, %e za platnosti Hy ma T = \/n(X, — 110)/S rozd&leni t, 1.

P(IT| > th—1,1-a/2|Ho) = a a kriticky obor je tedy
(—OO, tn—l;a/2) N (tn—l;l—oz/2v OO)

p-hodnota = P(|T,—1| > t), kde Tp_1 ~ t,—1 a t =/n(X, — 10)/s je
pozorovana hodnota testové statistiky.
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Tyden 5 Jednovybgrovy t-test

Jednostranny jednovyb&rovy t-test (one-sided one-sample
t-test)

X1, ..., X, ndhodny vyb&r z N(yu,02), rozptyl 02 nezname.
Ho : = po Hi: p > po (jednostrannd alternativa)
Ho zamitdme, pokud T > t,_1.1_4

Porovnani s dvouvybérovym testem: na jedné strané md jednostranny test
v&tsi silu, ale na druhé stran& (pokud vyjde X, < po) nulovou hypotézu
viilbec zamitnout nem{iZzeme.
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Parowy st
Parovy t-test (paired t-test)

Dvojice (péry) pozorovani na kazdém objektu (X, Y;), i=1,...,n.

Plati: Var(X; — Y;) = Var(X;) + Var(Y;) — 2 Cov(X;, Y;) (¢m jsou

pozorovani v paru zdvislejsi, tim mensi je rozptyl jejich rozdilu).
Ho : EX; = EY; 4+ A je totéZ jako Hp : E(Xi — Y;) = A.

MiZeme tedy pouZit jednovyb&rovy t-test na Z; = X; — Y;.

Tyden 5 Wilcoxonliv test

Wilcoxoniv test (signed rank test)

Xi, ..., Xn ndhodny vybér

Ho : med(X) = po
Hy : med(X) # o

Testova statistika je zaloZena pouze na portadich a neni tedy citliva na
odlehld pozorovani.

Q Zi=Xi— po,
@ Z; se setadi podle absolutnich hodnot (R; - pofadi i-tého pozorovéni),
Q@ ST=>70R. S =2 z0R

Za platnosti Hy by ST a S~ mé&ly byt podobné. Rozd&leni ST za
predpokladu symetrie kolem g Ize snadno vypotitat (i kdyZ je vypocetn&
naro&né).
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Testy o rozpiy
Hypotézy o rozptylu

T
Hypotéza shody rozptylii
X1, ..., Xn ndhodny vyb&r z N(u,0?).

D g2 — g2
Ho : 0% = o}

;-1 , TR 2
Hy : o > 02 (jednostranni alternativa) Xi,...,Xna Y1,..., Yy dva nezdvislé ndhodné vybéry z N(u1,07) a

N(,LL27 U%)
Nulovou hypotézu zamitneme, pokud bude vyb&rovy rozptyl S? moc velky 5 5
(52> o). Ho: o1 =03

Hy o1 # 0'%

Za platnosti Hy vime, Ze , , ,
P 0 ) Nulovou hypotézu zamitneme, pokud S?/S2 bude daleko od 1 (rozd&leni
(n-1)S 2 podilu za Hp umime snadno spoéitat).
2 ~ Xn—1
0
Kritickou hodnotu spogitdme ze zndmého rozd&leni S?/S3 za nulové

Kritickou hodnotu ¢ ted snadno spotitame tak, aby P(S? > c|Hp) = a. hypotézy tak, aby P(zamitneme Ho|Ho plati) = c.

P-hodnota = ?

P¥iklad: Odvozeni testu proti oboustranné alternativé H; : o > ag.
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Odvozeni kritické hodnoty:

(n—1)S¢ 2 (m—1)S3 2
o2 ~ Xn—1 o2 ~ Xm—-1 Kritické hodnoty a kvantily jsou uvedeny v tabulkach, ale v kazdych tabulkach se
! 2 mii%e pouzivat jiné znateni (POZOR!)

Pozndmky:

kde S; a Sy jsou nezdvislé (spo&itané z nezavislych ndhodnych vyb&rii)
Statistické programy prakticky vzdy uvadi p-hodnotu (pak kritickou hodnotu

il; nepotfebujeme).

91

< ~ Fn—1,m—1 S iy C 2 e . .
S5 nmhm Statistickd vyznamnost nenfi totéZ jako praktickd dileZitost (s dostate€n& velkym

o3 pottem pozorovani lze statisticky prokézat i naprosto nezajimavy rozdil).

V praxi se doporuduje experimenty planovat tak, aby rozsah vybé&ru byl rozumny

. 2 _ 2 2/¢2
Za Ho méme o7 = o~ a tedy 57/5 n—1,m—1 (s ohledem na silu testu) a tak, aby vyhodnoceni dat (primarni analyza) bylo co

s , o nejjednodussi.
Kritické hodnoty nyni snadno uréime tak, aby .
S2 2 Pro diskrétni promé&nné se Casto pouZiva test nezdvislosti v kontingenéni tabulce.
a=P (12 < ¢ nebo —5 > c2|Ho>
S5 S5 V mirné& nestandardnich situacich Ize €asto pouZit test pomérem vérohodnosti

(likelihood ratio test).

1= Fn—1,m—1;a/2 ac = Fn—l,m—l;l—a/2
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Tyden 6 Tyden 6 Hladina a sila jednovybé&rového t-testu

Tyden 6 Sila jednovybérového t-testu
Téma:
o sila testu (silofunkce), Sila testu je pravdépodobnost, Ze testova statistika pfekrodi kritickou
o parovy a dvouvybsrovy t-test, hodnotu (tj. pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy).
@ overovan predpolfladu: Za predpokladu normality |ze silu jednovybérového t-testu vypotitat jako
o shoda lrszptylu, funkci skuteZné stfedni hodnoty 1, rozptylu o2 a poétu pozorovani n.
@ normalita,

e nezdvislost.

@ princip pouZiti poradovych testl (podrobné&ji na cviceni).
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Tyden 6 Hladina a sila jednovyb&rového t-testu Hladina a sila jednovyb&rového t-testu

Sila jednostranného jednovybérového t-testu Sila jednostranného jednovybérového t-testu
Power of one-sided one-sample t-test Power of one-sided one-sample t-test
0 : 2 ; J : 0 : 2 s J :
" u
o’=1,n=5 0’=1,n=10
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Tyden 6 Hladina a sila jednovybé&rového t-testu Tyden 6 Hladina a sila jednovybé&rového t-testu

Sila jednostranného jednovybérového t-testu Sila jednostranného jednovybérového t-testu
Power of one-sided one-sample t-test Power of one-sided one-sample t-test
0 : . ; J : 0 : . ; J :
2 " 2 I
0°=10,n=10,a =0.05 0°=10,n=10,a=0.01
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Tyden 6 Hladina a sila jednovyb&rového t-testu Hladina a sila jednovyb&rového t-testu

Sila jednostranného jednovybérového t-testu Sila oboustranného jednovybérového t-testu
Power of one-sided one-sample t-test Power of two-sided one-sample t-test
- ¢ 0 2 . § - 0 : .
3 3
o’=1,n=5 o’=1,n=5
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Tyden 6 Hladina a sila jednovybé&rového t-testu Tyden 6 Hladina a sila jednovybé&rového t-testu

Sila oboustranného jednovybérového t-testu Sila oboustranného jednovybérového t-testu
Power of two-sided one-sample t-test Power of two-sided one-sample t-test
- > 0 2 . -‘4 > 0 2 .
2 ’ ) [
o°=1,n=10 0°=10,n=10,a =0.05
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Tyden 6 Hladina a sila jednovybérového t-testu

Sila oboustranného jednovybérového t-testu

Power of two-sided one-sample t-test

Power

-4 -2 0 2 4

H
0°=10,n=10, 0 =0.01
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Ptedpoklady: jednovyb&rové a parové testy
Ptredpoklady pro jednovybérovy a pdrovy poradovy test

Wilcoxonliv test |ze pouZit jako ndhradu za t-test pro nenormdlni data (je
to vhodné, pokud hrozi p¥itomnost velkych odlehlych pozorovani).

Pf¥edpoklady pro jednovybérovy Wilcoxoniv test:

@ symetrie kolem testované hodnoty,

@ nezavislost pozorovani.

P¥i poruseni ptedpokladu symetrie nemusi byt zcela jasné, jestli nulovou
hypotézu nezamitame spiSe kvili nesymetrii dat.

Pt¥iklad: Chovani t-testu a Wilcoxonova testu v pfitomnosti jediného
hodné velkého odlehlého pozorovéni.
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Ptredpoklady pro jednovybérovy a pdarovy t-test
P¥edpoklady pro jednovyb&rovy t-test:

@ normalita,

@ nezavislost pozorovani.

Diky CLV nemiva porugeni ptedpokladu normality zavazny vliv na
vlastnosti jednovyb&rového t-testu (ten v praxi selhdva pouze v p¥itomnosti
velkych odlehlych pozorovani).

V praxi Ize vlastnosti t-testu (silu) zlepsit pouZitim vhodné transformace
dat (Box-Cox, logaritmus, odmocnina), pak se ale testuje hypotéza o
stfedni hodnot& transformovanych dat (to obvykle viibec nevadi nap¥. u
parového testu).

P¥edpoklady pro pouZiti parového testu jsou splnéné, pokud rozdily
(Y; — X;) spliiuji pfedpoklady pro pouZiti jednovyb&rového testu.
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Tyden 6 Ptedpoklady: jednovyb&rové a parové testy

Planovani experimentu

V praxi se doporuluje experiment naplanovat tak, aby:

@ bylo mozné vysledky vyhodnotit jednoduse (je vhodné zajistit
nap¥. nezdvislost jednotlivych mé&feni),

@ test mé&l rozumnou silu proti rozumnym alternativdm (rozumnd
v&tSinou znamend 80% pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy
p¥i vhodn& zvolené prakticky zajimavé alternativé).

Podminkou oviem je, abychom p¥esné védéli, co vlastné chceme zkoumat
(testovat)!
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Tyden 6 Dvouvyb&rovy t-test

Dvouvybérovy t-test

Mame dva nezavislé nahodné vybéry Xi,..., X, a Y1,..., Ym z N(px, 02)
a N(Ny702)-

HOZIUx:Ny‘FA
HlH“x#:“y"'A

P¥irozend testova statistika je zaloZena na rozdilu priimérli vydéleném
odhadem smé&rodatné odchylky (rozdilu priméri):

Xn— Ym— A
5pooled\/ % + %

kde S2 .4 = {(n—1)S% +(m—1)S2}/(n+ m—2).

poole

T =

Za platnosti Hy ma testova statistika rozdéleni t, 1 m—2. Nulovou hypotézu
tedy zamitneme, pokud | T| > t,ym_2:1_a/2-
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e e Gt
Dvouvybérovy t-test: jednostranné varianty

POZOR: jednostrannou alternativu si musime vybrat pfedem.

Pokud si jednostrannou alternativu zvolime aZ podle namé&fenych hodnot,
tak bude mit jednostranny test ve skute¢nosti dvakrat vyssi
pravdépodobnost chyby prvniho druhu.
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Dvouvybérovy t-test: jednostranné varianty

Levostranna alternativa:

HO:/’LX:/"L}/J’_A
Hp:px < py +A

Za platnosti Hy ma testova statistika rozdéleni t,m—2. Nulovou hypotézu
zamitdme, pokud T < —tpym—2:1—q-
Pravostranna alternativa:

HO:UX:Ny+A
Hp:px > py +A

Za platnosti Hy ma testova statistika rozdéleni t,m—2. Nulovou hypotézu
zamitdme, pokud T > thim—2:1—a-
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Tyden 6 Dvouvyb&rovy t-test

Dvouvybérovy vs. parovy t-test

POZOR: pouziti parového nebo dvouvyb&rového testu zavisi na zplsobu
sb&ru dat. Pokud maji oba vybéry stejny rozsah (typicka situace ve
zkouskové pisemce i v praxi), tak Zddny program sdm spravny test
nevybere!

Chybné pouZziti dvouvyb&rového t-testu (misto parového t-testu) sniZuje
silu.

P¥i chybném pouZiti parového t-testu (misto dvouvyb&rového t-testu)

mizou vychazet naprosté nesmysly - zaleZi pak na uspo¥adani dat v obou
vybérech, tj. na tom, jaké hodnoty se od sebe budou odetitat.
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P¥iklad: P¥i zjistovani vlivu kouFeni na nervovou soustavu se u dvanacti
osob méFil polet zachvévil ruky pred vykoufenim a po vykoufeni cigarety.
Vysledky mé¥eni jsou v nasledujici tabulce:

pred | 44 | 54 | 37 | 62 | 40 | 44 | 49 [ 53 | 23 | 69 | 51 | 28
po |50 |63 |52[83|48|43|55|47[25|71]58]37
Zvolte vhodny test a rozhodnéte, jestli je mezi primérnym poctem
zachvévi pred a po vykoufeni cigarety vyznamny rozdil na hladiné
vyznamnosti o = 0.01.
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Ptredpoklady
P¥edpoklady pro dvouvybé&rovy t-test:
@ shoda rozptyll (test shody rozptyli),
@ normalita (test normality),
@ nezdvislost.
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Ptiklad: Jak znamo, nedoporucuje se rychle za sebou stfidat pozivani
horkého jidla a studeného napoje, protoze jsou pfitom zuby vystavovany
teplotnim Sok{m, které mohou sniZovat odolnost zubni skloviny. Byl
proveden experiment, ve kterém osm vytrZzenych neplombovanych zubi
bylo opakované vystavovano teplotnim Sok(im tak, Ze byly st¥idavé
ponofovany do vafici a ledové vody. Osm jinych zub( bylo naopak pomalu
vareno. Nakonec byly v8echny zuby drceny v lisu a pfitom byla zmé&¥ena
sila, p¥i které kazdy zub prasknul:

pomalu uvatené | 27.4 | 26.2

27.0 | 28.4
po teplotnim Soku | 25.9 | 26.4

27.0 | 256

N
(@)}
N
N
N
~
w
o
=
N
(e¢]
N

Rozhodnéte, jestli teplotni Soky opravdu sniZuji pevnost zubu a spoditejte
95% konfiden¢ni interval pro rozdil stfednich hodnot sily potfebné
k rozdrceni zubu.

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061 90 / 232

Tyden 6 Dvouvyb&rovy t-test

Ptredpoklad shody rozptyli

Welchiv test (default v R):

Xn—=Ym
T=2n"Tm
S diff
kde s2 <2
Sa diff = = ;Y

Za platnosti Hy (i bez predpokladu shody rozptyll) ma testova statistika
p¥iblizn& t-rozdéleni s poétem stupfili volnosti:

(S%/n+ Sy /m)
(Sk/m)?/(n=1) +(S%/m)*/(m = 1)’

tj. Ho zamitame, pokud | T| > ty 1_q/2.
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P A
Ptredpoklad normality

V R je implementovdno mnoho rliznych testl normality. V praxi se
nejcastéji doporuluje test Shapiro-Wilkiv.

POZOR: V p¥ipadé dvouvyb&rového testu se test normality samoz¥ejmé
pouZiva zvldét na kazdy vyb&r (p¥i platnosti alternativy neni slouéeny vybg&r
normalni, ani kdyZ oba vyb&ry normdlni jsou).

Porugeni normality Ize &asto ¥eit vhodnou transformaci (kterd ,,opravi*
sedikmeni dat): Box-Coxy mocninné transformace, logaritmus. Obvykle
ptilis nezdlezi na tom, jestli testujeme shodnost stfednich hodnot pro
puvodni a transformovand data.

V pfitomnosti odlehlych pozorovani miZeme pouZit dvouvybé&rovy
pofadovy (Wilcoxoniiv) test.
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Tyden 6 Dvouvyb&rovy Wilcoxoniiv test

Dvouvybérovy Wilcoxonilv test (rank sum test,
Mann-Whitney)

X1,...,Xpa Y1,..., Ym nezdvislé ndhodné vyb&ry s posunutymi
distribu&nimi funkcemi Fx(x) a Gy(x) = Fx(x + 9).

H0:5:(50
Hy : 6 # 8o

Q Zi,...,7Zn+m je spojeny vybér X; — &g a Y,

@ seradime Z; podle velikosti,

© Sx je soulet poradi odpovidajici vybé&ru X a Sy je soulet poradi
odpovidajici vybéru Y.

Za platnosti Hy Ize pro dané n a m vypoditat rozdéleni Sx a Sy.

Testova statistika Sx (nebo W), , = Sx — n(n+ 1)/2) je zaloZena pouze
na poradich a neni tedy citlivd na odlehld pozorovani.
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Tyden 6 Dvouvyb&rovy t-test

Ptredpoklad nezdvislosti

Nezavislost po sobé jdoucich pozorovani se testuje Durbin-Watsonovym
testem, ale v praxi mlZou byt data zavisla i ,jinak".

o Casové Fady,

@ longitudindlni data, tj. opakovand mé&feni na jednotlivych subjektech.

Dalsi zpiisob poruseni predpokladd mdze byt nap¥iklad cenzorovani nebo
zavislost na dalSich veli¢inach nebo chybéjici pozorovani nebo spousta
dalSich problémi. . .
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Tyden 6 Dvouvyb&rovy Wilcoxoniiv test

Pozndmky:
T-testy Ize zobecnit i pro vicerozmérna data (Hotellingovo T2, F-test).

Pro jiné situace lze &asto jednoduse odvodit test pomé&rem vérohodnosti
(likelihood ratio test): za jistych predpokladd ma za platnosti Hp testovd
statistika —2log(Lo/Ly) rozd&leni x2 _, ...

V praxi se €asto pouZivaji testy nezdvislosti v kontingen¢ni tabulce (budeme mit
na konci semestru).

Testovani hypotéz se hodn& pouZivé i v linedrni regresi (t-testy vyznamnosti
regresnich koeficientd, testy podmodeld) - to budeme mit asi za mésic.

Vzhledem k tomu, Ze pravdépodobnost chyby prvniho druhu se vétsinou voli
a =5%, tak p¥i provedeni v&tdiho mnoZstvi testl nakonec vZdy najdeme
vyznamnou zavislost, kterd ve skute&nosti neexistuje (zde pak pomah3

napt. Bonferroniho nebo Holmova korekce na mnohondsobné testovani).
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Mnohondsobné testovani Tyden 7

P¥i testovani v&tsiho poltu hypotéz dochazi ke zvyseni celkové
pravdépodobnosti chyby prvniho druhu (FWER = family-wise error rate). Téma:

Proto se v praxi ¢asto musi ziskané p-hodnoty upravovat. Casto se pouZiva
napfiklad Bonferroniho metoda (p-hodnoty se vyndsobi poctem testi),
ktera je vhodnd hlavné pro mensi polet porovnani.

@ nahodné vektory,

@ pravidla pro poditani s vektory stfednich hodnot a s varianénimi
maticemi,

Pro velké polty porovnani (nap¥. v genetice) se misto FWER kontroluje e sdruZené, marginlni a podmin&né rozd&lent,

FDR (false discovery rate). o kovariance a korelace,

Pro n&které prakticky dileZité situace (zejména k-vybé&rovy problém) se o grafické zndzorn&ni mnohorozmérnych dat.
pouZivaji specidlni postupy: analyza rozptylu, Tukeyho a Scheffého
metoda, atd.
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iz di el v
Mnohorozmérna data Nahodny vektor X € RP

(Mnohorozmérna) sdruZzend distribuéni funkce:

X datovad matice (n pozorovani p-tice nahodnych veli¢in, tzv. ndhodného F(x) = P(X < x) = P(X1 < x1, % < X, < x)
vektoru) = 1>X1,A2 X2, Ap X Xp
f(x) je sdruZend hustota X, t.j., F(x) = ffoo f(u)du
b
X21 ... X2p ;

Ve vicerozmérném prostoru potfebujeme navic dalsi pojmy:

X =(X,X2)", X eRk X;cRrPk

P¥iklad: Bankovky, kosatce, ... margindlni hustota Xi je fx, (x1) = ffooo f(x1, x2)dx

podminéna hustota X, (za podminky X; = x1) je

Grafické zndzornéni: grafy v R, ggobi.
FalXi=x (X2) = f(x1,x2)/fx, (x1)
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Priklad:

La+3%  0<x.x<l, Nezavislost
Fla, %) = (2) ’ jinak
J ’ Nahodné veli¢iny X1, X5 jsou nezavislé tehdy a jen tehdy pokud
f(x1,x2) je skutetn& pravdépodobnostni hustota, protoZze f(xi,x2) > 0 a F(x) = f(x1, %) = fx,(x1)Fx, (x2).
. 1 Xlz 13 X22 1 1.3 Totéi. ji,n}'/lmi slovy: v8echna podminéna rozdé&leni jsou stejnd jako rozdé&leni
(x1, x2)dx1x2 = 51> . 51 o 7 + 1= 1. marginalni (f(x2 | x1) = fx,(x2))-
o _ POZOR: Dva nahodné vektory mohou mit stejnd margindlni rozdéleni a
Marginalni hustoty jsou: pfitom riiznd sdruzend rozdéleni.
171 3 1 3 »
fx(x) = f(x1, x2)dx2 = St oxe)de=xat Priklad:
70 f(Xl,XQ):l, 0 < xg,x <1,
. _ s o (t/1 03 3 1
X () = (x1, x2)dxs = ; §x1—|—§x2 dx; = 5 2+Z' f(xi,x)=14+a2x1—1)(2x—1), 0<x, o<1, —-1<a<l
Podminéné hustoty: () =1, fo(e)=1
1 3 1 3 1
5X1 + 5X 5X1 + 5X
flo | x) = 2222 and (x| x) = 20— 22 / 14+ a(2x — 1)(2% — Ddxo = 1+ a(2xq — 1)[x2 — xl} = 1.
2X1+ 3 2X2 13 0
NMAI 061 101 /232 NMAI 061 102 / 232

Tyden 7 Momenty Tyden 7 Momenty

Vektor stfednich hodnot Jsou-li ndhodné vektory X a Y nezavislé, pak
EX € RP je p-rozmérny vektor stfednich hodnot ndhodného vektoru X E(XYT) = /xny(x,y)dxdy
EX, [ i (x)dx — [ (e [ yTr()dy = ExevT
EX = : = /xf(x)dx = 5 = .
EX, J xpf (x)dx Varianéni matice (X)
Pozndmka: zfejmé [ xqf(x)dx = - = [ x1fx, (x1)dxi. Y = Var(X) = E(X — ) (X —p) "

Vlastnosti vektoru stfednich hodnot plynou z vlastnosti integralu (nebo

z vlastnosti stredni hodnoty néhodné veliginy): Budeme Fikat, Ze ndhodny vektor X ma rozdéleni s vektorem stfednich

hodnot EX = p a s varianni matici Var(X) =X, t.j.,
E(AX+b) = AE(X)+b
_ X~ (1, 1)
E(X+Y) = EX)+E(Y)
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(Ko)varianéni matice linedrni transformace

Kovarianéni matice: Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)" Prvky matice X jsou rozptyly a kovariance slozek ndhodného vektoru X:

T = (oxx;)
Varian¢ni (rozptylova) matice: Cov(X, X) = Var(X)

(rozptyl ox.x. = Cov(X;, X;), kovariance ox.x, = Var(X;))

Vlastnosti: L
Vypoletni vzorec:

_ T T
Var(a' X)=a' Var(X)a= Z 3j3j0X,x; L =E(XX')—pup
ij
Var(AX + b) = A Var(X) AT

Varianéni matice je pozitivn& semidefinitni: >>0
Cov(X+Y,Z)= Cov(X,Z)+ Cov(Y,Z2) (rozptyl a’ ¥ a libovolné linedrni kombinace a’ X nemiize byt zaporny).
Var(X +Y) = Var(X) + Cov(X, Y) + Cov(Y,X) + Var(Y)
Cov(AX,BY) = A Cov(X,Y) B'.
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Transformace Mnohorozmérné normalni rozdé&leni

Hustota mnohorozmé&rného normélniho rozdé&leni (za predpokladu plné

Hustota transformovaného vektoru se (v p¥ipadé potfeby) spo&itd podobn& hodnosti ¥) je:

jako hustota transformované nahodné veliciny.

_ 1 _
X ~ fx, zajimd nds hustota (prosté) trasformace Y = t(X)? f(x) = 27X M exp {—2(X —p) = (x - M)} -
Pokud J je jakobidn zpé&tné transformace X = u(Y), t.j., X ~ Np(p, X)
T = <8X’> _ <8u;(y)> 7 Vektor stfednich hodnot EX = p
dy; dy;

kh Y =t(X) ] Variangni matice X je Var{X} =X >0
pa ustota =t je:

fy(y) = abs(|7 ) fx{u(y)}

Priklad: Jaké je marginalni rozdéleni kazdé slozky nahodného vektoru?

P¥iklad: Cemu odpovidd kvadraticka forma (x — p)TX~1(x — p) ve vzorci
pro hustotu?
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Tyden 7 Momenty

Hustota Np(, X) je konstantni na elipsoidech

(x—p) = (x—p) = &

Pokud X ~ N,(u,X), pak ndhodny vektor
Y=X-p) T (X -p)

ma rozdé&len{ X,2; (protoZe tzv. Mahalanobisova transformace
Z=T VX —p) ~ Np(0,Tp) 2 Y = ZTZ = YP | 72).

(Pozn.: pokud varian&ni matici nahradime odhadem, tak ziskdme
tzv. Hotellingovo rozdéleni a mnohorozmérnou verzi t-testu.)
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Momenty
Mnohorozmé&rna delta metoda

Pokud /n(t — i) == Ny(0,X) a f = (f,....f,)T : RP — RY
jsou redlné funkce diferencovatelné v 1 € RP, pak f(t) je asymptoticky
normalni se st¥. hodnotou f(;) a varianéni matici D'EID, t.j.,

V{f(t) = F(1)} = Ng(0,DTED)  for n—s oo,

(p % q) je matice parcidlnich derivaci.

kde

t=pun

Pomoci této véty mlzeme také nalézt transformace “stabilizujici rozptyl”.
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Centralni limitni véta

Centradlni limitni véta popisuje asymptotické rozdéleni vybérového
priméru.

X1, X2, ..., Xp, i.i.d. z rozd&leni X; ~ (u, X)

Vvn(x — p) N Ny (0,X) for n— 0.

CLV lze pouzit ke konstrukci konfiden&nich elipsoidii (nepraktické) nebo k
testovani.

Normalni rozdéleni hraje ve statistice centralni tlohu.
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Priklady

@ Mnohorozmérné normalni rozdéleni:

e marginalni a podminé&na rozdéleni,
e nezdvislost,
e linearni transformace.

@ Standardizace.

@ Mahalanobisova transformace.

Priklad: T-test zapsanyipomocn' »nahodnych vektor("
(X ~ N,(p,diag(c?)), X, =1 X/n, S>=...).
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Tyden 8

Téma:

@ mnohorozmé&rnd data,
@ standardizace a Mahalanobisova transformace,
@ projekce a linedrni kombinace,

@ hlavni komponenty.
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IR Standardizace

Pramér a vybérova varianéni matice:

X1
X = =ntxT"1,
Xp
S = nlxTx —xx'

= ntxTx—ntxT1,1]x)=ntxTHX
Centrovaci matice H =7, — n_llnlI.
D = diag(sx,x;), kde Xj, j =1,..., p jsou sloupce matice X’
Centrovand data: Xc = X — n~11,1] X = HX
Standardizovana data: Xs = X¢D~ /2 = HXD1/?

Korela&ni matice R = D~1/28D~1/2,
NMAI 061 115 / 232

Mnohorozmé&rna data

Opakovani z minulého tydne:

X datovd matice (n pozorovani p-tice ndhodnych veli¢in, tzv. ndhodného
vektoru)

X11 X1p

X1 Xop
X = .

Xpl .- Xnp

Pt¥iklad: Grafické zndzorn&ni Svycarskych bankovek (6D) na obrazovce
pocitace.
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Tyden 8 Mahalanobisova transformace

Linearni transformace:
A (g x p) matice konstant:
Y=XA" = (y1,.,yn)"
y =Ax
Sy = ASy A"
Standardizaci ziskdme centrovand data s jednotkovymi rozptyly.
Mabhalanobisova transformace:
z; :S_l/z(x; —-X), i=1,...,n,
Sz=n'2"HZ=1T, Z=0.
Mahalanobisova transformace (sphering) vede na centrovana data

s jednotkovou varian¢ni matici (tj. nekorelované sloupce).
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Hlavni komponenty (principal components)

P¥i grafickém znazornéni mnohorozmé&rnych dat se chceme soustfedit na ty
nejdileZitéjsi projekce. Nejjednodussi metoda , hleddni zajimavych
projekci* je metoda hlavnich komponent.

Cil: nalézt standardizovanou linedrni kombinaci s maximalnim rozptylem.

§TX = Z}’:l djX; a pritom |[0]| =1
/

standardizovana

Var(6'X) = max &' Var(X)é.

max =
{o:lloll=1} {o:llsll=1}

Re¥eni pomoci linedrni algebry (spektralni rozklad matice):
0 =1 = prvni vlastni vektor Var(X)
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Pt¥iklad: (pokratovanf)

Prvni hlavni komponenta:

1

Y1 (X1 + X2)

N

a druha hlavni komponenta:

Rozptyl prvni hlavni komponenty je:

V2
= % {Var(X1) + Var(Xz) + 2 Cov(X1, X2)}

1 1
Var(Y1) = Var {(Xl + Xg)} =5 Var(X1 + X2)

1
= 5(1—|—1+2p):1—|—p:)\1.

Obdobné&: Var(Y2) = Ap.
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Priklad:
Dvourozmérné normalini rozdéleni N(0,X), X = ( ll) ’1’) ,p>0.

Vlastni &isla varian¢ni matice jsou A\; =1+ p a A =1 — p s vlastnimi

vektory

Hlavni komponenty tedy jsou

1 1 1
_ T o =
Y = (X -p) ﬁ<1_1>x
or
<Y1> _1<X1+X2>
Y2 \/§ Xl_XZ
AT o1 s 22

Tyden 8 Hlavni komponenty

Vlastnosti hlavnich komponent

Necht X ~ (u,X) a Y je transformace metodou hlavnich komponent,
t. Y =TT (X —p).

(Spektralni rozklad: ¥ = A", kde T je ortogonalni a A diagonalni.)

Pak plati:
EY; =0
Var(Yj) = Aj
Cov(Yi, Yj) =0, fori#j
Var(Yy) > --- > Var(Y,) >0
3, Var(Y;) = tr(E)
IT Var(Y;) = |2,

Interpretace: \;/tr(X) se povaZuje za podil celkového rozptylu X
vysvétleny j-tou hlavni komponentou.
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Necht Y = a' X je standardizovana linedrni kombinace nekorelovana Od hady, interpretace, ptiklady
s prvnimi k hlavnimi komponentami X. Pak Var(Y) je nejvétsi pro
a = Vk+1

V praxi se hlavni komponenty poditaji pomoci spektralniho rozkladu
vyb&rové varianni matice (S = GLG "), problémem miize byt zavislost na

Kovariance a korelace mezi PC a X mefitku. V R: preomp(), princomp().

Cov(X,Y) = EXYT)—EXEYT = E(XYT)

Pokud jsou jednotlivé promé&nné méFené v rliznych jednotkach, tak se
= EXXT)— pup'T = Var(X)r

doporuluje analyzovat standardizovand data (to je prakticky totéZ jako

= Y[ =TAT'T=TA spektralni rozklad korela&ni matice). V R: prcomp( , scale.=TRUE).
(N 1/2 Volba po&tu hlavnich komponent (dimension reduction) je zaloZena na
PXiY; = ij oXX velikosti vlastnich &isel (grafické zndzorn&ni: screeplot).

Interpretace hlavnich komponent je obvykle zaloZena na korelacich
hlavnich komponent s pivodnimi promé&nnymi a na hodnotadch hlavnich
komponent pro jednotlivd pozorovani (grafické zndzornéni: biplot).

Lze jednoduse spotitat, Ze Zi#’%(,-vj =1 (v grafu bude bod ,Y;" se
soufadnicemi pxy, leZet na povrchu koule), 377, pfm,j miizeme
interpretovat jako ¢ast variability X; vysvétlenou prvnimi r HK.

NMAI 061 121/ 232 NMAI 061 122 /232
Hlavni komponenty v praxi Tyden 9
Algoritmus:
L . i i i Téma:
@ Rozhodnuti, jestli budeme analyzovat plvodni nebo standardizované
promenne. @ linedrni model,
@ Volba pottu hlavnich komponent, kterymi miiZzeme nahradit plvodn{ .
o @ matice modelu,
promé&nné:
@ rozumn& maly polet HK, které pFitom vysvétluji podstatnou &ast o kvadraticka regrese.
celkové variability, @ residua,
HK, které vysvétluji vyssi, neZ primé&rné mnoZstvi variability (= 1 p¥i T v Ly o
@ = VYSVERILI vy P y(=1p e residudlni soutet &tverct (RSS),
standardizované analyze).
, . L. . .. @ koeficient determinace,
@ Interpretace hlavnich komponent (korelace s pivodnimi prom&nnymi,
hodnoty hlavnich komponent pro jednotlivd pozorovani). o odhady parametri v linedrnim modelu,

P¥iklad: Car Marks (carmean2), Timebudget (timebudget).
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Bylo:
MEli jsme nahodné vektory (X), EX, Var(X), ...
V praxi mame ndhodny vybér a datovou matici X', X = XTl,,/n,

S=XTHX/n

Uzite€né nastroje:

derivace f(x) = f(x1,...,xp),

Of (X1,.-,Xp)
o x)
X1,--Xp

of(x) %

Ox :
Of (x1,...,Xp)

Oxp

NMAI 061 125//232

Linedrni model

Y ~ (XB,0%T,)

Pro jednoduchost ptedpokldddme, Ze X ma plnou hodnost a p < n.
Y zavisle promé&nnd (ndhodny vektor),

[ nezndmé regresni koeficienty (nezndmé parametry),

X matice modelu = matice vysvétlujicich prom&nnych (matice
konstant),

o* rozptyl (nekorelovanych) ndhodnych chyb kolem st¥ednich
hodnot X (.

Linedrni model se ¢asto zapisuje také ve tvaru:
Yi= 1 X+ + BpXpi + iy

kde ¢; jsou nekorelované ndhodné chyby (m&Feni).
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Priklad:

Linedrni kombinace f(x) = a'x = a;x; + -+ + apXp.

Z¥ejmé plati:
of(x) a'x x'a
= = = a

Ox Ox Ox

Priklad:

Kvadratickd forma f(x) = x' Ax = > aixixj, kde A je symetricka
matice.

Jednoduse Ize ovéFit, Ze:

Ox T Ax
- = 2Ax
Ox
NMAI 061 126 / 232

Tyden 9 Linedrni model

Tvar zavislosti

Volba matice modelu X" ur€uje tvar zdvislosti (pomoci linedrniho modelu
Ize jednodude odhadnout i nékteré nelinedrni zavislosti).

Regresni koeficienty (3 se obvykle odhaduji metodou nejmensich Ctverci a
odhad se obvykle zna&i 3.

P¥iklad: Obecna p¥imka, p¥fimka prochdzejici po¢atkem.

P¥iklad: Kvadraticka regrese: Y; = g + 51.X; + /32X,-2 + i (4. linedrni
zavislost Y1 na X; a X?).
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Tyden 9 Linedrni model

Ptiklad: simulovana data
Skuteéna zdvislost je zde vyrazné& nelinedrni.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...
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P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...

Zden&k Hldvka (KPMS)

NMAI 061

Tyden 9 Linedrni model

Priklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,...

Zden&k Hlavka (KPMS)
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Tyden 9 Linedrni model

Pf¥iklad: simulovana data
Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...,n.
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Tyden 9 Linedrni model

Pt¥iklad: simulovana data
Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...,n.
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P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

Priklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,..
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...
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P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

Priklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

Pf¥iklad: simulovana data
Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...,n.
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Tyden 9 Linedrni model

Pt¥iklad: simulovana data
Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...,n.
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Pf¥iklad: simulovana data
Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

Pt¥iklad: simulovana data
Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...
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Pf¥iklad: simulovana data
Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...

I
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Tyden 9 Linedrni model

Pt¥iklad: simulovana data
Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,...

Zden&k Hlavka (KPMS)
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadratickd regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...
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Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + ﬁgX,?, i=1,...
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P¥iklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51.Xi + BgX,?, i=1,...

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061

Tyden 9 Linedrni model

Priklad: simulovana data

Kvadraticka regrese: EY; = Bo + 51Xi + ﬁgXiz, i=1,...
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Ptiklad: simulovana data Ptiklad: simulovana data
Kvadratickd regrese: EY; = Bo + S1.Xi + S X?, i=1,...,n. Kubicka regrese: EY; = Bo + B1.Xi + 2 X? + 33X3, i =1,...,n.
o | o |
— —
0 | 0
o o
o | o |
o o
1) 0
o o
[ [
° °
T <
0 0
K T
¢ f
o | a o | n
r?‘ T T T T T T (?‘ T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 02 04 0.6 08 10
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Tyden 9 Linedrni model Tyden 9 Linedrni model

P”klady P¥iklad: Linearni model s ,bodem zmény sklonu regresni pfimky"“.

Ptiklad: Polynomicka regrese.

10

P¥iklad: Modelovani periodicity (nap¥. sezénni zavislost):
Y; = awcos X; + fBsin Xj + €; (pomoci pravidel pro potitani
s goniometrickymi funkcemi ziskdme Y; = ~ysin(X; — &) + ;).

EY

P¥iklad: Nezdvisly ndhodny vyb&r: Y; = u+¢; (tj. B = EY = p).

P¥iklad: Dva nezavislé ndhodné vyb&ry (riizné moZznosti volby parametrii):
data “swiss” - porovnani porodnosti v katolickych a protestantskych
kantonech (1888).

Ptiklad: Vice vysvétlujicich proménnych a interakce. ‘ ‘ ‘ ‘

P¥iklad: Interakce spojité a faktorové vysv&tlujici prom&nné (nap¥. model
dvou regresnich p¥imek).
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Tyden 9 Linedrni model

Priklad: Linearni model s ,bodem zmény sklonu regresni pfimky"“.

o
=
o
=
o

20

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061

Tyden 9 Linedrni model

P¥iklad: Linearni model s ,bodem zmény sklonu regresni pfimky*“.

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061
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Ptiklad: Linedrni model s ,,bodem zmény sklonu regresni p¥imky".

10
1

o
=
1)

15 20
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Tyden 9 Metoda nejmensich &tverca

Metoda nejmensich ¢tvercil

Odhad regresnich parametri:

n
B = i Y; — X1+ X, )12
B 3rg5r2',{3p;{ (Bo+ BiXri+ -+ BpXpi)}

n

— ; . Y. B)2
—a@ggggﬁ X1

= in(Y —=x8)T(Y —xp8) = in f
arg min ( B) ( f) = arg min £(5)
Minimum funkce f(3) nalezneme vy¥eSenim rovnice

ot (p)
op

tj. 3= (XTX)1(XTY), pokud ma matice X plnou hodnost.

=2xTYy+4+2xTxB=0,
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Metoda nejmensich ttvercd
AN
Vlastnosti 3

Velice jednoduse Ize spoditat:
EB=...

Varﬁz...

Ptiklad: Kdy jsou odhady [3; nekorelované?

Pro odvozeni rozdéleni odhadu B potfebujeme navic pfedpoklddat znalost
rozdéleni ndhodnych chyb. To vede na normaini linedrni model a uvidime,
Ze ndhodné veli¢iny B,- maji za ptedpokladu normality t rozdéleni, které lze
pouZit pro testovani hypotéz o parametrech (; a ke konstrukci
konfidenénich intervald.
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Tyden 9 RSS a koeficient determinace

Residudlni soutet &tvercii: RSS = u' u.

Nevychyleny odhad parametru o?:

252 RSS  u'u Y u?
~  n—p n—p n—p

Koeficient determinace R?: jednoduché srovnani modelu s modelem bez
vysvé&tlujicich prom&nnych (odhad je pak primér Y):

RSS _Y(Yi—-Y)2—RSS
S(Yi=Y)? S(Yi=Y)?

Koeficient determinace ¥ikd, jak velka ¢ast variability kolem priméru
S(Yi — Y)? je vysvétlena zavislosti na vysv&tlujicich promé&nnych.

R?=1-
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Tyden 9 Vyrovnané hodnoty a residua

Prolozené (vyrovnané) hodnoty Y = X3 = X(XTX)1xTY = HY,
kde H je projek&ni matice do linedrniho podprostoru generovaného sloupci
matice X

EY =...

VarY = ...

Residuau=2=Y — XE = (Z, — H)Y miZeme interpretovat jako odhad
nepozorovanych ndhodnych chyb ;.

Eu=...

Varu= ...

Cov(Y,u) = Cov{HY,(T,— H)Y}=...
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Tyden 9 RSS a koeficient determinace

Pozndmky

@ Prakticky zajimavé hypotézy lze ¢asto formulovat pomoci hypotéz o
linedrnich kombinacich vektoru parametrd .

e Ptedpoklady (nap¥. nezavislost ndhodnych chyb, konstantni rozptyl)
se v&tSinou ové&fuji pomoci rlznych typd residui.

@ Za dodate¢ného predpokladu normality ziskdame normaini linedrni
model, ve kterém odhad MNC odpovidd odhadu metodou maximaln{
vérohodnosti a ve kterém umime vypocitat presné rozdéleni odhadu
(konfiden&ni intervaly, hypotézy o beta).

PF¥isti tyden: testovani jednotlivych parametri, testovani podmodelu,
normalini linedrni model, residua.
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Tyden 10

Téma:

@ normalni linedrni model,

testovani jednotlivych parametr( (za p¥edpokladu normality),

podmodel,
testovani podmodelu (za pfedpokladu normality),
interakce,

ové&fovani predpokladil linedrniho modelu (rezidua).
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Tyden 10 Normalni linedrni model

Vlastnosti

Véta: M3-li matice X' v normélnim modelu Y ~ N,(X 3, 0°Z,) hodnost
rovnou poctu jejich sloupcii, potom:

o B~ N(B,0%V), kde V = (XT X)L,
@ ndhodné vektory E a u (residua) jsou nezavislé,
o ~
Bi — B ,
J SM n—k—1, J ’ s By
@ interval (,73’\1 =S\ /Vijith—k—1:1—a/2; BJ + S\/Vjith—k—1:1-a/2) je interval
spolehlivosti pro f3; se spolehlivosti 1 — ¢,

@ mnozina R R
{(Be R (B=p)TXTX(B-f) < (k+1)S?Fisink-11-0}
tvofi konfidenéni mnoZinu pro 5 se spolehlivosti 1 — «
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Tyden 10 Normadlni linedrni model

Normalni linedarni model

Y ~ No(XB,0%T,)
Vyznam viech symboli je stejny jako u (oby&ejného) linedrniho modelu a

navic je jenom ptedpoklad normality.

Normalni linedrni model se ¢asto zapisuje ve tvaru:
Yi= Bo+ BiXyi+ -+ BiXki + €,

kde £; ~ N(0,2) jsou nezévislé ndhodné chyby (tj. budeme p¥edpoklddat,
Ze matice modelu X ma k + 1 sloupcii a v jejim prvnim sloupci jsou samé
jednigky).

St¥edni hodnotu i rozptyl odhadu B\jsme spotitali pred tydnem (oba
vzoretky samoziejmé plati i za dodateného predpokladu normality).
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Tyden 10 Testovani jednotlivych parametri

Testovani jednotlivych parametri

Podle pfedchozi véty (Zvara 2008, Véta 2.7) vime:

B -5 .
7_j_g'\"tn—k—lu J:O7'°'7k)

SV

Z toho plyne, Ze hypotézu Hp : §; = 0 zamitdme ve prospé&ch alternativni
hypotézy Hi : 8; # 0, pokud:

18]
— >t 11 .
Svjj_nkl,la/2
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Tyden 10 Testovani jednotlivych parametri Tyden 10 Testovani jednotlivych parametri

Testovani jednotlivych parametri Testovani linedrni kombinace

Zvara 2008, str. 22: V p¥ipadé mnohondsobné regrese p¥i hodnoceni

odhadil B; a zejména t-statistik musime byt obezfetni. Odhad f3; ukazuje Zajimavé hypotézy Ize €asto formulovat jako hypotézy o hodnot& n&jaké
odhad zmény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné j-té nezavisle linedrni kombinace parametrii modelu, napt. t' 5.

proménné, avsak p¥i nezménénych hodnotach ostatnich nezdvisle

prom&nnych. Testov statistika T; testuje hypotézu Hp : 5; = 0, takZe Konfiden&ni interval i test Ize zaloZit na statistice:

ukazuje, nakolik vypovidad o chovani stfedni hodnoty Y nad to, co o jejim tTE— 78
chovani vime z ostatnich nezavisle promé&nnych. Testuje hypotézu, podle T = ~ thk—1-
které j-ty regresor nesdélil o chovani stfedni hodnoty Y nic nad to, co Syt (xTx)tt

sdé&lily ostatni nezavisle promé&nné v modelu jiZz p¥itomné.

Ptiklad: Konfidenéni interval pro hodnotu regresni p¥imky v pevné

Priklad: Data Rubber: vystup funkce Im() v R: testové statistiky a zvoleném bodé x.

p-hodnoty.
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Tyden 10 Podmodel a testovani podmodelu Tyden 10 Podmodel a testovani podmodelu

Podmodel a testovani podmodelu Testovani podmodelu

Rekneme, Ze plati podmodel modelu Y ~ N,(X3,5%Z,), pokud pro
n&jaky vektor 8o plati Y ~ N,(XoB0,0°Z,), kde linedrni prostor
generovany sloupci matice Xp je podprostorem linedrniho prostoru

generovaného sloupci matice X' a hodnost Xy je ro < k + 1. Z ptedchozi véty plyne, Ze hypotézu Hp : 51 = ... Bk = 0 zamitdme ve

prospéch alternativni hypotézy Hi : 3j, 3; # 0, pokud:
Nové znaZeni: RSS je rezidudlni souget &tverci a S§ = RSSo/(n — ro)
rezidudlni rozptyl v podmodelu. Fo > Fri1—rg,n—k—11-a-

Véta: Plati-li v normalnim linedrnim modelu podmodel, potom

(RSSy — RSS)/(k+1 —rp) P¥iklad: Data Rubber: vystup funkce Im() v R: test hypotézy
RSS/(n—k —1) ~ Fiti-ron—k-1: Ho : B> = 53 = 0, funkce anova().

Fo=

Vytvéreni podmodelu: vypusténi sloupcli matice X nebo linedrni omezeni
na parametry.
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OvéFovani predpokladii Residua: u; ~ (0,02mj;), kde mj; je i-ty diagonaIni prvek M =T — H, tj.
m;=1—h;. V R: resid().

Normovana residua: v; = u;/(S,/m;j;), v normalnim modelu pro m;; > 0

lati Ev; = Varv;=1. VR: .
P¥edpoklady kladené na ndhodné chyby (nekorelovanost, konstantni plati Evi =0 a Varv rstandard()

rozptyl, pfipadné& normality) i na tvar modelu se nejast&ji ové&fuji pomoci Dal3i druhy residui Ize definovat pomoci modelu bez i-tého pozorovani:
residui.
Yi_q ~ (X_nB,0%T, 1),
U% jsme méli, %e v linedrnim modelu Y ~ (X3, 0%Z,) platf =1 = !
u=Y —Y =(Z—-H)Y = MY ~ (0,0>M), tj. sttedni hodnota residuf je kde Y[_jj a A[_jj jsou Y a X bez i-tého Fadku.
vzdy 0, ale residua maji rizné rozptyly a jsou zavisla.

Studentizovana residua: v;' = u;/(S[_jj\/mii), za platnosti normalniho
Kromé& obycejnych residui se zavadi i residua normovand, studentizovand a modelu v} ~ t,_x_o (Zvara 2008, str. 104). V R: rstudent ().
dalsi. .. Studentizovana residua lze vyuZit k testovani ,,odlehlosti* pozorovani.

Dal3i druhy residui: nekorelovand, parcidlni (s vylougenim vliv ostatnich
promé&nnych) viz Zvéra (2008).
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IR Ov&fovani predpokladil IR Ovefovani predpokladii

V praxi vzdy nezbytné:

e graf pozorovani s prolozenymi hodnotami (ov&Fit, Ze nevychdzi

Pomoci grafi residui Ize odhalit:
nesmysly),

o grafy residui (3patny tvar modelu, poruseni ptedpokladl, odlehla

@ heteroskedasticitu, (g
pozrovani).

@ 3patny tvar modelu (pokud nap¥. jsou residua nékde kladnd a jinde
zépornd), Testy o splnéni predpokladi:
e dilezité vynechané promé&nné (pokud vidime, Ze residua na n&jaké

vynechané proménné zavisi). @ tvar zdvislosti (nap¥. test podmodelu),

. » . 3 L . @ nezavislost pozorovani (Durbin-Watson),
Residua lze vyuZit k detekci odlehlych pozorovani (hlavné ta

studentizovand), ale vlivnad a zarovefi odlehld pozorovani mohou byt
»maskovand" (viz cvi¢en).

@ konstantni rozptyl (homoskedasticita) - nap¥. test shody rozptyli
pouZity na prvni a posledni tfetinu residuf,

@ normalita - test normality pouZity na residua (Shapiro-Wilk).

P¥isté: problémy, které mohou nastdvat i p¥i splnéni vSech pfedpokladi
(leverage—vlivnd pozorovani, multikolinearita).
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Tyden 11 Vlivna pozorovani

Y = HY, kde H = X(xTx)1xT

fema: Tedy \A’, = 27:1 hi;Y; a hj; udava, nakolik dilleZité je i-té pozorovani pro
e vliv jednotlivych pozorovani v linedrni regresi: odhad Y;. Takzvana vlivnd pozorovani maji velkou hodnotu h;; (a
o leverage, automaticky i maly rozptyl Var uj/oc = mj = 1 — hj;).
e DFFITS,
e DFBETAS,

hi; se oznaluje jako hat.diag nebo leverage (a zavisi pouze na X).
o Cookova vzddlenost,

o multikolinearita: _ Vime, Ze rank(H) = p = k 4+ 1. H je idempotentni a tedy jeji vlastni &isla
e Cisla podminénosti,

o VIF Ai jsou 0 nebo 1 (t&h musi byt p). Z toho plyne, Ze tr(H) = >_ \; = p.

Primé&rna hodnota h;; je p/n a i-té pozorovani bude (v R) ozna&ené jako
vlivné, pokud hj; > 3p/n (viz R funkce influence.measures()).
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Jak se zméni odhady pFi vynechani i-tého pozorovani?

DFBETAS: A ~
%) Bj — Bl-ij Jak se zméni cely vektor Y pFi vynechani i-tého pozorovani?
A,‘ i) =
SEVY Cookova vzdalenost:
mé¥Fi vliv i-tého pozorovani na odhad j-tého regresniho koeficientu.
1 o o 2 hii 1
o Di= IV = ViglP = =
Kritérium: |A;(5j)| > 1. pS mii p

kde normované residuum v; m&¥i ,odlehlost” a hji/mj; ,vlivnost".

DFFITS:

~

Yi— Yia

—_— . V’
= M
\/ Var'Y; "

Kritérium: |A;(EY;)| > 3+/p/(n — p).

b Kritérium: F, ,_p(D;) > 0.5, kde Fp n—p je distr. fce rozdéleni Fp p_p.
AI(E\/I) — 1
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Tyden 11 Vlivnd pozorovani

Jak se zméni pFesnost odhadii pFi vynechani i-tého pozorovani?

COVRATIO:
COVRATIO = 2 Bl _ 1 (”‘P—V?>p
|Var B mij \ n—p—1

Kritérium: |1 — COVRATIO| > 3p/(n — p).

Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061
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Multikolinearita

Trocha teorie: v modelu Y ~ (X 3,02T) plati:
EY|? = [|XB|* + o® rank(X).
Ma-li X plnou hodnost, pak:
E|IBIP = (1817 + o” tr(x T x) "

Stfedni hodnota délky odhadu \:/ tedy zavisi pouze na hodnosti X,
zatimco stfedni hodnota délky 3 zavisi na stop& matice (X T X)71,

prakticky tedy na souctu singuldrnich hodnot X umocnénych na —2.
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Priklad

P¥iklad:
Animals (MASS): 1m(), plot.lm(), influence.measures().

Jsou splnéné predpoklady norméiniho linedrniho modelu? Kterd pozorovani
jsou vlivna?

Jak se situace zméni p¥i pouZiti logaritmické transformace?
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Tyden 11 Multikolinearita

Detekce multikolinearity

Pokud ma matice X hodn& malou singularni hodnotu, tak odhad B bude
nabyvat velkych hodnot (zaroveii bude mit i velky rozptyl) a odhady
regresnich koeficientli nebudou mit rozumnou interpretaci.

Znakeni: dy > dp > -+ > di jsou singuldrni hodnoty Xy (matice modelu
s centrovanymi regresory bez absolutniho €lenu).

Cislo podmin&nosti:
R(X) = (di/dy)?.
Kritérium: r(X) > 25.

Indexy podminénosti:
nj = (ch/dj)?.

Ob& tyto charakteristiky ale (bohuZel) zavisi na mé&fitku.
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Variance inflation factors

Ve standardizovaném regresnim modelu lze odvodit:

—= 1-R?> 1
V. —
ar n—k—11-R?

kde BJ’-‘ je odhad j-tého regresniho koeficientu ve standardizovaném
regresnim modelu, R? je koeficient determinace a RJ-2 je koeficient
determinace pfi regresi X; na ostatni vysvétlujici promé&nné.

VIF; =1/1 - Rj2 udava, kolikrat se zvétsi rozptyl odhadu BJ* kvili
korelacim mezi vysvétlujicimi proménnymi.

Implementace v R: funkce vif () v knihovné car.
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Téma:

@ lvod do planovani experimentd,
@ pocitalové experimenty,

@ regresni experimenty.
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G e
Pozndmky

Problémy s porusenim predpokladil Ize Fesit:

@ transformaci zdvisle prom&nné (heteroskedasticita, nenormalita),

@ Upravou regresniho modelu,

@ pridanim vysvétlujici promé&nné,

@ pouZitim obecného linedrntho modelu (zndmé korelace) nebo zobecn&ného
linedrniho modelu (nenormalita),

@ vypusté&nim odlehlych pozorovani nebo pouZitim robustniho odhadu.
Problémy s multikolinearitou lze FeSit:

@ naplanovanim experimentu,

@ pouZitim ,stabilngjsiho" odhadu (h¥ebenova regrese, LASSO),

@ regresi na hlavnich komponentach (problémy s interpretaci).
Problémy zpiisobené zavislosti mezi ndhodnymi chybami Ize YeSit:

@ metodami &asovych ¥ad,

@ modely s ndhodnymi efekty (Bayesovské hierarchické modely, GEE, apod.)
NMIAY 61 159 / 252

Tyden 12

Navrhovani experimenti

@ Navrh experimentu X vyhodnoceni experimentu.
@ Bias x randomizace?

e Podil statistika na ndvrhu experimentu (&asto je statistik p¥izvdn aZ
po skoncenf sbéru dat).
@ Planovani rozsahu vyb&ru (v praxi ¢asto ex post).

@ Plan experimentu musi poditat s finanénimi a zakonnymi omezenimi i
s fyzikalnimi zakony.
Nap¥. v regresni analyze je rozptyl 3 uréen rezidudlnim rozptylem o2
(ktery vé&tSinou neumime ovlivnit) a matici experimentu X', kterd je uréena
tim, jak experiment napldnujeme.
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Design of computer experiments

K YeSeni komplexnich analytickych problémi se &im dal &astéji pouZivaji
slozité potitacové simulace.

P¥edpoklddejme, Ze chovéni n&jakého zatizeni (nebo procesu) zavisi na
ndhodném vektoru X = (X1,...,Xs)"; FWO3 [Fang, K. T., & Wang, Y.
(1993). Number-theoretic methods in statistics. CRC Press| uvadi p¥iklad
elektrického obvodu, jehoZ chovani zavisi na charakteristikach, které se
obvod od obvodu mirn& (ndhodng) lisi (dalsi pFiklady: umélé bytosti,
rozmisté&ni v&trnych elektrdren, ¥izené strely).
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Odhad stfedni hodnoty

Jeden mozny odhad, zaloZeny na vybérovém priiméru nasimulovanych
hodnot h(X) Ize snadno ziskat metodou Monte Carlo:

@ generujeme vektory X; z rozdéleni X,
@ Eh(x) odhadneme vyb&rovym priimérem h = S"7_, h(X;)/n.

Poznédmka 1: podobné metody se pouZzivaji i p¥i numerickém integrovani
(v&rohodnostni funkce pro GLM s ndhodnymi efekty) nebo p¥i
experimentech typu inventarizace lesa (odhad primé&ru nebo dhrnu ve
vicerozmé&rném prostoru).

Pozndmka 2: odhad metodou Monte Carlo je konzistentni, ale neni pf¥ilis
eficientni—r0zni autofi proto navrhli jiné zplisoby generovani X;, které
vedou na odhady h s menim rozptylem (tyto metody se v&tinou snai
generovat hodnoty X; vic “rovnomé&rn&”).
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Tyden 12

Design of computer experiments

Pro pFisluiné za¥izeni je pak vyvinut matematicky model (nap¥. systém
diferencidlnich rovnic), ktery umoZiiuje naprogramovat odpovidajici
potitatovou simulaci. Vysledek (jako funkce zadanych vstupnich
parametril) obvykle nebyvad ndhodny a nem3 tedy smysl stejnou
poditatovou simulaci opakovat; misto toho se snaZime najit

tzv. ,space-filling design".

Casto nés zajima st¥edni hodnota (nebo kvantil) n&jaké charakteristiky,

tj. nap¥. Eh(X) (spotitand “p¥es ndhodné vlivy nap¥. pocasi” pro pevné
hodnoty “kontrolovanych parametrd”).

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061 163 / 232

Tyden 12 Latin hypercube sampling

Latin hypercube sampling (LHS)

Princip metody “latinskych hyperkostek” se trochu podoba tzv. latinskym
Etvercm. Cilem je zarudit, aby vysledny vybér X; rovnomérné pokryval
marginalni rozdéleni vech slozek ndhodného vektoru X = (Xg,...,Xs)".

P¥edpokladejme, Ze distribu¢ni funkce X je F(x) = []i_; Fk(xk).
Jedna varianta postupu p¥i generovani LHS je:

@ Generujeme matici P dimenze (n X s), jejiz kaZdy sloupec je nezavisla
ndhodnd permutace {0,1,...,n—1}.

@ Generujeme matici U dimenze (n x s), jejiz prvky jsou iid U(0,1)
(nezdvislé s P).

@ Zvolime {x; = (Xj1,...,X;s) ,j=1,...,n}, kde

xjk = Fi  {(pjx + ujx)/n}

je vyb&r rozsahu n z rozd&leni F(x) ziskany metodou LHS.
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Ptiklad: LHS pro s =2 a n = 6.

AX2

1
°
L]
®
®
®

0 > X1

0 1
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Good lattic poins
Good lattice points (glp)

Pokud {x} oznaluje desetinnou &3st &isla x, pak xx; snadno vypolteme

jako:
2kh; — 1
KE\ T2 J

Véta: Pro kaZzdé prvocislo p existuje vektor pfirozenych &isel
hp = (h1, ..., hs) takovy, Ze mnoZina sitovych bodi generujiciho vektoru
(p; h1, ..., hs) ma diskrepanci D(p) < c(s)p~(log p)°.
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Uniform random design (URD)

Dal3i moZnost je pouZit metodu glp (good lattice points). Postup (pro

generovani rovnomé&rné rozloZenych bodi uvnit¥ jednotkové krychle) je
nasledujici:

@ Generujeme glp mnoZinu {ax € [0,1]°,k =1,..., n} pomoci

generujiciho vektoru (n; hy, ... hs).

@ Generujeme n ndhodnych vektord u; € R® s rovhomérnym rozdélenim
na (—1,1)%,

© Vybé&r metodou URD je {xx, k =1,...,n}, kde
Xk = ak + uk/2n.
FWO3 [Theorem 5.3-5.4] ukazuji, Ze odhad h, je asymptoticky
nevychyleny (|Eh, — E(h(X))| = O(n~!log® n)) a
Var(h,) = O(n~?log® n).
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ARLEURPIN  Good lattice points

P¥iklad: 21 bodi ziskanych pomoci riiznych generujicich
vektord (FW93)

05}, 05
0 [
0 05 1 0 05 1
(a) (21:1.5) (b) (21:1,13)
1 1
osp - s T 05
"o 05 1 "o 0.5 1
(© (21:1,19) (@ (21;1,20)
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Generujici vektory glp pro malé na s € {2,3,4}. Jednoducha linedrni regrese
Table A.13 s=2,h; =1 Priklad:
n|5|7]9|11|13|15|17|19(21|23|25|27|29|31
ho|2|3|4| 7| 5|11| 5|14|13| 9| 7|16(23|21 Y/ _ 50 +61Xi Te, € _jSOU Ild, E€,‘ _ 07 Varg,- _ 0_2.
Vime, e Var f = 02(XTX)" 1 = ... tedy:

Table A.14 s=3,h; =1

n|5(7|9|11|13|15|17(19|21|23|25|27|29|31
ho(2|2(2] 3| 3| 2| 3 2016 |11
hg|4|4|4| 5| 9| 7| 9| 9|10|18|14|22|24]|28

@ [y a 1 jsou korelované (korelaci Ize ,,vynulovat” vycentrovanim
vysvétlujici prom&nné),

w
'
—
(2}
(e 4]

° 2
A O n
Var 31 = /. =1

n > (xi — Xn)
Table A.15 s =4,h; =1
n|7][9]11]13]15]17]19] 2123 25]27[ 2931 ) . A o
hal2|2] 2] 6| 2] 2| 5] 2| 2| 4| 5] 4|15 Pokud tedy chceme ziskat co nejpfesnéjsi odhad (1, musi byt
hs|3|4| 5| 8| 4| 4| 7|10| 5| 6[17| 6|19 S (xi — Xa)?/n co nejvétéi (pokud x; mizeme volit v intervalu [a, b], tak
hy|6|7| 7|10| 8] 8| 9[17]10] 9251622 polovina mé&feni = a a druhd polovina méfeni = b).
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Prvni ndvrh experimentu pouzivd tato ¢tyfi méreni:
Pt¥iklad: Na laboratorni vaze potfebujeme co nejpfesnéji urcit vahu t¥

predmétil (01, 02, 03). Pfedm&ty miZeme vazit jednotlivé i ,po skupindch®. no o= Oatea
yo = O1+04+e
Vyjdeme z nasledujicich predpokladi: Y3 = 0o+ 04 +e3
@ vahy nejsou zkalibrované a v8echna méreni tedy ovliviiuje ya = O3+04+ecq
systematicka chyba mé¥eni 0,.
@ viechny ostatni vlivy povaZujeme za ndhodné (s konstantnim Pro matici experimentu mame
rozptylem).
ptylem) 0 001 -1 100
oy o 1 001 -1 010
Jednotlivé mé&feni miZzeme tedy zapsat jako: — -1 _
F 01 0 1/f° F -1 0 01
yi ={F}inbr + {F}i2b + {F}i3t3 + 04 + i, 0011 1000

kde Ec; =0 a Vare; = o2. ~
Ze soustavy normalnich rovnic snadno plyne, e § = F~1y a nasledn&
Var0; = 202 pro i = 1,2, 3.
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Druhy ndvrh experimentu pouZivd tato cty¥i méfent: Linedrni model (V|'ce forma’|né)

— 01+ 0y +03+04+¢ .
7 R C Pedpokladéme, Ze m&Fend vystupni velitina y(x) v pokusu x € H (kde H

2. = thtbate ozna&uje mnoZinu viech moznych pokusti) ma tvar:
y3 = 02+0s+es3
y4_ f— 93+94+E4 y(X):elfl(X)—I_emfm(X)+€(X)7
tj. zkracené
Pro matici experimentu mame y(x) =07 f(x) + e(x),
111 1 1 1 —1 —1 kde Eg(x) =0 a Vare(x) = 0%(x). Predpokldddme p¥itom, e rozptyly
100 1 L1 1 -1 1 -1 02(x) jsou zndmé nebo Ze alespoii 0?(x) = kw(x), kde w(x) zndme.
F= F ==
0101 2 bl ! Necht N oznaluje predepsany (dovoleny) potet pokusii, pak kazdou N-tici
0 011 -1 1 1 1 s (1) (N) .. Y . , .
bodli x'*, ..., x\"") mnoZiny H povaZujeme za ndvrh experimentu se
stanovenym rozsahem N. Né&které pokusy se pfitom mohou nékolikrat
Méme tedy 1 = (yi +y2 —y3 —ya)/2, ..., O3 = (y1 —yo — y3 + y4)/2 a opakovat. Pfedpokladdme, Ze pokusy se opakuji nezavisle a nezdleZi tedy
Var0; = o2 pro i = 1,2, 3. na jejich potadi.
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Tyden 12 N&vrh experimentu Tyden 12 N&vrh experimentu

Informaéni matice Normovana navrhovd mira a normovana informaéni matice
Pokud x() ... x(N) je ndvrh experimentu s rozsahem N, pak pro vektor
nam&Fenych hodnot y = (y(xM), ..., y(xXM))T mime
Y y =0 q ) Necht x(1), ... x(N) je navrh experimentu s rozsahem N. Normovanou
y =F0+¢, ndvrhovou miru ¢ ptidruzenou k x(1), ... x(V) definujeme jako:
kde {F}; = fi(x), proi=1,...,Naj=1,....,m. £(x) = N(x)/N; (x € H),
Informacni matice je kde N(x) je potet opakovani pokusu x v ndvrhu xM o x(N),

Z¥ejmé plati M = NM(&), kde

M(E) = FROFT (x)o 2 (x)E(x)

x€EH

N
M=FTEF =Y " f(xN)fT(xD)o=2(x1),
i=1

kde X2 je diagonalni matice s prvky o(x()) na diagonile.

. 1 (i < 0y oy . [ . je tzv. normovand informalni matice.
Matice M~! (p¥ipadn& h" M~h) je kovarianni matice nahodného vektoru )

0 (p¥ipadn& odhadu odhadnutelné funkce h'#). Informa&ni matice M tedy
Ize vyuZzit p¥i uréovani kvality ndvrhu experimentu.
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Normovand navrhova mira a normovana informaéni matice

Pro normovanou ndvrhovou miru & (nebo struén&ji ndvrh &) plati:

Q ¢(x)>0proxeH,

e er}[ g(X) = ]-,
@ mnozina {x; x € H,&(x) > 0} je konetna.

V této kapitole budeme kazdou funkci £ definovanou na H a spliiujici tyto
t¥i vlastnosti povaZovat za normovanou navrhovou miru.

Navrh £ interpretujeme tak, Ze mé&feni probihaji pouze v téch pokusech,
pro které je £(x) > 0 a &islo £(x) je pfimo Umé&rné pottu nezavislych
opakovani pokusu x.
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Elfvingova metoda

Elfvingova metoda minimalizace rozptylu odhadu h' @ (d-optimalita) je
ndsledujici:

Ur¢ime mnoZinu

{8 U o)

a jeji konvexni obal S.

Oznalme p p¥imku prochazejici po¢atkem a rovnob&Znou s vektorem h.
Oznaéme P bod, ve kterém p¥imka p protina hranici mnoZiny S. Bod P lze
zapsat jako konvexni kombinaci bodd mnoziny T, tj. P =31, Nif (x(),
ktera zaroveii urtuje d-optimalni ndvrh £*(x(0) = |);].

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061 180 / 232

Tyden 12 Navrh experimentu

Porovnavani ndvrhi regresnich experimentd

Dva ndvrhy £ a i povaZujeme za ekvivalentni, pokud M(&) = M(n),
tj. pravé tehdy, kdyZ Varg(h'0) = Var,(h'60), Vh € R™.

Navrh £ je stejnomérné lepsi, nez navrh 7, pokud
Vare(hT6) < Var,(h"8), VheR™.

To plati pravé kdyz je matice M(£) — M(n) je pozitivné semidefinitni
(uT[M(&) — M(n)]u > 0, Yu € R™). Pokud parametr h' 6 nenf p¥i &
odhadnutelny, definujeme Varg(h'0) = oco.

Stejnomérné nejlepsi ndvrh £ obecn& neexistuje a misto toho se obvykle
optimalizuji jistd pfedem zvolend kritéria optimality experimentu (obvykle
rozumné miry “velikosti” informa&ni matice).

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061 179 / 232

Tyden 12 N&vrh experimentu

Ptiklad: Na zkuSebni draze se ovéfuje tah motoru p¥i zrychlovan{
automobilu. Zjednodusené miiZeme pohyb automobilu po testovaci draze
popsat funkci

s(x) = vx + 2x%/2,

kde s(x) je poloha automobilu v ¢ase x, v je rychlost v &ase 0 a z je
zrychleni. Parametry v a z nezndme. PouZité méfici zafizeni umoZziiuje
zmé&fit polohu automobilu 10x v &asovém lseku 0-10s (moZnd jsou i
vicendsobnd méfeni polohy ve stejném &ase).

PouZijeme model
z
Ey(xi) = vxi + §X'2 = 01x; + 92X,~2,

kde Vary(x;) = 02 (a f(x;) = (x;,x?)") s informa&ni matici
10

_ o )T (x a_z_i ZX2 ZX?)
M—kzzjlf( Wf (o™ = 2 <Zx:§ ZXZ‘)'
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Tyden 12 Navrh experimentu

Nejd¥ive chceme nalézt optimalni experiment pro uréeni zrychleni.
V takovém ptipadé€ je vhodné zvolit kritérium d-optimality pro vektor
h=(0,1)", tj. minimalizovat funkci

b1 (M) = (0, )M (2) .

Na hledani d-optimalniho ndvrhu miZeme pouZit Elfvingovu metodu.

MnoZina T je na obrazku vyznalena plnou ¢arou, jeji konvexni obal
(mnoZina S) je ohranitena ¢erchovanou ¢arou (v origindle
~bodkotiarkovane").

Na obrazku je vyzna&en bod P jako prise&ik hranice mnoZiny S a
vektoru h. Bod P pak vyjadiime jako linedrni kombinace bodli A a B
z mnoziny T.
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Névrh experimentu
d-optimdini ndvrh tedy je:
£*(45) = 0.7
£(10) = 03

Informaéni matice ndvrhu
o 2] [{(45)* (45)3 102 103 -
M) =0 [<(4_5)3 (4.5)* 0.7+ (193 10¢)03|=+

Varianéni matice odhadu HAje

0.2555 0.0283
—Lfexy 2
M) =0 <0.0283 0.0001>

a rozptyl odhadu parametru 62 je 10~%02.
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Bod P je definovan jako prisecik hranice mnoZiny S a vektoru h a lze jej
zapsat jako konvexni kombinaci bodli A a B:

o ()= (3)-0r(C25) <05 ()
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Doporudeny postup pt¥i navrhovani experimentu

@ Stanoveni modelu experimentu: co miZeme méfit; vztah mezi
pozorovanimi a nezndmymi parametry; uréeni presnosti mé&feni (sta&i
az na multiplikativni konstantu); co chceme odhadovat (volba kritéria
optimality).

@ Vypocet optimalniho navrhu experimentu: podle odborné
literatury; porovnani s n&jakym jednoduchym (rozumnym) ndvrhem
experimentu.

e OvéFeni vypocteného navrhu experimentu: je ndvrh , dobry* i
podle jinych kritérii optimality?; zvazit drobné tpravy, které p¥ilis
nezhorsi vlastnosti a pfitom experiment zjednodusi; ové&Fit
proveditelnost experimentu.

POZOR: optimalni ndvrh experimentu nemusi umoZiiovat ové&feni
predpokladii pouZitého modelu (nap¥. o tvaru regresni pfimky)!
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Tyden 12 Navrh experimentu Tyden 13

Software a cvi¢eni Tyden 13

Knihovna AlgDesign v R: funkce optFederov() a optMonteCarlo().
Téma:

Cviteni 1: Pomoci funkci knihovny AlgDesign zkuste ovéfit navrh

. X .. @ Uvod do logistické regrese,
experimentu pro odhad zrychleni (i pro jiné odhadované parametry).

@ odhad a interpretace parametri,

@ deviance,

Cviteni 2: Zkuste odvodit optimalni ndvrh experimentu pro vaZeni
predm&ti na dvoumiskové laboratorni vaze (tj. pokud se vdZzené predméty
daji pokladat na ob& misky).

@ test nezavislosti v kontingenéni tabulce.
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

Kontingen¢ni tabulka Priklad:
4 <— Finance
X = 0 <— Energetika
V socidlnich v&dach se &asto vyskytuji nomindlni (faktorové) proménné. N 1 < HiTech
5
Proménna Z ma [ drovni.
T Frankfurt
Proménna Y ma J udrovni. T Berlin

T Mpnichov
Dohromady mame /J kombinaci drovni faktord Z a Y.

Kontingentni tabulka: se¢teme vyskyty jednotlivych kombinaci (Z,Y) ve
vybéru a vysledek zaneseme do tabulky s / ¥adky a J sloupci.
V kaZzdém policku je uveden polet méFeni s odpovidajici kombinaci hodnot

ZayY. Marginalni rozdéleni Z: ;. je pravdépodobnost, Ze Z se rovna i.

Sdruzené rozdéleni: 7jj = P(Z =i, Y =) je pravdépodobnost, Ze Z se
rovna i a zarovell Y se rovna j.

Marginalni rozdéleni Y: 7 ; je pravdépodobnost, Ze Y se rovnd j.
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

Nezavislost

Vztah mezi Z a Y miZe byt popsan jejich sdruZenym rozdélenim,
podminénym rozdélenim Z za podminky Y nebo podmin&nym rozdélenim
Y za podminky Z.

Z a Y jsou nezavislé pravé tehdy, kdyZ pro viechna i a j plati:

™\ = /T = T,

| = i/ 7. =T

nebo Tjj = Tj.T.j.

mjj oznakuje nepozorované (nezndmé) skutedné pravd&podobnosti.

Pozorované relativni Eetnosti budeme znatit pjj = X;jj/Xes, kde x;; jsou
absolutni &etnosti a X6 je rozsah vybéru.
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

Za predpokladu nezavislosti ziskdme maximalné vérohodné odhady:

Rjj = PiePej = (XieXej)/Xeu-

Obvyklym zpiisobem Ize nyni odvodit test nezavislosti pomérem
vérohodnosti v kontingen&ni tabulce (Likelihood-Ratio Test of
Independence). Testova statistika je:

[T IT;(Xiexe;)™
G? = —2log iU T 5SS i log(xy /),
X2 Hi Hj Xiju Z Z Y yr=y

kde E;; je odhad otekdvanych Cetnosti za predpokladu nezdvislosti ,
E,'j = ﬁ',‘jX.. = (X,'.X.j)/X...

Za platnosti nulové hypotézy (nezavislost) ma G2 rozd&leni X%I—l)(J—l)'
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

Pro odvozeni testu mize byt ddlezité, jakym zplsobem kontingenéni
tabulka vznikala.

@ Poisson sampling

(v3e je ndhodné)
@ Multinomial sampling

(celkovy potet pozorovani, tj. soucet x;; je pevn& dany)
@ Independent multinomial sampling

(celkovy polet pozorovéni v kazdém ¥adku nebo sloupci je pevn&
dany)

Vérohodnostni funkce sice zdvisi na tom, jak kontingen&ni tabulka vznikla,
ale maximadln€ v&rohodny odhad 7j; nastésti vyjde pokaZzdé stejng
Tij = Pij = Xij/Xee,
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

Pearsoniiv y°-test nezdvislosti

Nejcastéji pouZivany test nezdvislosti v kontingenéni tabulce je zaloZen na

testové statistice: L
Xji — E--)2
X2 — ( y y .
yoy bu BE

i=1 j=1

Za platnosti nulové hypotézy (nezavislost) m4 testovd statistika X2
rozdéleni X%lfl)(Jfl)‘

Jako p¥edpoklad pro pouZiti tohoto testu se obvykle poZaduje, aby vSechny
olekavané Cetnosti byly alespoii 5. Pokud jsou &etnosti niZsi, lze pouZit
napt¥. Fisheriiv pfesny test.
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Tyden 13 Test nezdvislosti v kontingen&ni tabulce

EYE/HAIR black brown red blond
d.brown 68 119 26 7
1.brown 15 54 14 10
green 5 29 14 16
blue 20 84 17 94

> chisq.test(eyehair)
Pearson’s Chi-squared test

data: eyehair
X-squared = 138.2898, df = 9, p-value < 2.2e-16

Tyden 13 Logisticka regrese

Logisticka regrese

Linedrni model nelze dob¥e pouZit, pokud zdvisle proménnd miiZe nabyvat
pouze dvou hodnot (0/1, dsp&ch/nelspéch, smrt/p¥eZiti).

Logisticka regrese je uréena pro situace, ve kterych ma zavisle promé&nna
Alternativni (nebo Binomické) rozdéleni.

Pt¥iklad: Birthwt (MASS), zavisle proménna = nizkd porodni vaha.
Alternativni (Bernoulliho) rozd&leni A(p;):
PYi=1)=p, P(Yi=0)=g=1-p:

Alternativni rozd&leni A(p;) je specidlni p¥ipad Binomického rozd&leni

Zamitdme nezdvislost a jako daldi krok bychom se mohli podivat, které B(n,pi) s n=1.

pozorované Cetnosti jsou pfFilis malé nebo pFilis velké.
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Tyden 13 Logisticka regrese

Model logistické regrese

M&jmé& zavisle prom&nnou Y1, ..., Y, (0/1) a k vysvétlujicich promé&nnych

xj o i=1,...,nj=1,... k.

Model logistické regrese: Predpokladame, Ze Y; ~ A(p;) pro
i=1,...,n, kde

1
1+ exp{—(Bo + Pixi1 + -+ Bixik)}

E(Yilxi) = pi

tj. ekvivalentné

logit(p;) = log < P > = Bo + Bixi1 + - + BXik-

1—pi
Pozorujeme Y; a xj, i=1,...,n,j=1,..., k a chceme odhadnout
neznamé parametry (o, 51, - - ., Bk.
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Tyden 13 Logisticka regrese

Interpretace koeficienti

Binarni vysvétlujici proménna
(Data lIze zapsat jako kontingen&ni tabulku 2 x 2.)

logit(p;) = log <1 fip) = Bo + Bixi1
1

Pro x;1 = 0 mame:

1 exp o 1
pi = = a l—-pp=———.
1+exp(—Bo) 1+expfo 1+ exp o
Tj. 8ance p; /(1 — p;) = exp(Po) a koeficient
Pi
fo = log (1 >
—Pi
je logaritmickd %ance (log odds) na tsp&ch p¥i xj; = 0.
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Tyden 13 Logisticka regrese Tyden 13 Logisticka regrese

Interpretace koeficientdl Interpretace koeficientd

Pro x;; = 1 mame: Pomér sanci (odds ratio) a logaritmicky pomér 3anci (log odds ratio)

1 exp(Bo + B1) . 1 Pomé&r Sanci pfi x;1 =1 a xj1 =0 je:

p- — = —p pr— .
" 14exp(—Po—B1)  1+exp(Bo+ Br) " 14 exp(Bo + 1) exp(Bo + B1)
ExplPo T+ P1) _ exp(f1)
Tj. $ance p; /(1 — p;) = exp(Bo + 1) a koeficient exp(fo)
Bo + 1 = log (1 Pi > Koeficient /31 se oznaluje jako logaritmicky pomér 3anci (log odds ratio).
—Pi

je logaritmicka %ance (log odds) na tspéch p¥i xj; = 1. P¥iklad: Pokud mdme (31 dané, pak se Sance na uspéch (pfi xj1 = 1) zvysi

exp(f1)-kréat. Podle Taylorova rozvoje miZeme aproximovat

exp(f1) =1+ 1 = 100% + 1 x 100% a (1 x 100 zhruba ¥ika, o kolik
procent se (p¥i x;1 = 1) zvy3i ance na dsp&ch.

Nap¥. 51 = 0.1 odpovidd zvy3eni $ance na usp&ch asi o 10%.

A4

Koeficient 51 tedy udava, o kolik se zvysi logaritmickd Sance na Gspéch pfFi
xj1 = 1 (v porovndni se 8anci na tsp&ch p¥i x;; = 0).

NMAI 061 108 / 232 NMAI 061 199 / 232
Interpretace koeficienti
Birthweight
Spojita vysvétlujici proménna
gance, kdy? x; = x: exp(Bo + SB1x) °
gance pfi x; = x + 1: exp{fo + S1(x + 1)} Eh
z
podil 3anci p¥i jednotkovém zvyZeni x;: exp(/1) 3
logaritmicky podil 3anci (p¥i jednotkovém zvyZeni x;): 31 5 |
Vice vysvétlujicich proménnych = U

100 150 200 250
Koeficient 3; udava vliv j-té vysvétlujici promé&nné na pravdépodobnost

(3anci) Uspéchu za ptedpokladu, Ze hodnoty ostatnich vysvétlujicich
promé&nnych se neméni.
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Zden&k Hldvka (KPMS)

Tyden 13 Logisticka regrese

Call: glm(formula = low ~ lwt, family = binomial)

Coefficients:
(Intercept) lut
0.99831 -0.01406

Degrees of Freedom: 188 Total (i.e. Null); 187 Residual
Null Deviance: 234.7

Residual Deviance: 228.7 AIC: 232.7

1
"~ 1+ exp(—0.646733 + 0.002577 x lwt;)

Pi

NMAI 061

Logiticks regree
Odhad parametrti (MLE)

P¥ispévek i-tého pozorovani do v&rohodnostni funkce

L(pilY7) = P (1 = pi)* 7.

202 / 232

Vé&rohodnost je L(5]Y,x) = Hpiy"(l — pi)tYi, kde p; zavisi na 3; a x;.

Logaritmicka vérohodnost:

> Yilog(pi) + > (1 - Yi)log(1 - pj)
= Z Yilog{pi/(1—pi)} + Z log(1 — pi)

181, x)

= > Yi(Bo+ +Bixin + - + Bexi) + Y log{1 — pi(B)}

Maximalné vérohodné odhady i odhad jejich asymptotické varianéni m
ziskdme numericky (diky teorii maximalni v&rohodnosti).
NMAI 061

atice

204 / 232

Zden&k Hldvka (KPMS)

Tyden 13 Logisticka regrese

Birthweight

— © o owom awo ©o oo @ 0000 © 0 00 @

low

100 150 200 250

NMAI 061

Tyden 13 Logisticka regrese

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.0951 -0.9022 -0.8018 1.3609 1.9821

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>lzl|)
(Intercept) 0.99831 0.78529 1.271 0.2036
1wt -0.01406 0.00617 -2.279 0.0227 x*

Signif. codes: O **x 0.001 **x 0.01 * 0.05 . 0.1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
Null deviance: 234.67 on 188 degrees of freedom
Residual deviance: 228.69 on 187 degrees of freedom

AIC: 232.69

Number of Fisher Scoring iterations: 4
Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061
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Tyden 13 Logisticka regrese

Testovani

AIC (Akaike's Information Criterion, —21,, + 2k, kde I, je
log. v&rohodnost modelu) se pouziva jako mira kvality modelu.

Nap¥. funkce step() automaticky hledd model s nejmensi hodnotou AIC.

Testovani jednotlivych parametri

Pomoci asymptotické normality jednotlivych odhadd parametri
(summary.glm()).

Testovani podmodelu

Test pomé&rem vé&rohodnosti (likelihood ratio test): Jsou-li /1 a [y maxima

logaritmické v&rohodnosti za platnosti H; a podmodelu Hy, pak za

platnosti Hy ma statistika —2(/y — /1) asymptoticky rozdé&leni x?2, kde r je

rozdil v dimenzi (po&tu parametri).

Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061

Tyden 13 Logisticka regrese

LRT = Likelihood Ratio Test

> anova(lr0,lrl,test="LRT")
Analysis of Deviance Table

Model 1: low 7 1
Model 2: low ~ 1lwt
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 188 234.67
2 187 228.69 1 5.9813 0.01446 *

Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1

Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061

Tyden 13 Logisticka regrese

Deviance: —2(/, — I5), kde I, je log. vérohodnost modelu a I je

log. v&rohodnost saturovaného modelu (model s n parametry, ktery

perfektn& vysvétluje pozorovand data).

Analysis of Deviance Table

Model 1: low 7 1
Model 2: low ~ 1lwt
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance
1 188 234.67
187 228.69 1 5.9813

Null deviance: deviance modelu pouze s abs. ¢lenem.
Residual deviance: deviance zkoumaného modelu.

Test vyznamnosti vSech parametrii: testova statistika pro test podmodelu

je rozdil null deviance a residual deviance, za platnosti Hy ma
asymptoticky rozdé&leni X;2<-

Zden&k Hldvka (KPMS) NMAI 061

Tyden 14

Téma:

@ shlukova analyza,
@ matice vzdalenosti,

@ zadkladni hierarchické metody.

Zden&k Hlavka (KPMS) NMAI 061
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Shlukova analyza

Shlukova analyza (cluster analysis) je sada nastrojii a metod pro hledan{
skupin (shlukd, cluster) v mnohorozmérnych datech.

V praxi jde ptedevdim o nasledujici problémy:

@ Volba vzdilenosti (nebo miry podobnosti).

@ Volba algoritmu pro vytvareni skupin.
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IR Shlukova analyza

Ptiklad:
Lo-norma: djj = ||x; — xj||2, kde x; a x; oznaluji ¥adky matice X

Ptiklad:
Li-norma: djj = >, |Xik — xj k| (Manhattan distance).

R: dist ()

Pro nomindlni (nebo bindrni) prom&nné byva jednodussi definovat matici
podobnosti (similarity matrix) S. Z podobnosti s;; ale mizeme jednoduse
vyrobit vzdélenost djj nap¥. jako djj = max; j{s;i} — sj;.

Vzdilenosti mezi ¥adky kontingenéni tabulky miZe mé&Fit testova statistika
X2 pro test nezavislosti v pFisluiné , podtabulce” 2 x J.

V praxi: pozor na riiznd mé&Fitka!!
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Matice vzdalenosti

X(n x p) je datovd matice s n pozorovanimi p-rozmé&rného ndhodného
vektoru.

Matice vzdalenosti mezi jednotlivymi pozorovanimi je matice D(n x n), kde

din dip ... ... ... din
da
D =
din dpp ... ... ... dpn
o5t ait 22

IR Shlukova analyza

Algoritmy pro vytvéreni shluki

Dva zakladni typy shlukovacich algoritmi:

@ hierarchické algoritmy
déle se d&li na aglomerativni (agglomerative) a dé&lici (splitting,
divisive).
@ nehierarchické algoritmy (partioning algorithms).
Hlavni rozdil je v tom, Ze hierarchické algoritmy konstruuji posloupnost
shlukl postupnym slu€ovanim nebo rozd&lovanim shluki (v n krocich

takto projdou viechny mozné pocty shluki), zatimco nehierarchické
algoritmy postupné (iterativn&) upravuji pevn& dany pocet shluka.
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Hierarchické aglomerativni techniky

Aglomerativni algoritmy se v praxi ¢asto pouZivaji kvili své ndzornosti a
vypocetni jednoduchosti:

@ Nalezneme nejjemné&jsi rozdéleni pozorovani (n jednobodovych
shluka).

@ Spotteme matici vzdalenosti D.
OPAKUJ:

© Nalezneme dva nejblizsi shluky.
@ Tyto dva shluky slou¢ime do jednoho.

© Prepotlitame vzdalenosti mezi novymi skupinami a ziskdme novou
matici vzdélenosti (mezi shluky) D.

DOKUD nemdame pouze jeden shluk obsahujici vechna pozorovani.
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IR Shlukova analyza

1 52 J3 ds
Single linkage 1/2 1/2 0 -1/2
Complete linkage 1/2 1/2 0 1/2
Average linkage 1/2 1/2 0 0
(unweighted) )
Average linkage —fp__ —Q_ 0 0
(Weigh'Fed) npl;:nQ np:;nQ e
Centroid np I ngQ np T nQ —m 0
Median 1/2 1/2 -1/4 0

ng + np nr + ng ngr

Ward ng + np + ng ng + np + ng " nr +np+ng 0

Tabulka: Vypocet vzdalenosti mezi shluky.
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ARLEURYEN  Shiukova analyza

P¥i slu€ovani shluki P a @ spotitdme vzdalenost mezi slou¢enym shlukem
P + Q a shlukem R pomoci vzorce:

d(R,P+Q) = 61d(R, P)+d2d(R, Q)+33d(P, Q)+ da|d(R, P)—d(R, Q)],
kde 6; jsou vahy.

Necht np = Y7, I(x; € P) oznaluje potet objekti ve skuping P.
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IR Shlukova analyza

P¥iklad: Body x; = (0,0),x2 = (1,0),x3 = (5,5), &tvercovad Euklidovska
vzdalenost a single linkage.

Zatneme s N = 3 shluky P = {x1}, Q@ = {x2}, R = {x3}.

Vzdélenost (single linkage) mezi zbyvajicimi dv&ma shluky:

1 1 1
1 1 1

= —d —dr3 — = - |di3 — d
21:~;+223 5 |di3 b3
50 41 1

= — 4 = ——. —41
3 + > > |50 |

= 41

Nova matice vzdalenosti je tedy <(401 401>>.

Single linkage = nearest neighbor = nejbliZsi soused.
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Dendrogram

o grafické znazornéni postupu p¥i shlukovani,

@ obsahuje pozorovéni, posloupnost shlukl a vzdalenosti mezi

slu¢ovanymi shluky,

@ na jedné ose jsou zndzornéna pozorovani,

@ druhd osa urluje vzdalenosti mezi shluky.

Zden&k Hlavka (KPMS)

IR Shlukova analyza

Matice vzdalenosti (L) je

Zden&k Hldvka (KPMS)

NMAI 061

0 10 53 73 50

0 25 41 20
0 2 1
0 5
0
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34
32
45

o b~ O
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Priklad:

8 points

ARLEURYSN  Shlukova analyza

second coordinate
0
L

Zden&k Hldvka (KPMS)

first coordinate

NMAI 061

squared Euclidean distance

Ufiznutim dendrogramu (cutree()) na

{1,2}, {3,4,5} and {6,7,8}.
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IR Shlukova analyza

Cluster Dendrogram

20
|

15

10

Single linkage

trovni 10 definujeme t¥i shluky:
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Sl il
Single linkage

definuje jako vzdalenost dvou shlukl minimum individudlnich vzdalenosti.

d(R,P+ Q) = min{d(R, P), d(R,Q)}

M7

Nazyvd se také metoda nejbliZzsiho souseda.

Tento algoritmus vétSinou vytva¥i velké a hodné& roztdhlé shluky, které
obvykle nevypadaji pfili§ p&kné.
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IR Shlukova analyza

Cluster Dendrogram

Al o |
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o |
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o
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o 2 -
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©
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N 3 —
- : I
3 .
Pe 1 Ty
- N <
77 ™ 0 ~

Complete linkage

Zde to vychazi podobné jako single linkage, ale pro vétsi poet pozorovani
byvaji shluky single a complete linkage hodné& rozdilné.
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Complete linkage

definuje vzdalenost dvou shluki jako maximum individudlnich vzdalenosti.

d(R,P + Q) = max{d(R, P), d(R,Q)}

Nazyva se také metoda nejvzdalenéjsiho souseda.

Tento algoritmus vytvaFi shluky podobnych bod(, protoZe je zaloZen na
maximalnich vzdalenostech.
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IR Shlukova analyza

Average & Centroid linkage

Dal$i algoritmy, které potitaji vzdalenost bud jako priimé&r vzdalenosti
nebo vzdalenost mezi stfedy shlukd
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Wardiv algoritmus

o Wardiv algoritmus mé&fi vzdalenost pomoci toho, jak by se pfFi
slouéeni dvou shluki zvysila mira rozdilnosti pozorovani uvnit¥ shluki
(v podstat&: vyb&rovy rozptyl vzdalenosti od centra shluku).

o Cilem této metody je nalézt shluky, které budou plsobit velice
homogenné.

@ V praxi tento algoritmus vé&tSinou dava nejlépe vypadajici shluky.
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IR Shlukova analyza

Priklad:

data(iris)

sapply(iris[,1:4],sd)
iris.std=t(t(iris[,1:4])/sapply(iris[,1:4],sd)
apply(iris.std[,1:4],2,sd)

hc.iris.std = hclust(dist(iris.std[,1:4]) ,method="ward")
plot(hc.iris.std)

cl3=cutree(hc.iris.std,k=3)

table(cl3,iris[,5])

sapply(iris[,1:4],tapply,cl3,mean)
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ARLEURYSN  Shlukova analyza

Algoritmus

Postup p¥i shlukovani:

@ volba vzdalenosti mezi pozorovanimi a vypolet matice vzdalenosti
(ddlezitd miZe byt standardizace promé&nnych),

@ volba vzdalenosti mezi shluky (dobré vysledky ddvd Wardova metoda),

@ volba pottu shlukld (pomoci dendrogramu),

@ popis vyslednych shluki (grafy s oznagenim shlukd, tabulky pramérd).
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Zkouska

Pisemna &ast:

@ zakladni pojmy,
@ odvozeni odhadu (momentovd metoda, MLE) a jeho rozdé&lenti,

o prakticky p¥iklad (t-testy, intervaly spolehlivosti, regrese).
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Z3akladni pojmy

Ptiklad: Mé&jme dvé nezdvislé ndhodné veli¢iny U; a Us s tzv.
trojihelnikovym" rozd&lenim na intervalu (0, 3), tj. hustotu ndhodnych
veli¢in U; a Up miiZeme zapsat jako:

[ cmin(u,3—u) proue(0,3),
Flu) = { 0 jinak.

Urcete hodnotu konstanty c tak, aby funkce f(.) byla pravdépodobnostni
hustota.

Priklad: Spotitejte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodnych veli¢in Uy, Us,
S=U;+UaR=U — Us.
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Prakticky ptiklad (testovani hypotéz, konfiden&ni intervaly,
regresni analyza, logistickd regrese, shlukovani, . ..)

Ptiklad: Nékteré druhy véel pottebuji k pFeZiti vhodny dkryt. P¥i vyzkumu
v&el druhu Osmia bylo na ja¥e nachystano celkem 18 d¥evénych desek,
kaZzda se $edesati vyvrtanymi otvory. Osm desek obsahovalo otvory o
priméru 4 mm a deset desek otvory o priiméru 6 mm. Na podzim bylo
spoditano, kolik otvorti bylo obsazeno véelami zkoumanéhu druhu:

4 mm | 30 | 27 | 48| 26 |
6 mm | 48 | 55 | 37 | 51 |

Zvolte vhodny test a rozhodnéte, jestli obsazenost otvor(i zavisi na jejich
priméru. Otestujte hypotézu, Ze priimérna obsazenost otvorl s primérem

6 mm je presn& poloviéni (v porovnani s obsazenosti 4mm otvoril).
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Odvozeni odhadu (MLE, momentova metoda)

Ptiklad: Uvazujte ndhodny vybér o rozsahu n z rozdéleni s hustotou:
0 2
f(x) =1/ —exp{—0(x —1)*}.
™
Odvod'te odhad parametru 6 (6 > 0) metodou maximalni v&rohodnosti.
P¥iklad: Odvod'te asymptotické rozd&leni odhadu parametru 6 z predchozi

dlohy. Napovéda: vyuZijte Fisherovu informaci F, = —E&?((6)/062.
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